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Als  ich  vor  5  Jahren  tieii  ersten  Tliei!  von  Euler's  Me- 
cliRHik  herausgab,  führte  ich  in  dem  dortigen  Vorworte 
so  wohl  die  Art  mid  Weise  an,  wie  das  Werk  entstan- 
den war,  als  anch  die  Veranlassung  zur  Herausgabe.  In 
Deziig  auf  das  vorliegende  Werk  kann  ich  nur  meine  da- 
malige Bemerkung  wiederholen,  dass  ich  das  Original- 
werk mit  der  Feder  in  der  Hand  studirt,  dasselbe  zugleich 
in  deutscher  Sprache  niedergeschrieben,  dabei  aber  die 
Anmerkungen  und  Erläuterungen,  welche  für  mich  zum 
Verständniss  iiothwendig  waren,  sogleich  gesondert  auf- 
gezeichnet habe,  Ais  ich  nämlich  das  frühere  Werk  stu- 
dirle,  lag  der  Gedanke  an  die  Herausgabe  meiner  üeber- 
setzung  mir  fem,  bei  diesem  hingegen  hegte  ich  fortwäh- 
rend den  Wunsch,  meine  Bearbeitung  veröffentlichen  zu 
können.  Dass  dieser  Wunsch  erfüllt  wird,  verdanke  ich 
demselben  mathematischen  Freunde,  welcher  die  Verüf- 
fenllichung  des  frühem  Werkes  veranlasst  hat,  indem  der- 
selbe in  einer  sehr  wohlwollenden  Beurtheilung  des  zwei- 
ten Theiles  der  Mechanik  den  Wunsch  aussprach,  dass 
ich  auch  dieses  Werk  in  ähnlicher  Weise  wie  jenes  bear- 
beiten und  herausgeben  möchte.  Auf  diese  Weise  wurde 
der  Herr  Verleger  bewoge»,  seine  Bereitwilligkeit  zum 
Verlage  gegen  mich  auszus^) rechen. 
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Unter  den  müiidliclien  ürtlieilen,  welche  ich  über 
das  frühere  Werk  vernommen  liabe,  befand  sich  auch  das- 
jenige, dass  dort  die  Zerlegung  der  Kräfte  und  Bewegmig 
unterblieben  sei.  Ueber  diesen  Punkt  hat  sich  gerade  der 
Verfasser  selbst  sehr  treffend  im  §,  60.  dieses  Werkes 
ausgesprochen.  Seine  Worte  sind  unter  andern  die  fol- 
genden: „Diese  drei  Geschwindigkeiten,  welche  wir  den» 
„sich  bewegenden  Punkte  beigelegt  denken,  werden  die 
„ganze  Rechnung  erleichtern,  und  da  ich  mich  dieses 
„Hülfsmittels  in  den  frühem  TheÜen  der  Mechanik  nicht 
,,hedient  habe,  bin  ich  dort  auf  .sehr  verwickelte  Rech- 
jjDungen  verfallen,"  Abgesehen  davon,  dass  zwisclien  dem 
Erscheinen  des  ersten  AVerkes  und  der  ersten  Ausgabe 
des  vorliegenden  ein  Zeitraum  von  29  Jahren  liegt,  bin 
ich  der  Mehiung,  dass  das  erstere  Werk  ohne  die  vom 
Verfasser  an  obiger  Stelle  erwähnten  sehr  verwickelten 
Rechnungen  weniger  interessant  und  nützlich  sein  würde, 
indem  derjenige,  welcher  jenes  Werk  eifrig  stiidirt,  ge- 
rade durch  die  Ausführung  dieser  Rechnungen  maniiich- 
fache  Belehrung  zu  erhalten  in  den  Stand  gesetzt  wird. 
Ist  nun  aber  nicht  zu  leugnen,  dass  das  gegenwärtige 
Werk  hinsichtheh  der  Methode  bedeutende  Vorzuge  vor 
jenem  altern  besitzt,  so  lag  natürlich  für  mich  der  Wunsch 
sehr  nahe,  auch  dieses  allgemeiner  zugänglich  zu  machen, 
wie  mir  dieses  mit  dem  frühern  Werke  gelungen  ist.  In 
dieser  Beziehung  ist  nämhch  meine  Erwartung  bei  weitem 
übertroffen  worden,  indem  selbst  Lehrer  der  Mechanik 
erklärt  hahen,  dass  ihnen  Euler's  Werk  erst  durch  meine 
Bearbeitung  vollständig  bekannt  geworden  sei. 

Während  nun,  wie  erwähnt,  in  dem  vorliegenden 
Werke  die  Zerlegung  der  Bewegung  eingeführt  worden 
ist,   unterlässt  der  Verfasser  nicht,    wiederholt   daran  zu 
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dass  tliese  Zerlegung  eine  rein  geometrische 
Opei-atloii  und  keine  median isclte  sei,  <lass  also  dei'  Punkt 
nur  eine  einzige  Bewegung  und  eine  einzige  Geseliwtudig- 
keit  hnben  kann.  Diese  wiederliolte  Unterscheidung  zwi- 
schen dem  mechanischen  Begi-ifT  und  den  im  Geiste  ange- 
genommenen,  wie  auch  geometrisch  angedeuteten  Ilülfs- 
mitteln  scheint  mir  gerade  in  einem  Lehrbuche  wohl  an- 
gebracht zu  sein,  weil  so  der  Lernende  vor  manchen 
falschen  Vorstellungen  bewahrt  werden  wird.  Mit  Recht 
hebt  dagegen  der  Verfasser  den  Umsland  als  bemerkens- 
werth  hervor,  dass,  wenn  die  Bewegung  eines  Körpers 
einmal  eine  gleichförmige  ist,  auch  die  aus  einer  beliebi- 
gen Zerlegung  hervorgehendeiij  nur  idealen  Seitenbewe- 
gungen es  ebenfalls  sein  werden. 

Die  Bereicherungen,  welche  dieses  Werk  im  Verglelcli 
mit  dem  frühern  besitzt,  lassen  sich  von  zwei  wesentlich 
verschiedenen  Seiten  betrachten;  einmal  sind  es  die  Fort- 
schritte, welche  der  Verfasser  in  der  erwähnten  Zwi- 
schenzeit selbst  gemacht  und  diesem  spftteni  Werke  ein- 
verleibt hat,  dann  aber  alle  diejenigen  Abschnitte,  welche 
diesem  Werke  eigenthiimlicli  angehören,  indem  hier  die 
Bewegung  starrer  Körper,  dort  nur  die  von  Punkten  be- 
trachtet  wird.  Das  vorliegende  Werk  zerliillt  daher  auch 
zunächst  in  zwei  durchaus  gesonderte  Abschnitte,  in  wel- 
chen inir  die  §§.  ohne  Unterbrechung  fortlaufen.  Die  Ein- 
leitung, welche  uothwendige  Erläuterungen  und  Zugaben 
zur  Bewegung  von  Punkten  enthält,  erstreckt  sich  von 
§.  l.  bis  §.  'i59.  und  zerfallt  in  sechs  Kapitel.  Dieselbe 
dient  als  Verbindungsglied  zwischen  den  frühem  zwei 
Theilen,  und  der  mit  §,260.  beginnenden  Abhandlung  über 
die  Bewegung  starrer  Korper,  welche  den  grOssten  Theil 
des   ganzen  Kaumes   einnimmt,    indem    nur    am   SchUisse 
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einige  besondere  Äbhandiungen,  wie  im  Originale,  hinzu- 
gefügt sind.  Ueber  diese  eben  erwäbnte  Einleitung  er- 
laube ich  mir,  hier  einige  Bemerkungen  zu  machen. 

Indem  wir  nun  die  Bereicherungen  dieses  Werkes,  im 
Vergleich  mit  dem  frühern  betrachten,  stossenwir  zunächst 
auf  die  Eigenschaften,  welche  die  Körper  im  Allgemeinen 
besitzen  und  es  dürfte  ins  besondere  die  im  §.  123.  u.  f. 
betrachtete  ündurchdringlichkeit  des  Heivorhebeiis 
werlh  sein,  über  welche  im  §,  13B.  bemerkt  wird,  dass 
diese  Eigenschaft  eine  sehr  reiche  Quelle  von  Kräften  sei. 
Als  neu  hinzugekommen  finden  wir  ferner  in  diesem  Werke 
den  Begriff  der  Trägheit  und  den  daraus  hervorgehenden 
Begriff  der  Masse.  Es  mussten  dann  die  Momente  der 
Trägheit  und  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  aller 
Körper  entwickelt  werden,  ehe  man  auf  die  letztern  die- 
jenigen Leinen  anwenden  konnte,  welche  in  den  frühern 
Theilen  für  blosse  Punkte  aufgestellt  worden  sind. 

In  den  §§.  177.  und  178.  spricht  sich  der  Verfasser 
sehr  bestimmt  über  das  Verhältniss  aus,  in  welchem  die- 
ses Werk  zu  dem  frühem  steht.  Nach  §,  177,  gründet 
sich  die  ganze  Mccimnik  auf  das  Princip,  dass  die  Zu- 
nahme der  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  di- 
rect  dem  Produkte  aus  der  antreibenden  Kraft 
in  das  Zeittheilcheu  und  indirect  der  Masse  des 
kleinen  Körpers  proportional  ist.  Dieses  Princip 
konnte  in  dem  frühern  Werke  noch  nicht  stattfinden,  weil 
dort  eben  von  keinen  Körpern  die  Rede  war,  der  Begriff 
der  Masse  also  nicht  vorkam.  Während  in  diesem  Werke, 
wie  in  dem  frühern,  die  Schwere  als  Einheit  der  Kraft 
eingeführt  ist,  geschieht  dies  hier  doch  auf  die  vortheii- 
haftere  Weise,  wie  man  sie  auch  in  den  neuem  Werken 
über  Mechanik  anzuwenden  pllegt.     Die  in  §g.  232.-237. 
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behandelte  Aufgabe  scheint  besonders  des  Hervoi-hebeiis 
werth  zu  sein,  weil  nach  der  Bemerkung  des  Verfassers 
Tobias  Mayer  seine  zur  damaligen  Zeit  Epoche  machen- 
den Mondtafehi  gerade  nach  der  hier  auseinander  gesetz- 
ten Methode  construirt  hat. 

Im  §.  243.  wird,  nach  voiaiigegangenen  allgemeinen 
Betrachtungen  über  die  respectivc  Bewegung  kleiner  durch 
Kräfte  angetriebener  Körper,  die  üebereinstimmung  der 
respectiven  Bewegung  njit  der  scheinbaren  gezeigt, 
welche  letztere  in  der  Astronomie  eine  so  bedeutende 
Uolle  spielt.  Wie  oben  bei  der  Zerlegung  der  Bewegung 
ist  im  §.  249.  die  Bemerkung  des  Verfassers  hervorzuheben, 
dass  man  sich  bei  der  respectiven  Bewegung  der  Körper 
diesen,  ausser  der  absoluten  wirklichen,  eine  andere  Be- 
wegung beigelegt  nur  an  denken  habe,  um  eben  die  Er- 
scheinung sich  klar  zu  machen,  dass  aber  von  keiner 
wirklichen  weitern  Bewegung  die  Rede  sein  kann  und  darf. 

Im  §.  238.  gibt  der  Verfasser  eine  kurze  Andeutung, 
wie  man  z«  verfalu'en  hat,  um  die  Bewegung  des  Mondes 
so  darzustellen,  wie  sie  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus 
sich  zeigen  würde.  Indem  hier  zugleich  erwähnt  wird, 
dass  die  Himmelskörper  sich  eben  so  bewegen,  als  ob  die 
Masse  eines  jeden  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre, 
dürfen  wir  hieraus  schon  entnehmen,  dass  die  in  den 
frühern  Theilen  für  blosse  Punkte  bewiesenen  Sätze  sich 
auch  anf  materielle  Kürper  anwenden  lassen  werden. 
Hiermit  endet  die  in  sechs  Kapitel  eingetheilte  Einleitung, 
welche  hauptsächlich  dazu  dienen  sollte,  den  Inhalt  des 
frühern  Werkes  zu  ergänzen  und  zu  eiläutern.  Durch 
die  bisherigen  Auszüge  wollte  ich  eine  Andeutung  der 
verschiedenen  Bereicherungen  geben,  welche  jenes  Werk 
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durch  tl lese  Einleitung  crlialtcn  liat;  ausseitlem  wollte  ich 
aber  auch  hierdurch  motivireii,  warum  ich  mir  erlaubt 
habe,  durch  einen  doppelten  Titel  dieses  Werk  als  einen 
dritten  Theil  der  fi-ühern  Mechanik  darzustellen,  üiess 
ist  die  einzige  Abänderung,  welche  das  Original  erleidet, 
sie  ist  aber  nur  eine  äussere,  indem  der  Verfasser  selbst 
in  diesem  Werke  wiederholt  die  ersten  Theile  anführt, 
Möge  dieser  dritte  TJieil  eine  so  gpte  Aufnahme  fin- 
den, wie  nach  der  Mitlheilung  mehrerer  competenter 
Richter,  die  beiden  ersten  Theile  erlangt  haben! 
Berlin,  im  Juli  IS52. 


Der  Ueraiisgelier. 
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Eeweguiig  von  Punkten. 
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Kapitel    I. 

BetraclUunrj  der  ilctvffmig  ini  A/lf/emetnen. 


Erklärung  1. 
§.  1.  So  wie  die  Ruhe  ein  beständiges  Verharren  an  dem- 
selben Orte  ist,  ist  die  Bewegung  eine  beständige  Verände- 
rung des  Ortes.  Man  sagt  »Knilicli,  ein  Kör|iei'  ruhe,  wenn  man 
wahniinimt,  dass  er  stets  an  demselben  Orte  haften  bleibt;  von 
einem  Körper,  welcher  mit  dein  Verlauf  der  Zeit  nach  andern 
und  andern  Orten  folgt,  sagt  man,  dass  er  sich  bewege. 
Erläuterung  1. 
§.  %  Obgleich  die  Bezeicbnungen  der  Hube  und  der  Be- 
wegung an  sich  ganz  klar  zu  sein  scheinen,  so  ist  es  (hirh,  um 
eine  genauere  Kenntniss  derselben  zu  erlangen,  angemessen, 
dass  man  die  einzelnen  Ideen,  welcbe  ihnen  zu  Grunde  liegen, 
aufmerksam  befrachte.  Zuerst  tritt  uns  die  Idee  des  Ortes 
entgegen,  was  aber  ein  Ort  sei,  lässt  sich  nicht  leicht  erklären. 
Diejenigen,  welche  sich  den  uneim esslichen  Raum  vorstellen, 
worin  die  ganze  Welt  sich  befindet,  nennen  die  Theile  dessel- 
ben, welche  von  Körpern  eingenommen  werden,  ihre  Orte. 
Wegen  der  Ausdehnung  muss  nämlich  jeder  Korper  einen  ihm 
gleichen  Theil  des  Raumes  einnehmen  und  gleichsam  ausfüllen. 
Wir  können  aber  die  Bedeutung  dieses  Raumes  nur  durch  Äb- 
straction  auffassen,  indem  wir  im  Geiste  alle  Körper  aufheben 
und  dasjenige,  was  alsdann  nach  unserer  Vorstellung  übrig 
bleibt,  den  Raum  nennen.  Wir  nehmen  demnach  an,  dass, 
nachdem  alle  Körper  fortgenommen  sind,  ihre  Ausdehnung  noch 
übrig  bleibe;  eine  Auffassung,  welche  die  Philosophen  mit  vie- 
len Gründen  zu  bekämpfen  pflegen.  Es  scheint  ferner  diese 
Frage  nicht  eher  abgeschlossen  werden  /u  können,  bevor  nicht 
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eine  entsprechende  Idee  Aer  Bewe(;iinR  -lufjEestelit  worden  ist 
Da  wir  nun  aber  derartige  bedenkliche  Ahstractionen  ^er&chlncl- 
hen,  müssen  wir  die  äache  so  enTagen,  n  le  sie  uns  iininitlelbir 
in  die  Sinne  tritt  und  werden  demnach  über  die  Benegung 
eines  beliebigen  Körpers  auf  keine  andere  Weise  urtheilen 
können,  als  indem  wir  ihn  auf  andere  ihn  umgebende  Körper 
beziehen.  So  lange  er  in  Bezug  auf  diese  seine  Lage  beibe- 
hält, pflegen  wir  zu  sagen,  dass  er  an  demselben  Orte  verharre, 
wenn  er  aber  in  eine  andere  Lage  gelangt  Ist,  sagen  wir,  er 
habe  seinen  Ott  verändert. 

Erläuterung  2. 
§.  3.  Da  wir  nun  die  Lage  eines  Körpers  in  Beiiug  auf 
andere  ihn  umgebende  abschätzen,  während  diese  unter  einander 
dieselbe  Lage  beibehalten,  so  kann  unse,r  Urtheil,  da  es  sich 
auf  genmetrische  Ideen  stutzt,  uns  nicht  betrügen.  Es  wird 
nämlich  die  Lage  durch  die  Abstände  von  einigen  verschiede- 
nen Punkten  bestimmt  und  hierzu  »'erden  weder  Ein,  noch  auch 
zwei  Punkte  hinreichend  sein.  Sage  ich  nämlich,  ein  Punkt  O 
sei  vom  Punkt  A  um  den  Zwischenraum  =  a  entfernt,  so  wird 
die  Lage  des  ersten  Punktes  keineswegs  bestimmt.  Es  existirt 
nümlich  alsdann  die  ganze  sphärische  Oberfläche,  welche  um 
den  Mittelpunkt  A  mit  dem  Radius  ^  a  beschrieben  worden 
ist  und  in  deren  einzelnen  Punkten  der  Punkt  0  sich  auf 
gleiche  Art  belinden  kann.  Es  wird  daher  keiner  von  allen 
Punkten  als  sein  wirklicher  Ort  angegeben.  Sage  ich  aber, 
der  Punkt  O  sei  von  A  um  den  Abstand  =  a  und  von  B  um 
den  Abstand  —  0  entfernt;  so  denke  man  sich  die  beiden 
sphärischen  Oberflächen,  welche  um  den  Punkt  A  mit  dem 
Radius  =  a  und  um  B  mit  dem  Radius  =  0  beschrieben 
sind.  Da  der  Durchschnitt  beider  Flächen  ein  Kreis  ist, 
so  werden  seine  einzelnen  Punkte  so  liegen,  dass  sie 
von  A  um  den  Abstand  a  und  von  ß  um  den  Abstand 
b  entfernt  sind.  Gewiss  liegt  also  der  Punkt  O  auf  der  Peri- 
pherie dieses  Kreises,  wo  er  sich  aber  wirklich  befindet,  ist 
noch  nicht  bestimmt.  Seinen  nir  daher  voraus,  dass  ausserdem 
der  Punkt  O  von  einem  dritten  C  um  den  Abstand  =  c  ent- 
fernt sei  und  dass.  C  nicht  mit  A  und  B  in  Einer  geraden  Linie 
liege;  so  wird  die  mit  dem  Radius  =  c  um  C  beschriebene  Ku- 
gelfiäche  den  obigen  Kreis  noch  in  zwei  Punkten  schneiden 
und  wir  werden  daher  auch  jetzt  zweifelhaft  sein,  in  welchem 
von  beiden  der  Punkt    O  sich   befinde;  wir  sind  daher  jetzt  nur 
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noch  liber  zwei  Punkte  in  Ungewissheit.  Hieraus  scliliessen 
wir,  (lass,  wenn  wir  die  Abstände  des  Punktes  O  von  je  vier, 
nicht  in  derselben  Ebene  liegenden,  Punkten  A,  B,  C  und  O 
kenneu,  auch  seine  Lage  vollkommen  bestimmt  sein  wird. 
Häufig  werden  aber  auch  je  drei  Punkte  ausreiche»,  wenn  näm- 
lich aus  einem  anderweitigen  Grunde  der  eine  von  jenen  zwei, 
gleich  Genfige  leistenden,  Punkten  ausgeschlossen  wird. 

§.  4.  Da  diese  Besiitnmung  der  Lage  eines  Punktes  eine 
geometrische  ist,  so  waltet  durchaus  kein  Zweifel  darüber  ob, 
wie  wir  von  ihr  aus  die  Betrachtungen  über  die  Ruhe  und  Be- 
wegung zu  eröffnen  haben,  Was  wir  aber  hier  über  die  Lage 
von  Punkten  bemerkt  habend  lasst  sich  leicht  allen  Kijrpern  an- 
passen; weil  die  Idee  der  Ruhe  und  Bewegung  nur  in  so  fern 
bei  KiSrpern  stattfindet,  als  man  sie  ihren  einzelnen  Punkten 
zutheilt.  Was  für  eine  Idee  wir  nämlich  auch  von  der  Ruhe 
und  Bewegung  aufstellen,  so  kiinnen  wir  dieselbe  nicht  sogleich 
auf  einen  bestimmten  ganzen  Körper  anwenden,  da  möglicher- 
weise in  dem  letatern  die  einen  Punkte  ruhen,  die  andern  sich 
mehr  oder  weniger  bewegen  können.  Desshalb  ist  es  durchaus 
nothwendig,  dass  wir  die  wahre  Natur  der  Ruhe  und  Bewe- 
gung zuerst  nur  an  Punkten  erforschen.  Diese  Betrachtung 
ist  jedoch  nicht  als  eine  imaginäre  anzusehen,  weil  der  Begriff 
der  Punkte  ein  rein  ahstracter  ist  und  jeder  ohne  Zweifel  die- 
sen eine  Bewegung  oder  Ruhe  zuschreiben  wird.  Wie  es  nun 
aber  auch  mit  dieser  Streitigkeit  beschaffen  sein  mag,  so  wird 
man  doch  nothwendig  zugeben  müssen,  dass  man  in  einem  ru- 
henden oder  sich  bewegenden  Körper  sich  Punkte  denken  kcinne, 
welche  entweder  ruhen  oder  sich  bewegen.  Hierbei  kommt  es 
nicht  darauf  an ,  ob  man  solche  Punkte  für  Elemente  des  Kör- 
pers halten  könne  oder  nicht.  Es  steht  auch  nichts  im  Wege, 
dass  jeder  an  die  Stelle  dieser  Punkte  nach  Belieben  wahre 
Elemente  des  Körpers  setze,  welche  entweder  unendlich  oder 
wenigstens  sehr  klein  sind;  die  Sache  kommt  nämlich  auf  das- 
selbe hinaus  und  es  kann  hieraus  gar  kein  Zweifel  hervorgehen. 
Auf  ähuliehe  Weise  steht  nichts  im  Wege,  die  Punkte  A,  B, 
C  und  D,  auf  welche  ich  die  Lage  des  Punktes  O  bezogen 
habe,  tds  reelle  anzusehen,  da  sie  Grenzen  sind,  welche  in 
wirklichen  Körpern  exisiiren  und  von  welchen  aus  die  Abstände 
gemessen  werden.  Wen«  man  nicht  etwa  die  Existenz  von 
Körpern  ganz  ableugnet,  womit  unser  Streit  vevschwiii den  würde. 
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so  wird  iiian  eine  decactige  Auffassung  zur  Eileicliterung  der 
Foischung  kcinesvreges  missbiiligen  kOunen. 
Erklärung  2. 
§.  3.  Wenn,  während  vier  otler  mehrere  Punkte  dieselben 
Abstände  von  einander  beibehalten,  ein  Punkt  O  stets  in  glei- 
cher Entfernung  von  ihnen  bleibt;  so  sagt  man,  er  ruhe  in  Be- 
zug auf  sie,  weil  er  ebenfalls  in  liezu^  auf  sie  dieselbe  Lage 
beibehält. 

Zusatz  1. 
§.  6.    Ist  A  ein  fester  Kürper,    tveldier   seine  Üestalt  be- 
ständig beibehält,  so  kann  man  sich  in  ihm,  wie  klein  er  auch 
sein  mag,  nicht  nur  vier,    sondern  so   viel  Punkte  als  möglich 
(lenken,  weiche  unter  sich  stets  dieselben  Abstände  beibehalten. 
Zusatz  2. 
g.  7.     Wenn  daher  ein  Punkt  O  in  Bezug  auf  diesen  Kör- 
per A  dieselbe  Lage  beibehält,  was  der  Fall  ist,  wenn  er  von 
allen  seinen  Punkten  beständig   gleich    weit  entfernt  bleibt;   so 
sagt  man ,  der  Punkt  O  ruhe  in  Bezug  auf  den  Kürper  A. 
Zusatz  3. 
§,  8.     Hier  haben  wir   eine  wirkliche  Erklärung  der  Ruhe, 
welche  in  keine  vage  und  imaginäre  Ideen  venvickelt,  aber  mit 
der  Idee  eines  beliebigen  Körpers  verbunden  ist,  in  Bezug  auf 
welchen   der  Punkt  O  sich  in  IJuhe  befindet.     Es  ist  nicht  klar, 
was  die  sogenannte  absolute  Ruhe  sei ,    welche  von  dem  Be- 
griGE  eines  solchen  Körpers  getrennt  ist. 
Erläuterung  1. 
g.  9.    Hier  an  der  Schwelle  der  Mechanik  brauchen  wir  uns 
aber  um  die  absolute  Ruhe   nicht   zu  bekümmern ,    wir  wissen 
auch  durchaus  nicht,   oh  und  wie   sie    existire,  indem  wir  nur 
dasjenige  untersuchen,   was   die  Sinne    uns  zeigen.     Wo  ferner 
bei  uns  von  der  Ruhe  die,  Rede    sein    wird,    ist  immer   unsere 
Idee  mit  einem  beliebigen  Körper  verknüpft,  in  Bezug  aufwei- 
chen ein  Körper  oder  vielmehr  ein  Punkt  nach  unserer  Erklärung 
sich  in  Ruhe  befindet.    So  nehmen  die  Schiffer  die  Kürper  als 
ruhend  an,    welche   in  Bezug  auf  das  Schiff   ihre  Lage  belbe- 
halteu;  eben  so  wie  wir,  wenn  wir  uns  auf  dem  Festlande  befinden, 
den  Körpern  Ruhe  zuzuschreiben  pflegen,  welche  in  Bezug  auf  den 
Erdboden  dieselbe  Lage  beibehalten.  Weil  das  Schiff  sich  wirk- 
lich bewegt,  befinden  sich  jene  in  keinem  grossem  Irrthum  als  wir. 
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da  »ach  den  Lehre»  dec  Astronomen  die  ganze  ErJe  sich 
ebenfalls  bewegt-  Bei  der  hier  aufgesteüten  Idee  der  Ruhe 
kümmern  wir  uns  durchaus  nicht  darum,  ob  jener  Körper,  in 
Bezug  auf  welchen  wii  die  Ruhe  als  Behauptung  aufstellen, 
selbst  ruhe  oder  sich  bewege.  So  lange  nämlich  der  Punkt  O 
in  Bezug  auf  den  Kürper  A  dieselbe  Lage  beibehält,  sagen  wir 
er  ruhe  in  Bezug  auf  ihn  und  deuten  durchaus  nichts  an,  was 
sich  über  diese  Worte  hinaus  erstreckt.  Die  Frage  über  die 
Ruhe  oder  Bewegung  des  Körpers  A  würde  nämlich  eine  durch- 
aus neue  und  anderweitig  zu  entscheidende  sein,  welche  aber 
zu  jener  Erklärung  nichts  hinzulügen  wirtl.  So  befindet  sich  in 
einem  Schiffe  alles  in  Bezug  auf  dasselbe  in  Ruhe,  was  in  der- 
selben Beziehung  seine  Lage  nicht  ändert  und  es  kommt  nichts 
darauf  aii ,  ob  das  Schiff  selbst  ruhe  oder  sich  bewege. 
Erläuterung  'A 
§.  10.  üie  hier  gegebene  Idee  der  Ruhe  ist  eine  relative, 
da  sie  nicht  allein  aus  der  Lage  des  Punktes  O,  welchem  wir 
sie  zutheilen,  entnommen  ist,  sondern  auch  eine  Vergleichung 
desselben  mit  einem  andern  gewissen  Körper  A  angestellt  wird- 
Wenn  wir  daher  jemals  dahin  gelangen  können,  zu  erfahren,  ob 
es  eine  absolute  Ruhe  gebe  und  was  sie  sei,  so  wollen  wir, 
der  Unterscheidung  wegen,  die  hier  erklärte  Ruhe  eine  re- 
spective  nennen.  Hiernach  wird  es  offenbar  möglich  sein, 
dass  derselbe  Punkt,  welcher  in  Bezug  auf  den  Körper  A  ruhet, 
in  Bezug  auf  andere  ICörp er  nicht  ruhe,  sondern  sich  mannig- 
fach bewege.  So  bewegt  sich  ein  in  einem  Schiffe  ruhender 
Körper,  in  Bezug  auf  die  Sonne  oder  andere  Himmelskörper, 
auf  die  eine  oder  andere  Weise.  Hieraus  erhellt,  dass  diese 
Eigenschaften  der  Ruhe  oder  Bewegung  im  Körper  oder  Punkt 
O  keine  Veränderung  hervorbringen,  da  sie  beide  ihm  zugleich 
zukommen  können,  so  wie  man  ihn  auf  den  einen  oder  andern 
Körper  bezieht. 

Anmerkung. 
§.  11.  Alles  dieses  ist  auf  ähnliche  Weise  von  der  Idee 
des  Ortes  zu  verstehen. '  Da  nämlich  Ruhe  das  Verharren  an 
demselben  Orte  ist,  so  muss  man,  damit  diese  Erklärung  aucii 
für  die  respective  Ruhe  gelte,  sagen;  der  Punkt  O,  welcher  in 
Bezug  auf  den  Körper  A  ruhen  soll,  muss  in  Bezug  auf  diesen 
an  demselben  Orte  verharren.  Da  er  nun  in  derselben  Lage 
In  Bezug  auf  den  Körper  A  bleibt,    so  stimmt  nothwendig  der- 
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selbe  Ott  mit  derselben  Lage  «bccoin.  Diese  Idee  des  Ortes 
ist  eben  so,  wie  die  der  Ruhe  eine  respective,  so  dass  der 
respective  Ort  ein  gevvisserund  bestimmter  mit  Bezug  auf  einen 
gewissen  Kiirper  ist.  Ob  es  eine  andere  natürlichere  Idee  des 
Ortes  gebe  ist  noch  unbekannt;  iat  eine  derartige  gegeben, 'so 
wird  ein  solcher  Ort  ein  absoluter  genannt.  Einem  respecti- 
ven  Orte,  wie  wir  ihn  hier  erklart  haben,  darf  man  die  ünbe- 
weglichke't  n'  ht  z  the'l  n  'e  d'es  häuß<T  u  geschehen  pflegt- 
denn  wen     de    K    per        Bez  g      f     ele)  eu  t  n  be    h    e 

ben  haben  s  !  selbst  I  e  e  t  so  n  s  na  nnehn  e  1  ss 
der  Ort  z  ^le  ch  t  hn  fo  t  I  e  te  Wen  u  |e  an  lern 
die  Körpe  absolut  zn  rul  en  sei  e  e  el  he  Be  u^,  auf  1  e 
Fixsterne  de  seil  e  O  t  1  e  1  ehalte  o  w  d  fu  h  de  ah  o 
lute  Ort  d  e  h  he  e  u  d  be  t  m  nte  J  ü^e  n  Bez  t,  a  f  1  e  tut 
Sterne  se  Ob  afe  de  Bez  eh  n  atdeFxtee  hr 
mit  der  N  tu     übe  e      t  n  al      d  e         f    ande  e   I    1  eb  £;e 

Kiirper,  densse  ahle     nZ    eifel  ^e  teilt    c     1  ss  n 

Erklärung   3. 
§-  12.     Wenn  ein  Punkt  0  m  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Körper  A,  dessen  Figur  stets  unverändert  bleibt,   seine  Lage 
beständig  Sndert,  so    sagt  man,    er  bewege  sii;h    in  Bezug    auf 
den  Körper  A. 

Es  ist  einlenchtend,  dass  man  die  Figur  des  letztern  als 
unveränderlich  annehmen  mnss,  damit  vier  in  ihm  aufgefasste 
Punkte,  auf  weiche  uiau  den  Punkt  O  bezieht,  unter  sich  die- 
se Iben  Abstände  beibehalten. 

Zusatz   1. 
§.  13.     Alles  das",  was   wir  von  der   respectiven  Ruhe  ge- 
sagt haben,  lässt  sich  leicht  auf  respective  Bewegung  ilbertia- 
gen.     Wenn  nämlich  ein  Punkt  O  in  Bezug  auf  den  Körper  A 
dieselbe  Lage  beibehält,   so  sagt  man,  er  ruhe;  wenn  er  diese 
Lage  beständig  ändert,  so  sagt  man,  er  bewege  sich  respective. 
Zusatz  2. 
§.  14.     Zugleich    ist    es    offenbar    möglich ,    dass    derselbe 
Punkt  O,  welcher  in  Bezug  auf  den  Körper  A  ruhet,  in  Bezug  auf 
einen  andern  Körper /j  sich  bewege.    Daher  ist  diese  Idee  der 
Bewegung    sowohl,    als    auch  der  Rshe   eine  relative  und  sie 
bringt   nicht   die  mindeste  Veränderung  im  Pimki.e   O  hervor. 
Zusatz  3. 
§.  15.     Bewegung    und   Ruhe    sind   daher    nur    im   Kamen, 
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nicht  aller  in  der  Sache  selbst  einander  entgegengesetzt,  da 
mau  beide  zugleich  demselben  Punkte  zutheilen  kann,  je  nach- 
dem man  ihn  mit  dem  einen  oder  andern  Kürper  vergleicht. 
Die  Bewegung  unterscheidet  sich  von  der  Kuhe  nicht  mehr, 
als  die  eine  Beilegung  von  der  andern. 

Zusatz  4. 
§.  16.  Man  zählt  daher  fälschlich  Bewegung  und  Ruhe  zu 
den  Zuständen  der  Körper,  indem,  wenn  der  Zustand  irgend 
einer  Sache  sich  ändert,  man  annehmen  muss,  dass  die  letztere 
selbst  eine  Veränderung  erlitten  habe,  während  doch  in  einem 
Köiper  keine  Veränderung  vorgeht,  mag  man  ihm  Bewegung 
oder  Ruhe  zutheilen. 

Erläuterung  l. 
%.  17.  Es  fällt  daher  jene  berühmte  Unterscheidung  zwischen 
Bewegung  und  Ruhe,  welche  die  Philosophen  als  eine  den 
Körpern  wesentliche  anzuführen  pflegen,  zusammen,  wenn  wir 
nämlich  nur  die  respcctive  Bewegung  und  Ruhe  betrachten. 
Sie  werden  nun  zwar  einwende»,  die  Sache  verhalte  sich  ganz 
anders,  wenn  von  der  absoluten  Bewegung  und  Rnhe  die  Rede 
ist;  was  aber  absolute  Bewegung  und  Ruhe  sei,  hiervon  geben 
sie  keine  genögende  Erklärung.  Soll  man  diese  Benennungen 
aus  der  Beziehung  auf  die  Fixsterne  herleiten,  so  werden  nichts 
desto  weniger  so  wohl  die  Bewegung,  als  auch  die  Rnhe  te- 
spective  sein  und  von  unsern  Erklärungen  nur  darin  abweichen, 
dass  man  einen  andern  bestimmten  Körper  angibt,  auf  welchen 
die  Beziehung  angestellt  wird.  Man  sieht  hiernach  nicht  ein, 
wie  daraus  etwas  für  den  Körper,  welchen  man  darauf  bezieht, 
hervorgehe.  Uebrigens  leugne  ich  keinesweges,  dass  ein  Un- 
terschied zwischen  der  Bewegung  und  Ruhe,  oder  zwischen 
einem  sich  bewegenden  und  ruhenden  Körper  stattfinde, 
da  vielmehr  die  ganze  Mechanik  sich  mit  der  Bestim- 
mung derselben  beschäftigt.  Dagegen  leugne  ich  und  mit 
Recht,  dass  die  Bewegung  und  Ruhe  irgend  eine  innere  Ver- 
änderung des  Körpers  enthalte.  Die  Philosophen  mögen 
sehen,  zu  welcher  Art  von  Prädikaten  man  die  Ruhe  und  Be- 
wegung zu  zählen  habe,  Eigenschaften  kann  man  sie  gewiss 
am  wenigsten  nennen.  Nichts  aber  verhindert,  sie  zu  den  Re- 
lationen zu  zählen;  wenn  man  nämlich  dieselbe  Sache  mit  an> 
dern  Gegenständen  vergleicht,  so  erleidet  ihre  innere  Natur 
keine  Aenderung. 
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Erläuterung  2. 
§.  18.  Nachdem  wir  die  Idee  des  Ortes  bestimmt  halicn, 
wie  das  Urtheil  der  Sinne  sie  uns  darbietet,  stiisst  una  nun 
auch  die  Idee  der  Zeit  auf,  welche  in  den  Begriff  der  Ruhe 
und  Bewegung  verflochten  ist.  Während  man  nämlich  Ruhe 
das  beständige  Verharren  an  demselben  Orte  nennt,  kann 
man  dies  beständig  und  Verharren  ohne  den  Begriff  der 
Zeit  nicht  verstehen.  Die  Idee  der  Bewegung  erfordert  aber 
einen  mehr  entwickelten  Begriff  der  Zeit,  wonach  man  sich  auch 
die  E^intheilung  der  letztern  in  gleiche  oder  ungleiche  Abschnitte 
vorstellen  könne.  W8hrend  nämlich  der  Punkt  O  seine  Lage 
in  Bezug  auf  den  Körper  A  ver.'lndert,  kann  man  diese  Verän- 
derung nur  erkennen,  indem  man  wahrnimmt,  wie  gross  die  in 
einer  beliebigen  Zeit  erfolgte  ist.  Wenn  man  daher,  wie  einige 
wollen,  die  Kenntniss  der  Zeit  nicht  anders  ivo  her,  als  aus 
der  Betrachtung  der  Bewegung  schöpfen  könnte;  so  würden 
wir  weder  die  Zeit  ohne  die  Bewegung,  noch  diese  ohne  jene 
erkennen  können;  wir  wüideu  daher  von  keiner  von  beiden  je 
eine  Kenntniss  erlangt  haben.  Die  Elntheilung  der  Zeit  haben 
wir  durch  die  Betrachtung  der  Bewegung,  nämlich  der  Bewe- 
gung der  Sonne  gelernt,  aber  auch  ohne  Hülfe  der  Bewegung 
haben  wir,  wie  es  scheint,  einen  Begriff  vnn  dem,  was  vor  und 
nach  ist  und  hieraus  wird  sich  von  selbst  die  Idee  der  Auf- 
eioanderfolge  ergeben.  Wenn  wir  nun  ferner  auch  der  Betrach- 
tung der  Bewegung  die  genauere  Kenntniss  der  Zeit  verdanken, 
so  folgt  hieraus  doch  nicht,  dass  die  Zeit  an  sich  nichts  ande- 
res sei,  als  was  wir  uns  darunter  denken.  Was  nämlich  zwei 
gleiche  Zeitintervalle  sind,  sieht  jeder  ein,  wenn  auch  vielleicht 
nie  in  beiden  gleiche  Aenderungen  eintreten ,  aus  denen  man 
auf  jene  Gleichheit  schliessen  könnte.  Welchen  Streit  daher 
auch  die  Philosophen  über  den  Verlauf  der  Zeit  führen  mögen, 
so  müssen  wir  doch  zur  Erkenntniss  der  Bewegung  ein  Zeit 
mass  benutzen.  Ferner  muss  man  zugehen,  dass  die  Zeit  un- 
abhängig von  jeder  Bewegung  rerfliesse,  so  dass  man  sieh 
Theile  derselben  denken  könne,  welche  sowohl  einander  gleich 
als  nach  einem  beliebigen  Verhältniss  ungleich  sind.  Wer  uns 
diese  Erlaubnis»  versagen  wollte,  würde  alle  Kenntniss  der  Be- 
wegung durchaus  aufheben.  Es  sei  uns  daher  erlaubt,  eben 
so  die  Zeit,  wie  Linien  und  andere  geometrische  Glossen  in 
die  Rechnung  einzuführen. 
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Erklärung  4. 

§.  lÖ.  Bei  der  Bewegung  eines  Punktes  wird  der  Baum, 
welchen  er  durchläuft,  der  Weg  genannt  und  da  dieser  eine 
Linie  ist,  so  wird  sie  eine  gerade  oder  krumme  sein.  In  jenem 
Falle  heisst  die  Bewegung  eine  geradlinige,  in  diesem  eine 
krummlinige. 

Zusatz  l 

§.  20.     Oa  «ir  Ins  jetzt  nur  \on  der  resj-ectnen  ße«ej,ung 
eine    Idee  haben     &o  wird  man  luch   den  Weg    oder   die  \om 
Punkt   heschrieheiie  Linie  auf  den  K.  rper  zu  beziehen  haben, 
in  Bezug  auf  n eichen  man  die  Bewegung  al  schätzt 
Zu&atz  2 

§.  2L  Dieser  Korper  wird  namlich  mag  er  selbst  luhen 
oder  sich  bewegen  indem  dis  letztere  \  eihiltmss  nicht  m  Rech 
nnng  kommt,  aN  em  fester  in-,eiehen  und  man  muss  m  Be 
zug  auf  ihn  die  Richtung  und  Lt^e  jenes  *om  Punkte  beschne 
beneo  Raumes  angehen. 

Zusatz.  3. 

§.  22,  Die  Kenntniss  dieses  Weges  wird  demnitch  auf  drei 
Fälle  zurückgebracht,  von  denen  der  erste  stattfindet,  wenn 
die  Bewegung  geradlinig  also  der  Weg  eine  gerade  Linie  Jst. 
Der  zweite  F^l  findet  statt,  wenn  der  Weg  eine  krumme  Li- 
nie, die  ganz  in  derselben  Ebene  liegt,  der  dritte,  wenn  die 
krumme  Linie  nicht  in  derselben  Ebene  enthalten  ist. 

Erläuterung  1. 
§.  23.  In  der  Geometrie  nimmt  man  schon  an,  dass  durch  die 
Bewegung  eines  Punktes  eine  Linie  beschrieben  werde,  was 
an  sich  so  klar  ist,  dass  es  keines  Beweises  bedarf.  Wenn 
nämlich  ein  Punkt,  welcher  sich  vorher  in  A  befand,  nun  in 
B  liegt,  so  muss  er  nothwendiger  Weise  inzwischen  eine  ge- 
wisse continuir liehe,  von  A  bis  £  sich  erstreckende  Linie  durch- 
laufen  haben.  Es  miisste  sonst  jemand  behaupten  wollen,  dass 
der  Punkt  in  A  plötzlich  vernichtet,  hierauf  aber  in  B  von 
neuem  erzeugt  sei;  da  diess  aber  ein  Wunder  und  keine  Be- 
wegung sein  würde,  so  gehört  es  nicht  in  unsern  Plan,  Die- 
jenigen, welche  eine  Bewegung  nicht  anerkennen  wollen,  glau- 
ben die  Sache  deutlicher  aufzufassen,  indem  sie  behaupten, 
der  Punkt  werde  in  den  einzelnen  Punkten  des  scheinbar  durch- 
laufenen Weges  vernichtet  und  in  den  folgenden   sogleich    wie- 
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der  erzeugt;  als  ob  Jer  üebeigang  von  dem  einen  Orte  zum 
andern  schwerer  au  verstehen  sei,  als  ein  Methseindes  Zer- 
stört- lind  Erzeugt  werden.  Da  aber  eine  Bewegung;  ni  einer  an- 
dern Beziehung  Ruhe  sein  kann,  so  müssen  wir  >on  der  letz- 
tem dasselbe  behaupten,  dass  nämlich  ein  Korper  an  demsel- 
ben Oite  beständig  zerstört  und  plötzlich  wieder  eizeugt  vieide. 
Diese  Meinung  wüicht  nicht  von  derjenigen  ab,  nach  \iekher 
die  Erhaltung  der  Kcirper  als  ein  beständiges  t rsch äffe nw  er- 
den derselben  angesehen  wird,  sie  scheint  daher  ktuni  von  der 
gewöhnlichen  abzuweichen.  Da  es  nämlich  keinen  Zeitpunkt 
gibt,  in  welchem  ein  Körper  nicht  existirte,  so  kann  man  nicht 
daran  zweifeln,  dass  er  beständig  existire  und  /war  m«s.s  man 
diese  beständige  Kxisfenz  des  Kilrpers ,  so  n  ohi  bei  der  Be" 
wegang,  als  bei  der  Ruhe  zugeben.  Hieraus  ergibt  sich,  dass 
ein  Punkt  von  der  einen  Grenze  zur  andern  nur  übergeben 
kann,  indem  er  nach  und  nach  die  ganze  I-inie  durthlMitV, 
welche  sich  von  jener  Grenze  zu  dieser  erstreckt. 

Erläuterung  '2. 
§,  '24  (Figur  1.)  Setzen  wir  voraus,  dass  ein  Punkt  die 
Linie  APQB  durchlaufen  habe,  so  muss  er  sich  nothwendig  in 
B  befinden,  nachdem  er  in  A  gewesen  ist,  da  er  nicht 
zugleich  in  A  und  B  sein  kann.  Aus  denjenigen  Dingen, 
welche  wie  wir  begreifen  nicht  zugleich  stattgefunden  ha- 
ben können,  scliliessen  wir  auf  die  Idee  der  Zeit  und  da 
der  Punkt  sich  in  A  befunden  hat,  so  erkennen  wir,  dass  er 
nur  nach  Verlauf  einiger  Zeit  nach  B  gelangt  sein  kann.  Das- 
selbe gilt  von  den  zwischenüegenden  Punkten  P  und  Q  und 
da  er  früher  nach  P  als  nach  Q,  früher  nach  Q  als  nach  B 
gelangt  ist;  so  entnehmen  wir  hieraus  zugleich  elneEintheilung 
der  Zelt.  Hiernach  ist  der  Zeitraum,  in  welchem  er  von  A 
nach  P  gelangt,  kürzer  als  der,  in  welchem  er  von  A  nach  Q 
und  dieser  wieder  kürzer  als  derjenige,  in  welchem  er  von  A 
bis  JB  fortgeht.  Hieraus  ersehen  wir,  dass  die  Zeit  eine  theil- 
und  messhare  Grösse  ist  und  zwar  wird  man  die  eine  nicht 
nur  grösser  als  die  andere  zu  nennen  haben,  sondern  es  wer- 
den auch  ihre  Theile  entweder  als  einander  gleiche,  oder  als 
nach  irgend  einem  Verhältniss  ungleiche  angegeben  werden 
können.  Da  nämlich  die  Zeit  eine  Grösse  ist,  so  muss  man 
nothwendiger  Weise  zugeben,  dass  diejenige,  in  welcher  der 
Körper  von  A    nach  I*  gelangt,   entweder    gleich  oder  grösser 
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als  die  Zeit  sei,  in  welcher    er  weiter  von  P  nacli  Q  gelangt 
und  was  man  auch  sagen   möge;  so  wird    nofhwendig   zwischen 
diesen  zwei  Zeiten  ein  gewisses  Verhültniss  stattfinden  müssen. 
Mit  dem  grüssten  Rechte  stelle  ich  daher  hier  die  Forderung 
dass    die   Zeit  als  eine  theilbare  und    der  Ausmessung    l'ahige 
Grösse  in  die  Rechnung  eingeführt  werden  dürfe. 
Erklärung  5. 
§.  25.     Eine  gleichmässige    oder   gleichfuruiige    Be- 
wegung heisst  diejenige,  bei  welcher  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Wege  durchlaufen  werden.  Werdenaber  in  gleichen  Zeiten  unglei- 
che Wege   oder  in   ungleichen  Zeiten  gleiche  Wege   Kurückge- 
legt,  so  wird  die  Bewegung  eine   ungleichförmige  genannt. 
Zusatz  1. 
§.  26.     Wenn   daher   ein    Punkt   sich    gleichförmig    bewegt, 
so  durchläuft  er  in  der  doppelten  Zeit  einen  doppelten ,   in  der 
dreifachen  Zeit  einen  dreil'achen  Weg  und   es   stehen  im  Allge- 
meinen die  durchlaufenen    Wege   im  Verhültniss    der  dazu  ge- 
hrauchten Zeiten,   und    umgekehrt.     Wird   daher  in    der  Zeit  t 
der  Weg  *  und  in  einer  andern  Zeit    T   der  Weg  S    zurückge- 
legt, so  wird  t  :  T^  s  :  S. 
Zusatz  % 
S.  27.    Bei    der    ungleichförmigen    Bewegung    verljält    sich 
aber  die  Sache  anders  und  es  werden  die  durchlaufenen  Wege 
s  und  S  nicht  im  Verhültniss  der  Zeiten  (  und  T  stehen.    Fer- 
ner ist    hier    nur   die  Kede    von    einer  ,  heliehigen    respectiveu 
Bewegung,   von   welcher  allein  wir    bis  jetzt  eine    Idee  haben 
und  es  ist  dabei  einerlei,  ob  die  Bewegung  gerad-  oder  krumm- 
linig ist. 

Zusatz  ?,. 

§.  28.  Aus  der  gleichförmigen  Bewegung  erhalten  wir  um- 
gekehrt eine  genaue  Eintheilung  der  Zeit,  da  wir  nämlich  den 
Weg  geometrisch  eiutheilen  können,  so  wird  sich  daraus  eine  ähn- 
liche Eintheilung  der  Zeit  in  gleiche  oder  ungleiche  Theüe  ergeben. 
Anmaitungl. 
§.  29,  Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Eintheilung  der  Zeit 
nicht  eine  reine  Operation  des  Geistes  ist,  wie  diejenigen  zu 
behaupten  pflegen,  welche  der  Zeit  nur  in  unserm  Geiste  eine 
Stelle  einräumen  und  die  Idee  der  Zeit  von  der  letztern  selbst 
nicht  trennen.  Wäre  nämlich  die  Zeit  nichts  anderes ,  als  die 
Beihefolge  der    nach    einander    eintretenden   Dinge    und    wäre 
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aussethalb  unseres  Geistes  nichts,  wodurch  <Iie  Zeit  tiestiinmt 
würde;  so  würde  uns  nichts  hindern,  bei  jeder  Bewegung  die  Zeit- 
fheile,  in  deoen  gleiche  Wege  zurückgelegt  werden,  für  gleiche  zu 
halten,  da  sie  als  einander  gleiche  Nach t'ol gangen  erscheinen. 
Wir  wurden  daher  mit  gleichem  Rechte  jede  Bewegung  als 
eine  gleichfüimige  ansehen  können.  Durch  die  Natur  der  Sache 
erhalten  wir  aber  ein  hinreichendes  Zeugniss,  dass  die  gleich- 
förmige Bewegung  sich  wesentlich  von  der  ungleichförmigen 
unterscheide  und  es  mnss  daher  in  der  tileichheit  der  Zeiten, 
worauf  sie  sich  stützt,  mehr  stecken,  als  was  wir  in  der  Idee 
uns  vorstellen.  Man  muss  demnach  behaupten,  dass  die  Gleich- 
heit der  Zeiten  einen  gewissen,  ausserhalb  unseres  Geistes 
befindlichen,  Grund  habe  und  es  scheint,  dass  wir  ihre  Kennt- 
niss  eher  von  ausserhalb  aus  der  gleichRJrniigen  Bewegung 
geschupft  haben. 

Anmerkung  2. 
§,  30.  So  lange  ein  Punkt  sich  gleichförmig  bewegt,  der- 
gestalt dass  er  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zurücklegt, 
sagt  man,  er  bewege  sich  gleich  geschwind.  Wenn 
ferner  zwei  Punkte  A  und  B  sich  gleichförmig  bewegen,  jener 
in  den  einzelnen  Zeiten  den  Weg  s,  dieser  in  denselben  Zei- 
ten den  Weg  ö  zurücklegt  und  j  >  ö  ist;  so  sagt  man  :  A  be- 
wege sich  geschwinder  als  B  oder  B  langsamer  als  A. 
Wenn  ferner  der  Punkt  A  in  derselben  Zeit  das  zwei-  oder 
dreifache  des  von  B  beschriebenen  Weges  zurücklegt,  so  sagt 
man,  jener  schreite  zwei-  oder  dreimal  so  geschwind  fort 
als  dieser.  Auf  diese  Weise  stellt  sich  die  Vergleichung  desjeni- 
gen, was  wir  geschwinder  henannt  haben,  dem  Geiste  deut- 
lich dar,  wenn  wir  auch  noch  nichts  über  die  Sache  selbst 
bestimmt  haben.  Es  ist  aber  diese  Sache  eine  ahstracte  Auf- 
fassung, welche  gleichsam  die  Basis  dessen  darstellt,  was  wir 
uns  unter  der  Benennung  geschwinder  denken;  diese  Auf- 
fassung nennen  wir  Geschwindigkeit  oder  Schnelligkeit 
und  hiervon  wollen  wir  eine  Erklärung  aufstellen, 

Erklärnng  6. 
§.  31.  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  heisst  das  Ver- 
hältniss  der  Wege  zu  den  Zelten,  in  welchen  sie  durchlaufeo 
werden,  Geschwindi  gkeit  oder  S  c  hnelligkeit.  Die  Ge- 
schwindigkeit wird  daher  vermittelst  des  Quotienten  des  We- 
ges durch  die  Zeit  abgeschätzt. 
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%.  32.    Wenn  daher  bei  gleichförmiger  Bewegung  der  Weg 
in   der  Zeit  t  durchlaufen  wird,  so   ist  die  Geschivindigkelt 


:>  haben  wir  die  Gieichung 


Zusatz  2, 
§.  33.    Bei  derselheo  Bedeutung  von  s,  t  und  v  wird  daher 
durch  je  zwei  Grössen  die  dritte  bestimmt,  indem  wir  haben: 

1)  u  =  ^;  2)  ( :=  ^;  3)  s  =  u. 

§.  34,  Uahen  für  eiue  andere  gleichförmige  Bewegung  S, 
T  lind  V  dieselbe  Bedeutung,  so  erhalten  wir  die  sehr  bekann- 
ten Proportionen: 

l)v:    V=\:p,2)t:r=    '^  :  ^;  Z)  s  :  S  =  tv:  T  V. 

Erläuterung  1. 
§.  35.  Es  wird  hier  ein  Zweifel  darüber  entstehen,  wie 
man  Wege  durch  Zeiten  dlvidiren  könne,  da  sie  ungleich  artige 
Grössen  sind  und  man  nicht  angeben  kann,  wie  oft  eine  Zeit 
z.  B.  10  IMinuten  in  einem  Wege  von  z.  B.  10  Fuss  enthalten 
sei.  Es  ist  hier  jedoch  nicht  absolut  von^-einer  Division  die 
Rede,  sondern  nur  von  einer  Veigleichung ,  weil  die  Idee  der 
Geschwindigkeit  nichts  Absolutes  enthält.  Es  kann  niimlichdie 
Geschwindigkeit  nicht  anders  als  relativ  verstanden  werden  und 
wenn  wir  die  Geschwindigkeit  irgend  einer  bestimmton  gleich- 
ßirmigen  Bewegung  als  bekannt  annehmen  und  als  Einheit  be- 
trachten ;  so  wird  bei  jeder  andern  gleichförmigen  Bewegung 
die  Geschwindigkeit  durch  eine  Zahl  ausgedrückt,  also  ferner 
keine  Schwierigkeit  aufstossen.  Denken  wir  uns,  dass  man 
bei  einer  gleichförmigen  Bewegung,  vermöge  welcher  der  Weg 
s  in  der  Zeit  t  zurückgelegt  wird,  die  Geschwindigkeit  als  Ein- 
heit annehme,  also  ;  =  1  setze,  so  wird  für  eine  andere  gleichför- 
mige Bewegung,  vermöge  welcher  der  Weg  S  in  der  Zeit  J' 
durchlaufen  wird,  die  Geschwindigkeit  F  so  beschaffen  sein, 
dass  wir  haben  Vi  i  =:  ni  =  ^ - 
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Es  wird  demnach  V ^  yi,-  =  —  ■  yp,  v/o  also  die  Faktoren 
—  und  ■-■  wirkliche  Quotienten  darstellen. 

Erläuterung  2. 
§.  36.  nie  oi)ige  Schivierjgkeit  verschwindet  aber  auch, 
wenn  wir  alles  auf  absolute  Zahlen  zurückführen.  Wenn  wir 
nümlich  bei  der  Messung  der  Wege  eine  bestimmte  Lange  als 
Einheit  annehmen  und  eben  so  Rit  die  Zeiten  eine  gewisse  he" 
stimmte  Zeit  als  Einheit  betrachten ,  so  werden  wir  uns  dieser 
Masse  beständig  bedienen  «nd  so  alle  Wege  und  Zeiten  durch 
absolute  Zahlen  ausdrücken,  deren  vermischte  Division  durch 
nichts  verhindert  wird.  Die  oben  angegebenen  Quotienten  sind 
daher  gewiss  den  Geschwindigkeiten  proportional  und  weil  es  noch 
unserer  Wlllköhr  überlassen  ist,  welche  Geschwindigkeit  wir 
als  Einheit  ansehen  wollen;  so  hindert  uns  nichts,  eben  die- 
jenige Geschwindigkeit,  bei  welcher  jener  Quotient  =  1  wird, 
auch  als  Einheit  anzunehmen.  Haben  wir  diese  Verfahrungs- 
weise    aufgestellt,   so   bezeichnen   die    obigen    Quotienten ;  und 

fji  in  Wirklichkeit  irgend  welche  Geschwindigkeiten.  Stets 
aber  können  die  blossen  gegenseitigen  Verhältnisse  hinreichen 
«nd  es  wird  in  jedem  vorkommenden  Falle  leicht  sein,  diesel- 
ben auf  absolute  Masse  zurückzuführen. 
Anmerkung. 
§.  37.  Diesen  Begriff  der  Geschwindigkeit  haben  wir  aus 
der  gleich f^irmigen  Bewegung  abgeleitet,  allein  er  gilt  nichts 
desto  weniger  anch  für  die  ungleichförmige  Bewegung.  Wäh- 
rend in  der  glelchRJrmigen  Bewegung  die  Geschwindigkeit  überall 
dieselbe  ist,  muss  man  sie  in  der  ungleich  Türm  igen  als  ver- 
änderlich ansehen.  Wir  werden  nämlich  bald  zeigen,  dass  bei 
jeder  Bewegung,  wie  ungleichförmig  sie  auch  sein  mag,  die 
kleinsten  einzelnen  Elemente  des  Weges  als  mit  gleichförmi- 
ger Bewegung  durchlaufen  gedacht  werden  können;  auf  diese 
"Weise  kann  man  daher  in  jedem  beliebigen  Punkte  des  We- 
ges die  Geschwindigkeit  angeben,  mit  welcher  ein  so  gedach* 
ter  sehr  kleiner  Weg  durchlaufen  wird.  Hiernach  kann  man 
die  Geschwindigkeit  als  eine  besondere  Eigenschaft  der  Be- 
wegung ansehen,  welche  von  dem  beschriebenen  Wege  nicht 
abhängig  ist,  da  in  jedem  beliebigen  Punkte  des  letztern  eine 
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bestimmte  Geschnindigkeit  gegeben  ist.  Hiernach  künneD  wir 
sagen,  die  Geschwindigkeit  ist  eine  solche  Modification 
der  Bewegung,  wodurch  diese,  als  zur  Beschreibung  eines  ge- 
gebenen Weges  in  einer  gewissen  Zeit  geeignet,  bestimmt  wird. 
So  wie  wir  übrigens  hier  eine  beliebig  respective  Bewegung 
betrachten,  wird  auf  gleiche  Weise  die  Geschwindigkeit  auch 
eine  respective  sein  und  wird  man  sie  als  eine  in  demselben 
Punkte  und  zu  derselben  Zeit  verschiedene  anerkennen  müssen, 
je  nachdem  man  die  Bewegung  auf  den  einen  oder  andern  Kör- 
per bezieht.  So  ist  es  möglich,  dass  die  Geschwindigkeit 
eines  in  einem  Schiffe  sich  bewegenden  Körpers  in  Bezug  auf 
dieses  SchiS  sehr  verschieden  ist,  von  seiner  Geschwindigkeit 
in  Bezua;  auf  das  Ufer. 

Erklärung  7. 
S-  38.    Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  die  Richtung 
der  Bewegung  eben  die  gerade  Linie,   auf  welcher  jene  vor 
sich  geht;  Ist  die  Bewegung  aber  krummlinig,  so  gibt  in  jedem 
Punkte  die  Tangente  der  Curve  die  Richtung  an.   Man  sagt  daher, 
dass  bei  einer  krummlinigen  Bewegung  die  Richtung  sich  bestän- 
dig ändere,  wahrend  sie  bei  einer  geradlinigen  stets  dieselbe  bleü»t. 
Zusatz   1. 
§.  39.    Die  Richtung  der  Bewegung  erkennt  man  aus  dem 
Winkel,  unter  welchem  sie  gegen  eine  oder  zwei  feste  gerade 
Linien  geneigt  ist.    Erfulgt  nämlich  die  Bewegung  in  derselben 
Ebene ,  so   ist   die  Neigung  gegen  eine  feste  gerade  Linie  hin- 
reichend;  erfolgt  jene  nicht  in  derselben  Ebene,  so  muss  man 
die  Neigung  gegen  zwei  feste  gerade  Linien  kennen, 
Zusatz  2. 
§.  40.     Bei   einer  krummlinigen  Bewegung  wird    daher,  so- 
bald man  die  Curve  kennt,  welche  der  sich  bewegende  ICörper 
besehrieben  hat,  die  Richtung  an  den  einzelnen  Punkten  nach 
der  Methode,  wonach  man  Tangenten  bestimmt,  bekannt  werden. 
Anmerknng. 
§,  41,    Wie  man  sich  keine  Bewegung  ohne  Geschwindig- 
keit, so  kann  man  sie  sich  auch  nicht  ohne  eine  Richtung  den- 
ken.    Da  nämlich  ein  Punkt,  selbst   in  einer  sehr  kurzen  Zelt, 
von  seinem    Orte  nach   einem    andern   übergeht,  so  ergibt  der 
Quotient  dieses  sehr  kleinen  Weges  durch  die  sehr  kurze  Zeit 
die  Geschwindigkeit,  und   die  Lage  jenes  Weges  die  Richtung 
der  Bewegung.     In  der  Ruhe  verschwindet  zwar  die  Geschwin- 
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digkeit  und  es  gelit  eine  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  =  ü 
ist,  in  die  Ruhe  über;  allein  man  kann  nicht  behaupten,  dass 
in  der  Ruhe  auch  die  Richtung  verschwinde ,  sondern  man 
niuss  annehmen,  dass  alsdann  das  Verbältnies  der  Richtung 
ganz  aufhöre.  Sobald  wir  nämlich  erlilSren,  dass  ein  Punkt 
ruhe,  findet  nicht  einmal  die  Frage  nach  der  Richtung  mehr 
Btatt.  In  der  Bewegung  sind  zwar  soviel  Umstände  vorhanden, 
welche  zu  ihrer  Erkentniss  beitragen,  indem  man  fragen  kann: 
1)  An  welchem  Orte  wird  der  Punkt  nach  einer  gewissen 
Zeit  stehen  bleiben?  2)  Welche  Linie  oder  welchen  Weg  wird 
er  inzwischen  zurückgelegt  haben?  3)  Eine  wie  grosse  Ge- 
schwindigkeit wird  er  zu  jeder  Zeit  haben?  4)  Welches  wird 
die  Richtung  seiner  iBAiegung  sein?  Da  die  Geschwindigkeit 
und  Richtung  Begriße  sind ,  welche  man  aus  der  Idee  der 
Bewegung  abgeleitet  hat,  so  wird  man  alle  zugleich  bestimmen, 
wenn  man  nur  in  jedem  einzelnen  Falle  die  erste  Frage  beant- 
wortet hat.  Um  dies  deutlicher  auseinander  zu  setzen,  wollen 
wir,  nach  der  oben  angestellten  Eintheilung,  drei  Arten  von  Be- 
wegung untersuchen.  Zuerst  werden  wir  annehmen,  dass 
ein  Punkt  sich  längs  einer  geraden  Linie  bewege;  zweitens 
werden  wir  den  beschriebenen  Weg  als  krumm ,  jedoch  in  der- 
selben Ebene  befindlich  annehmen ;  drittens  wollen  wir  die  Art 
untersuchen,  nach  welcher  die  bei  der  Bewegung  beschriebenen 
Wege  sich  nicht  in  derselben  Ebene  befinden. 

Aufgabe  1. 

§.  42.     (Figur  2.)  Ein  Punkt  bewegt  sieh  auf  einer  geraden 
Linie,  man  soll   seine  Bewegung  durch  Rechnung  bestimmen. 

Auflösung. 
Die  ganze  Arbeit  kommt  darauf  hinaus,  dass  man  zu  jeder 
Zeit  den  Ort  angebe,  an  welchem  der  Punkt  sich  befindet.  Es 
sei  daher  AB  eine  gerade  Linie,  auf  welcher  der  Punkt  fort- 
geht, man  setze  den  Anfangspunkt  in  A  und  nach  Verlan!  der 
Zeit  (  sei  der  Punkt  nach  S  gelangt;  es  wird  daher  AS  =  s 
der  in  der  Zeit  (  durchlaufene  Weg  sein.  Ist  nun  eine  Glei- 
chung zwischen  t  und  »gegeben,  mittelst  welcher  man  die  eine 
Grösse  aus  der  andern  herleiten  kann,  so  ist  alles  bekannt, 
was  die  Bestimmung  der  Bewegung  betrifft.  Stellt  man  nSm- 
lieh  eine  Differentiation  an,  so  wird  für  das  Element  der  Zeit 
=  (/f  das  in  demselben  durchlaufene  Element  des  Weges  =dj 
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abgeleitet  und  es  wird  -^  die  Gesell  windigkeit  des  Punktes  in 
iS  ausdrücken.  Ea  ist  nämlich  bekannt,  dass  dieser  Bruch  eine 
endliche  Grösse  darstellt.  Setzen  wir  daher  die  Geschwindig- 
keit =  e,  so  haben  nir  die  Gleichung 

</s  

rf(  ~  "  ' 
mittelst  welcher   man    für  jede   gegebene  Zeit   und    an    jedem 
Orte  des  Weges  die  Geschwindigkeit  angeben  kaun.     Die  Rich- 
tung der  Bewegung  wird    ferner  überall  mit  der  geraden  Linie 
AB  fib  er  einstimmen. 

Zusatz    I. 
§.  43.    Ist  in  den   einzelnen   Zeitmomenteu  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  ^  v  gegeben,  also  eine  Relation  zwischen 
t  und  o  aufgestellt,  so   wird  man  hieraus  auch  die  in  den  ein- 
zelnen  Zeiten    lieschrieljeuen  Wege  ableiten   künnen.    Es  wird 
nämlich  aus  der  Gleichung  ds^^vdt,  durch  Integration 
I  =fvdt. 
Zusatz    2. 
§.  44.     Kennt  man   in    den    einzelnen   Punkten   des  Weges 
die  Geschwindigkeit  e,  oder  ist  eine  Relation  zwischen  s  und  c 
gegeben ;  so  bestimmt  man  die  Zeit  (,  in  welcher  der  Weg  s  zu- 
rückgelegt   wild,    mittelst    der    Differentialgleichung    dt  =  —  ^ 
worans  durch  [ntegratlon  folgt 

Zusatz  a 
S-  45.     Ist  daher   die   Bewegung  gleichförmig,  so  wird  die 
Geschwindigkeit  -jiconstant^c,  also  ds:=cdtnnäs'=ct;  für  (=0 
muss  auch  s~0  werden.    Wenn  umgekehrt  die  Relation  zwi- 
schen s  und  (  so  beschaffen  ist,  dass  sich  daraus     -jj    constant 
ergibt,  so  ist  die  Bewegung  eine  gleichförmige. 
Erläuterung. 
§.  46.    Wenn  wir  sagen,  unser  Punkt  sei  nach  Verlauf  der 
Zeit  t  in  S,  so  ist  diese  Rede    nur  dann  zulässig,   wenn  man 
von  dem  Wofte  sei  alles  Verbleiben  und  Verharren  trennt.    Im 
gewilhnlichen  Leben  pflegt  der  Ausdruck  a»  einem  Orte  sein 
bedeuten,  als  an  einem  Orte  verbleihen,  wer- 
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aus  das  alte  Sophisma  „Wenn  elü    Körper    sieh    bewegt, 
so  bewegt  er  sich  entweder  an  dem  Orte,   wo    ev  ist, 
oder    an    dem,    wo    ev    nicht   ist"  die  grüsste  Beweiskraft 
gegen  die  Existenz  der  Bewegung  erlangt.     Man  kann  nämlich 
keines    von    beiden  behaupten    und  schliesst   daher,    dass   der 
Kürper  sich   gar   nicht  bewegen    könne.     Das  erste   kann  man 
nämlich  sicher    nicht  behaupten,  wenn  an   einem  Orte,  wo  er 
ist  dasselbe  bedeutet,  als  au  einem  Orte,  wo    er    verharret 
oder  ruhet.     Wenn  man    statt  des  Wortes  sein   setzte  vor- 
übergehen, 50  würde  alle  Schwierigkeit  aufgehoben  werden; 
denn  da,    wo    ein    Körper  vorübergeht,    bewegt  er    sich    ohne 
Zweifel,    Allein    ein   solches  Wort    scheint   nicht  stark  genug 
zu  sein,    um    zugleich   die  Existenz   anzudeuten,  während   der 
Körper  oder  Punkt  in  S  vorübergeht;  es  scheint  aber  der  Be- 
griff der  Existenz,  angewandt   auf  einen    beliebigen    Ort,    eine 
gewisse  Verzögerung  zu  enthalten,  welche  der  Bewegung  durch- 
aus fremd  ist.    Wenn  wir  daher  nicht    durch   diese  Benennung 
allein  die  Bewegung  in   der  Welt   ganz  aufheben    wollen;    so 
müssen  wir  uns  wohl  davor  hüten ,    dass    wie  mit  der  Redefor- 
mel;  an  einem  Orte  sein,  existiren  oder  sich  befinden 
kein  Bleiben  verbinden  und  in  dieser  Bedeutung  werde  ich  sie 
stets  benutzen,  so  dass  sie  nicht  mehr  angeben,  als  an  einem 
Orte  vorübergehen,    wenn    nämlich    der  Körper    sieh    bewegt. 
Hieraus  haben   manctie  Philosophen,   welche   diese  Unterschei- 
dung vetnach lässig ten ,    sich  ganz  verkehrte  Begriffe  der  Bewe- 
gung gebildet;   während  sie  nämlich  die  Bewegung  durch  eine 
aufeinander  folgende  Existenz  des    Körpers    an    verschiedenen 
Orten   erklären,    fheilen  sie  demselben  zugleich    eine    gewisse 
Zügerung  an  den  einzelnen  Orten  zu,    von   wo   er    plötzlich   zu 
dem  folgenden  übergehe.     Wenn  sie  durch  diese  Erklärung  die 
Schwierigkeit,  vor  welcher    sie  sich   bei    einer  Existenz    ohne- 
Verziigeruog    an   demselben    Orte   iurchten,   vermeiden   wollen; 
so  werden  sie   sich   vor  jenen   plötzlichen  Sprüngen  noch  weit 
mehr   fiitchten  müssen.    Während  nämlich    ein  solcher  erfolgt, 
können  sie  nicht  angeben,   wo  gerade  der  Körper  existire  und 
wenn  für   diese  Meinung  irgend    ein    Grund    vorhanden    wäre, 
würde  sie  eher  zur  Ableugnung  aller  Bewegung  beitragen,    als 
Principien  dieser  Art  aufstellen,    welche  die  Natur   der    Bewe- 
gung umstürzen, 

Aufgabe  2. 
§,  47.    {Figur  3.)    Ein  Punkt  bewegt  sieb  auf  einer  krum- 


y  Google 


Beweijung  im  AUgemeinen.  '2] 

inen  Linie,  die  abet  ganz  in  dcvaelben  Ebene  liegt;  mau  büW 
ilie  allgemeine  Bestimmung  der  Bewegung,  mittelst  je  zweier 
Coardinaten,  durch  Rerhnung  ausführen. 
Auflösunu. 
Da  wir  den  Körper,  in  Bezug  ituf  welchen  die  Bewegung 
abgeschätzt  wird,  als  feststehend  ansehen,  so  können  wir  auch 
die  Fibene,  in  welcher  der  durchlauieno  Weg  liegt,  für  eine 
feste  halten.  In  derselben  nehmen  wir  nach  Belieben  zwei 
Äsen  OA  und  OB  an,  welche  entweder  recht-  oder  schiefwink- 
lig auf  einander  stehen  und  wollen  auf  sie  die  Bewegung  be- 
ziehen- Es  sei  demnach  ESF  der  Weg,  welchen  der  Punkt 
beschrieben  hat  und  E  der  Anfangspunkt  der  Bewegung;  die 
ganze  Untersuchung  kommt  nun  darauf  hinaus,  nach  Verlauf 
einer  Zeit  t  den  Ort  S  auf  der  Curve  anzugeben,  wo  der  Punkt 
alsdann  sein  wird.  Man  setze  den  in  der  Zwischenzeit  durch- 
laufenen Weg  ES=s  und  ziehe  aus  S  die,  den  beiden  Äsen 
OA  und  OB  respective  parallelen,  Linien  S¥  und  SX,  setze 
die  Coordinaten  0X=::  Srt=x  und  Or=SS=-i/.  Kann  man 
nun  für  die  Zeit  (  die  Werthe  von  a:  und  1/  angeben,  so  wird 
man  zugleich  den  Ort  S  kennen ;  ferner  wird  durch  eine  Rela- 
tion zwischen  x  und  y  die  Natur  der  Curve  ESF  ausgedrückt 
werden.  Setzen  wir  min  den  Winkel,  welchen  beide  Axen  mit 
eiuander  bilden,  oder  AOB=^t^  *<*  haben  wir  das,  dem  Ele- 
ment di  der  Zeit  entsprechende,  Element  des  Weges 

Ss  =  ds=  V  dx^  +  'idxdycQ&t  +  %ä 
und  hieraus  die  Geschwindigkeit  in  S  =  -j-.-    Zur  Bestimmung 
der  Richtung   der  Bewegung   finden  wir  den  Winkel,  welchen 
dieselbe   mit    der    Axe    OA    bildet    und    dessen    Tangeute    ~ 

da;-^«yco^£  ds 

Winkel,  welchen   die  Richtung  der  Bewegung  oder  Ss  mit  der 

andern  Axe  OB  bildet,  so  ist  dessen  Tangente  =  -■^-  V'^y.,.^^^ 

Zusatz   l. 

g.  48.     So  wie  der  Ort  S  der  Curve  durch  die  Coordinaten 

OX  =  a:  und  OY  =  y  bestimmt  wird,  ergibt  sich  der  folgende 

Ort  s  aus  ihren  Elementen   dx  und  dy.     Es   wird    nämlich   der 

Punkt  aus  S,  in  der  kurzen  Zeit  dt,  längs  OA  durch  den  klei- 


y  Google 


52  Kapitel  I.     BelTachtuug  der 

neu  Weg  dx  und  längs  OB  duicli    tlcn    kleinen   Weg  dy  Cort- 

eefiihrt. 

*'  Zusatz  2. 

g.  49.  Diese  zweifache  Fortführung  durch  die  kleinen 
Wege  dx  und  dy  zeigt  die  wahre  Fortführung  übet  den  kleinen 
Weg  Sg  ~  ds  80  an,  dass  sie  so  wohl  seine  Grösse  als  auch 
seine  Richtung  ergibt. 

Zusatz  3. 

§.  50.     Wenn  aber  der  sich  bewegende  Punkt  in  dem  klei- 
nen  Zeittheilchen   dt  die    kleinen   Wege    dx    und    dy    wirklich 
,     (Lc       ,  dy 
durchliefe,  so  würden  seine  Geschwindigkeiten  sein  -tt  und  ^r  ■ 

Denkt  man  sich  diese  Geschwindigkeiten,  so  erhält  mau  hieraus 
nicht  nur  die,  dem  kleinen  Wege  Ss  =  ds  entsprechende ,  Ge- 
«chtviiidigkeit,  sondern  auch  die  Richtung  der  Bewegung. 
Zusatz  4. 
§.  51.  Setzt  man  den  Winkel  beider  Axen  OA  und  OB 
d.  h.  AOB"t  =  ^°,  so  wird  die  Rechnung  sehr  einfach;  in- 
dem alsdann  durch  die  Elemente  dx  und  dy  der  kleine  Bogen 
rfs  =  V^  dx^  -f  dy^  bestimmt  und  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels, welchen  die  Richtung  Ss  mit  der  festen  Linie  OA 
bildet,  =  ^  wird. 

Anmerkung  I. 
jj.  52.  Diese  Betrachtung,  nach  welcher  wir  uns  die  Be- 
wegung eines  Punktes,  während  er  in  dem  kleineu  Zeittheil- 
chen dt  den  kleinen  Weg  Ss  =;  dt  durchwandert,  in  je  zwei 
längs  der  Richtungen  OA  und  OB  zerlegt  denken,  ist  eine 
durchaus  geometrische,  indem  sie  in  der  Bewegung  selbst  nichts 
verändert.  Indem  wir  nun  die  Geschwindigkeiten  -r.  und  —r-. 
dieser  zweifachen  Bewegung  angeben,  erlangen  wir  ,den  Vor- 
(heil,  dass  wir  nicht  nur  die  wahre  Geschwindigkeit  -r.i  son- 
dern auch  die  Richtung  der  Bewegung  kennen  lernen,  was  für 
die  Rechnung  meistentbeils  sehr  grossen  Nutzen  verschaflfen 
wird.  Da  nämlich  Geschwindigkeit  und  Richtung  zwei  ihrer 
Natur  nach  verschiedene  Dinge  sind,  so  werden  wir  beide  auf 
diese  Weise  durch  zwei  Geschwindigkeiten  oder  Grossen  der- 
selben Art  kennen  lernen.  Wir  zerlegen  aber  nur  im  Geiste 
die  Bewegung  des  Punktes,  für  jedes  Zeitelement  dt,  in  je 
zwei  Bewegungen    längs  gegebener  Richtungen  und  geben  die 
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Geschwindigkeit  einer  jeden  von  ihnen  an;  nicht  als  ob  der 
Punkt  eine  zweifache  Bewegung  hätte,  was  ungereimt  selnwGrde, 
sondern  weil  eine  solche  Auffassung  zur  wahren  Erkenntniss 
fahrt.  Wir  künnen  uns  dieses  Höllsmittels  bedienen,  wenn  an- 
derweitig bereits  festgesetzt  worden  ist,  dass  die  Bewegung 
des  Punkts  in  derselben  Ebene  erfolgen  soll ;  ist  dies  nicht  be- 
kannt, so  muss  man  auf  je  drei  feste  Axen  zurückgehen.  Man 
hat  alsdann  zweckmässig  die  gegebene  Bewegung  in  drei,  längs 
dieser  Axen  gerichtete,  Bewegungen  zu  zerlegen. 
Anmerkung  2. 
§.  53.  Diese  Entwlckelung  der  Bewegung,  welche  in  einer 
Ebene  Tor  sich  geht,  stützt  sich  auf  die  übliche  Weise,  nach 
welcher  man  krumme  Linien  auf  je  zwei  Axen,  denen  die  Co- 
ordinaten  parallel  gezogen  werden,  zurückführt.  Da  aber  die 
Wahl  dieser  geraden  Axen  von  imserer  Willköhr  abhängt,  so 
wird  man  offenbar  dieselbe  Bewegung  auf  unendlich  vielfache 
Weise  durcb  Rechnung  ausdrücken  künnen.  Da  sich  nun  fiir 
eine  bestimmte  Zeit  dieselbe  Geschwindigkeit  und  Richtung 
ergeben  muss,  so  ist  die  Zerlegung  der  Bewegung  ganz  will- 
kürlich. Die  Bewegung,  womit  ein  Punkt  im  Zeittheilchen  dt 
den  kleinen  Weg  Ss  =  ds  durchläuft,  kann  man,  wenigstens  im 
Geiste,  auf  vielfache  Weise  in  je  zwei  Bewegungen  zerlegen, 
je  nachdem  man  die  einen  oder  die  anderen  Linien  als  Axen 
annimmt.  Es  lindet  aber  stets  darin  U  eberein  Stimmung  statt, 
dass  je  zwei  Geschwindigkeiten  -tt  und  ^,  wie  verschie- 
den sie  auch  sein  mögen,  zusammen  genommen  immer  dieselbe 
wahre  Geschwindigkeit  ^  und  dieselbe  Richtung  oder  Lage 
der  in  S  gezogenen  Tangente  ergeben  werden.  Diese  unend- 
liche Matmichfaltigkelt  kann  uns  nicht  wundern ,  weil  sie  durch 
die  Geometrie  eingeführt  wird;  indessen  kommt  in  jedem  eln- 
üelnen  Falle  sehr  viel  darauf  an,  nach  welcher  Weise  man  jene 
Axen  auswählt,  damit  die  Rechnung  mögliebst  erieiclitert  werde. 
Aufgabe  3. 
§.  54.  (Figur  4.)  Der  vom  Punkt  beschriebene  Weg  liegt 
nicht  in  derselben  Ebene,  man  soll  die  Bewegung  mittelst  je 
drei  Coordinaten  allgemein  durch  Rechnung  bestimmen. 
Auflösung. 
Der  Körper,   in    Bezug  auf  welchen  wir  die  Bewegung  ab 
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schätzen  und  nelcheii  "ir  ils  feststehend  aimchmeu,  wird  je 
drei  feste  Richtunt^eii  ergeben,  welche  sich  in  der  Länge,  Breite 
und  Tiefe  erstrecken  Ihre  Auswalil'lst  unserer  Willkühr  übei- 
lasseii  und  wir  nehmen  sie,  zur  Erleichterung  der  Rechnung^ 
auf  einander  normal  an  Es  seien  daher  OA,  OB  und  6c 
diese  drei  Axen  \on  denen  die  zwei  ersten  in  der  Ebene  des 
Papiers  liegen  mugon,  die  dritte  OC  aber  als  auf  dieser  Ebene 
senkrecht  stehend  gedacht  wird.  Es  habe  der  sich  bewegende 
Punkt  die  Linie  ESF  beschrieben,  welche  beliebig  ausserhalb 
der  Ebene  des  Papiers  liegt  und  er  sei  auf  derselben  währCTid 
der  Zeit  t  von  E  bis  <S  gelangt.  Wir  fällen  aus  dem  letztern 
Punkte  auf  die  Ebene  AOB  das  Perpendikel  SY  «nd  aus  F 
auf  die  Axe  OA  die  normale  TX.  Man  setze  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  OX  =  x.  XY  =  tj  und  YS=%,  sie  u-erden 
den  drei  Axen  respective  parallel  sein  und  es  wird  durch  zwei 
Gleichungen  zwischen  ihnen  die  Natur  der  Curve  ESF  bestimmt ; 
80  dass  man,  wenn  man  ihre  Werthe  zu  einer  Zeit  (  angeben 
kann,  dadurch  den  Ort  S  bestimmt,  an  welchem  der  sich  be- 
wegende Punkt  sich  alsdann  befindet.  Setzt  man  nun  den  in 
der  Zeit  (  durchlaufenen  Weg  EH  =^s,  so  schüesst  man  aus 
den,  dem  kleinen  Zeittheilchen  dt  zukommenden  Differentialen 
dx ,  dl/  und  dz  auf  das  Element  des  Weges  Ss^^dx,  welches 
in  demselben  Zeittheilchen  därcblaufen  wird.     Wir  haben  nämlich 


ds  =  V  dx^  +  dy-^  +  dz^ 
und  dann  die  Gesclm  mdigkeit  in  S=^  -ji      ^^^^  ^^^'  die  Rich- 
tung des  Weges  Ss   betufft,  ho  nird  oie   auf  dieselbe  \\eise 
bestimmt      Verliingert  man  näimlicl)    die    gerade  Linie  yY,   bis 
sie  in  T  mit  der  geraden  Linie  AO  zusammentrifft,  so  mrd 

dy 
und  wenn  min  »ich  eine  Ebene  denkt,  welche  über   I  T  normal 
duf  der   Ebene  AOB  steht,    so  wird  sich    in    derselben    das 
Element   &   befinden      Dieses    wiid  \erlangert    mit    der  Linie 

YT  einen  Winkel  bilden,  dessen  Tangente  =  ~}^= — — .— 
und  dessen  Sinus  =  ^  ist.  Ferner  wird  die  Richtung  Ss 
mit  der,    durch    S  parallel   mit    OA   gezogenen    geraden  Linie 

dx 
einen  Winkel  bilden,  dessen  Cosinus  =  -j-  und    sie    wird    mit 

den,  durch    S  parallel   mit    OB   und    OC  gezogenen,    geraden 
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Linien  Winkel  bilden,   deren   Cosinus  respective  =^^  und=T- 

'  da  ds 

ist.     Hierin  ist  die  ganze  Bestimmung  der  Bewegung  enthalten. 

Zusatz   1. 

§.  55.  Man  betrachtet  hier  also  <Ias  Element  des  Weges 
=  Äs  wie  die  Diagonale  eines  Parallelepipedums,  dessen  Seiten 
dx,  dy  und  dz  respective  den  drei  Axen  OA,  OB  und  OC 
parallel  sind.  Bildet  man  aus  demselben  ein  rechtwinkliges  Pa- 
rallelepipedam ,  so  wird  seine  Diagonale  Ss::^di  so  bestimmt, 
dass  man  hat  di  =  V  ttc*  +  dy'^  H-  dz^. 

Zusatz  % 

§.  56.  Man  pflegt  sich  vorzustellen ,  dass,  während  der 
sich  bewegende  Punkt  im  Zeittheilchen  dl  das  Element  Ss 
durchläuft,  er  inzwischen  längs  der  drei  Richtungen,  welche 
parallel  OA,  OB  und  OC  sind,  respective  die  kleinen  Wege 
da:,  dy  und  dz  zurücklege. 

|.  57.     Betrachtet  man  diese  dreifache  Fortrückung,   wenn 
man  sie  sich  auch  nur  im  Geiste  vorstellt,    als  eine  wahre  Be- 
wegung; so  bezeichnen  ^.  ^~  und  t^  respective  die  Geschwin- 
digkeiten längs  der  Richtungen  OA,   OB  und  OC. 
Zusatz  4. 

5.  58,     Aus  diesen  drei  bloss  gedachten  Geschwindigkeiten 
leitet  man    nicht  nur  die  wahre  Geschwindigkeit   in    S  =^  -yj, 
sondern  auch  die  Richtung  der  Bewegung  ab;   durch  ihre  Inte- 
grale wird  also  die  ganze  Bewegung  bestimmt 
Anmerkung  1. 

§.  59,  Der  kür/.ern  Rechnung  wegen  habe  ich  hier  die 
drei  Axen  OA,  OB  nnd  OC  unter  sich  normal  angenommen, 
sie  hätten  aber  auch,  wie  im  vorigen  Falle,  beliebig  schief  an- 
genommen werden  können;  allein  die  Natur  schiefwinkliger 
Kürper  pflegt  den  meisten  nicht  so  geläufig  zu  sein,  dass  man 
ihre  Eigenschaften  hier,  als  aus  den  Elementen  hinreichend  be- 
kannt hätte  voraus  setzen  können.  Wir  werden  vielmehr,  weil 
wir  hauptsächlich  eine  weitläufige  Rechnung  zu  vermeiden 
haben,  mit  Recht  immer  rechtwinklige  Axen  anwenden.  Wären 
sie  indessen  schiefwinklig  und  setzte  man  j^  AOff  =  i,   AOC 
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^1)  untl  BOC:=:d,  und  die,  erstem  paralleieo,  Coordinateii  = 
X,  y  und  z;  so  würde  man  durch  die  etwas  unbequeme  Formel 
ds  =  ^di^+dy^-\-d:i^^-^dxdycost-\-'2dxdicos-ri-\-'2dyd%ef,s8 
das  Element  Ss  und  seine  Lage  oder  die  Riclitung  der  Bewe- 
gung zu  unbequem  ausdrücken. 

Anmerkung  2. 
§.  60.  Da  die  Lage  der  drei,  wen»  auch  aufeinander  nor- 
malen, Axen  OA,  OB  und  OC  auf  unzähiige  Weise  veiändeit 
werden  kann,  so  wird  man  auch  die  Bewegung  auf  unendlich 
vielfache  Weise  darstellen  können.  Selbst  wenn  ein  Punkt 
sich  auf  einer  geraden  Linie,  oder  einer  ganz  in  derselben 
Ebene  liegenden  Curve  bewegt,  kann  man  ebenfalls  die  Be- 
wegung durch  je  drei  derartige  Axen  darstellen,  indessen  ist 
doch  die  Anwendung  der  obigen  einfachem  Methoden  vorzu- 
ziehen. IMan  ersieht  hieraus,  dass  man  dieselbe  Bewegung 
auf  vielfache  Welse  in  je  drei  zerlegen  kann  und  indem  man 
jeder  von  diesen  die  ihr  zugehörige  Geschwindigkeit  beilegt, 
wird  man  aus  ihrer  Verbindung  nicht  nur  die  wahre  Geschwin- 
digkeit des  Punktes,  sondern  auch  die  Richtung  der  Bewegung 
herleiten.  Diess  wird  den  grössten  Nutzen  in  der  Rechnung 
verschaffen,  weil  wir  auf  diese  Weise  vieler  sehr  unangeneh- 
mer Untersuchungen  in  Betreff  der  Krämnmng  des  beschriebe- 
nen Weges  und  der  doppelten  Krümmung,  wenn  die  Bewegung 
nicht  in  derselben  Ebene  vor  sich  geht,  überhoben  werden. 
Diese  drei  Geschwindigkeiten,  welche  wir  dem  sich  bewegenden 
Pnnkte  beigelegt  denken,  werden  die  ganze  Rechnung  erleich- 
tern und  da  ich  mich  dieses  Hciifsmittels  in  den  frühern  Thei- 
len  der  Mechanik  nicht  bedient  habe,  bin  ich  dort  auf  sehr  ver- 
wickelte Rechnungen  verfallen.  Da  nun  diese  Zerlegung  der 
Bewegung,  wenn  sie  auch  nur  im  Geiste  geschieht,  von  so 
grosser  Wichtigkeit  ist;  so  wird  es  der  Mühe  werth  sein,  sie 
durch  eine  besondere  Erklärung  festzustellen. 
Erklärung  8. 
g.  61.  Man  sagt,  eine  Bewegung  wird  zerlegt,  wenn 
man  den  kleinen  in  einem  Zeitelemente  durchlaufenen  Weg  als 
die  Diagonale  eines  Parallelogramms  oder  eines  Parallelepipe- 
dums  betrachtet,  dessen  Seiten  gegebene  Richtungen  haben 
und  indem  man  dem  Punkte  eine  zwei-  oder  dreifache  Bewe- 
gung längs  dieser  Seiten,  jede  mit  der  ihr  zukommenden 
Geschwindigkeit  zuschreibt. 


y  Google 


Bev)ef/ung  im  Allgemeinen.  27 

Anmerkung  1. 
§.  62.  Dasjenige,  was  wir  hier  über  eine  gleichsam  ele- 
mentare Bewegung  durch  einen  unendlich  kleinen  Weg  sagen, 
lässt  sich  auch  auf  eine  endliche  Bewegung  übertragen,  wenn 
diese  nur  gleichfiirmig  und  geradlinig  ist.  Dort  sind  wir  an 
eine  elementare  Bewegung  gebunden,  weil  man  jedes  Element 
einer  Onrve  als  eine  gerade  Linie  und  die  Bewegung  durch 
dasselbe  als  gleichförmig  ansehen  kann.  Damit  man  das  Ge- 
sagte besser  einsehe,  wollen  wir  es  an  einer  glelchiorm igen  und 
geradlinigen  endlichen  Bewegung  erläutern,  von  welcher  man 
leicht  zur  elementaren  Bewegung  übergehen  kann. 

Erläuterung  1. 
§.  63,  (Figur  7.)  Wir  setzen  voraus,  dass  ein  Punkt  in  der 
Zeit  f  mit  gleichfiirmiger  Bewegung  die  gerade  Linie  SFdurch- 
laufe .  so  dass  seine  Geschwindigkeit  —  —r-  ist  und  denken 
uns  um  iSFeln  beliebiges  Parallelogramm  SAVB  beschrieben, 
dessen  Diagonale  SV  ist.  Alsdann  können  wir  uns  die  Be- 
wegung so  längs  der  Seiten  SA.  und  SB  zerlegt  denken,   dass 

die  Geschwindigkeit  der  erstem  =  — r- .  die  der  letztern  =  — — 
und  beide  gleichförmig  werden.  Diese  zweifache  Bewegung 
mit  diesen  Seitengeschwindigkeiten   wird  nicht  nur   die  wahre 

SV 
Geschwindigkeit  — r"  >  sondern    auch   die   wahre  Richtung  der 

Bewegung  ergeben;  es  wird  daher  zur  Kenntnlss  dieser  Bewe- 
gung hinreichend  sein,  wenn  man  jene  zwei  Seitengeschwlndig- 
keitea  bestimmt  hat.  ütlan  darf  aber  nicht  glauben,  dass  sich 
eine  derartige  Zerlegung  auf  einen  mechanischen  Grund  stütze, 
vielmehr  ist  es  ausgemacht,  dass  mehr  als  Eine  Bewegung 
nicht  sugleich  in  demselben  Punkte  stattfinden  kann.  Sie  ist 
vielmehr  anzusehen  als  aus  einer  rein  geometrischen  Auffassung 
hervorgegangen,  als  der  Natur  der  Bewegung  durchaus  fremd 
und  nur  zur  Erleichterung  der  Rechnung  in  die  Mechanik  ein- 
geführt. 

Erläuterung  2. 
§.  64.  (Figur  5.)  Es  durchlaufe  ein  beweglicher  Punkt  in 
der  Zeit  (  gleichförmig  die  gerade  Linie  OV,  welche  Bewe- 
gung wir  nach  je  drei  Richtungen  zerlegen  sollen.  Man  ziehe 
den  letztern  parallel  aus  beiden  Endpunkten  O  und  V  die  ge- 
raden Linien  OA,  OB,  OC  und  VP.  VQ,   VR  so  weit,  bis 
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jede  die  Ebene  durchschneidet,  welche  man  sich  am  andern 
Endpunkt  durch  die  zwei  übrigen  Richtungen  gelegt  denkt. 
Auf  diese  Welse  wird  ein  Parallelepipedum  entstehen,  dessen 
Diagonale  OV  ist  und  man  wird  so  die  Bewegung  durch  OV, 

OV 
deren  Geschwindigkeit  ~  — r-  ist,  jm  Geiste  in  die  drei  Bewe- 
gungen längs  OA,  OB  und  OC  zerlegen,  deren  Geschwindig- 
keiten  respective  — r-.  — r-  und  — r—  sind.  Mittelst  dieser 
drei  Geschwindigkeiten  erhält  man  nicht  nur  die  wahre  längs 
der  Diagonale  OV,  sondern  auch  die  Richtung  der  Bewegung 
in  Bezug  auf  die  drei  Axen,  Auf  dieselbe  Welse  kann  man, 
wenn  OV  das  In  der  kleinen  Zeit  dt  durchlaufene  Element 
einer  beliebigen  Curve  ist,  die  Zerlegung  in  je  drei,  nach  drei 
beliebigen  Äsen  gerichtete,  Geschwindigkeiten  anstellen. 
Anm  erkung  2. 
§.  65.  Bei  diesen  Bestimmungen  der  Bewegung  habe  ich 
die  in  der  Geometrie  gebräuchliche  Methode  angewandt,  wonach 
man  die  Natur  krummer  Linien  durch  je  zwei  oder  drei  Coor- 
dinaten  ausdrückt;  durch  jene  nämlich,  wenn  die  Curve  ganz 
in  derselben  Ebene  liegt,  durch  diese,  wenn  sie  nicht  in  der- 
selben Ebene  enthalten  sein  kann.  So  wie  diese  Methode  sich 
zuerst  dargestellt  hat,  hat  sie  uns  zu  jener  ausgezeichneten 
Zerlegung  der  Bewegung  längs  zwei  oder  drei  gegebener  Rich- 
tungen geführt,  welche  in  der  ganzen  Mechanik  vom  weitesten 
Gebrauch  Ist,  indem  die  Kenntniss  der  Seitengeschwindigkeiten 
zugleich  die  Richtung  und  Neigung  enthält,  deren  Betrachtung 
sonst  für  die  Rechnung  nicht  wenig  störend  zu  sein  pflegt.  Da 
aber  oft  in  der  Geometrie  krumme  Linien,  nicht  ohne  eine  be- 
deutende Abkürzung  der  Rechnung,  auf  irgend  einen  festen 
Punkt  bezogen  werden;  so  wird  es  angemessen  sein,  auch  die 
Entwicklung  der  Bewegung  auf  dieselbe  Welse  darzustellen 
und  zwar  nicht  allein,  wenn  die  Bewegung  in  derselben  Ebene 
vor  sich  geht,  sondern  auch  wenn  sie  aus  derselben  heraus 
tritt.  Dieses  Verfahren  pflegen  die  Astronomen  mit  Glück  an- 
zuwenden, indem  sie  die  Bewegung  der  Planeten  in  Bezug 
auf  Irgend  einen  Punkt  durch  um  denselben  beschriebene  Win- 
kel und  die  Abstände  von  ihm  bestimmen;  dabei  betrachten 
sie,  wenn  die  Bewegung  nicht  in  derselben  Ebene  erfolgt,  aus- 
serdem die  Knotenlinie  und  die  Weigung  der  Hahn  gegen  eine 
bestimmte  Ebene.    Es   wird    daher    nicht   ausserhalb    unseres 
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Gegeostandes  liegen,   auch  diese  Darstellungs weise  der  Bewe- 
gung kurz  im  allgemeinen  zu  erklären. 
Aufgabe  4. 

§.  66.  (Figur  8.)  Eine  Bewegung  erfolgt  in  derselben 
Kbene;  man  soll  die  allgemeine  Bestimmung  dersellien  durch 
Winkel,  welche  um  einen  gewissen  festen  Punkt  gezogen  wer- 
den, beschreiben. 

Anflösung. 

Es  sei  AS  der  Weg,  welchen  ein  Punkt  in  derselben  Ebene 
beschreibt,  man  nehme  in  derselben  den  festen  Punkt  O  an, 
welcher  zur  Bestimmung  der  Bewegung  am  meisten  geeignet 
erscheint  und  ziehe  nach  dem  Anfangspunkt  A  der  letztern  die 
gerade  Linie  OA;  alsdann  wird  man  die  Bewegung  vollständig 
kennen,  wenn  man  nach  Verlauf  einer  jeden  Zeit  t,  wo  der 
Punkt  sich  in  S  befindet,  den  Winkel  AOS  =  if  und  den  Ab- 
stand OS  =  z  bestimmen  kann.  Da  nämlich  hierdurch  die 
Watur  der  Curve  bestimmt  wird,  so  werden  die  Differentiale  so 
wohl  die  Geschwindigkeit,  als  auch  die  Richtung  der  Bewe- 
gung bestimmen.  Ist  nämlich  der  Punkt  in  der  kleinen  Zeil 
dt  von  S  nach  s  gelangt,  in  welcher  der  Winkel  AOS  das  In- 
crement  SOs  :=  dcp  und  der  Abstand  OS  das  Increment  sp  = 
dl  erhalten  hat;  so  wird  für  den  Radius  ;:s  1 

Sp  =  idip  ,  Ss  ~  \QiM~i*rf^ 
und  daher  die  Geschwindigkeit  in  S 

Vdi^  +  z^d^^_ 


Die  Richtung  wird   dnrch    den  Winkel  ASÖ  oder  Ssp  be- 
kannt,   wo  tgSsp=-j— ■ 

Zusatz  1. 
g.  67.  Da  der  sich  bewegende  Punkt  in  der  Zeit  i  um  O 
den  Winkel  AOS  beschrieben  hat  und  von  demselben  Punkte 
um  OiS  =  i  entfernt  ist;  so  kann  man  seine  Bewegung  als  eine 
zweifache  ansehen,  eine  Winkelbewegung  um  den  festen  Punkt 
O  und  eine  geradlinige,  vermöge  welcher  der  Punkt  sich  ent- 
weder von  O  entfernt  oder  ihm  nähert. 

Zusatz  2. 
§.  68.    Da  in    dem    kleinen    Zeittheilchen    dt    der   Winket 
AOS  =  g3  um  das  Element  d<p  zunimmt,   so  wird  der  Bruch 
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die  Winkelgeschwindigkeit  ausdrücken  und  weil  ferner  dj 

dz 


dt 

die  Zunahme  des  Alistandes  OS  =:  i  ist,  so  wird  der  Bruch 
die  Geschwindigkeit  des  Zuriickweichens  vom  Punkt  O  dikvstellen. 
Zusatz  3. 
§.  69.  Sind  aher  Iteide  Geschwindigkeiten,  die  tlev  Win- 
kelbewegung und  die  des  Zurüchweichens  bekannt,  so  wird 
man  hierdurch  nicht  nui  die  wahre  Bewegung  des  Punktes, 
sondern  auch  ihre  Richtung  und  ausserdem  die  beschriebene 
Gurre  ^.S  selbst  bestimmen  können. 

Aufgabe  5. 
g.  70.  (Figur  9.)     Ein  Punkt  bewegt  sich  nicht  in  derselben 
Ebene;  man  soll  seine  Bewegung  sowohl  in  Bezug  auf  eine  be- 
stimmte l'^bene,  als  auf  einen  in  dieser  gegebenen  festen  Punkt 
durch  Winkel  ausdrücken. 

Auflösung. 
Es  stelle  das  Papier  die  Ebene  dar,  auf  welche  man  die 
Bewegung  beziehen  soll  und  in  derselben  sei  O  jener  feste 
Punkt,  welcher  gleichsam  als  Mittelpunkt  angesehen  wird. 
Der  Punkt  bewege  sich  irgendwie  ausserhalb  dieser  Ebene  auf 
der  Linie  ES  und  sei  nach  Verlauf  der  Zeit  (  bis  S  gelangt; 
von  diesem  falle  man  auf  die  Ebene  das  Perpendikel  SM  und 
ziehe  die  geraden  Linien  MO  und  SO.  Es  sei  OA  eine  in 
dieser  Ebene  angenommene  feste  Richtung,  alsdann  ist  es  klar, 
dass  zu  einer  gegebenen  Zeit  t  der  Ort  des  Punktes  iS  be- 
stimmt sein  wird,  wenn  man  1)  den  Winkel  AOM i=(p,  2)  den 
Winkel  MOS  =  ij»  und  3)  den  Abstand  OM  ^  i  angeben  kann. 
Um  dies  zn  erleichtern,  ziehe  man  aus  S  die  Tangente  an  der 
Curve,  welche  die  feste  Ebene  in  T  schneide  und  wenn  man 
die  Linie  OT  zieht,  so  ist  diese  die  Durch schnittslinie  der 
Ebene,  in  welcher  der  Punkt  sich  jetzt  bewegt,  mit  der  ange- 
nommenen Ebene.  Man  pflegt  OT  die  Knotenlinie  zu  nennen 
und  es  sei  zur  Bestimmung  derselben  um  diese  Zeit  Z.AOT= 
D>  und  die  Neigung  der  Ebene  OST  gegen  die  angenommene 
feste  Ebene  =  ß.  Sind  diese  beiden  Winkel  o  und  ß  ausser 
dem  Winkel  ^0^=^  «nd  dem  Abstände  OM~zK^ix  eine 
gegebene  Zeit  bekannt,  so  wird  man  den  Ort  des  Punktes  S, 
d.  h.  den   Winkel   MOS  =  i//  und  den  Abstand  OS  = 


f 
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bequem  angeben  können.  Zu  diesem  Ende  falle  man  voi 
auf  die  gerade  Linie  OT  die  Normale  MN  und  zugleich  : 
man  die  gerade  Linie  SN.  Da  nun  ^  TOM  =^<p~<o,  sr 
man  MN^:B\n((p~  m)  m.d   OiV=ico8(y— »). 

Ferner  hat  man,-  weil  Z.  MNS  =  Q  ist, 

yHS  =  .sin(v-M)tgeundiVS=  ^^^~^- 

also       ^"^  ~  P^TT   V^  sln(q) — (o|*  +  cos(gj  —  o))*eose''. 


Nun  bestimmt  man  den  Winkel  ÜJOS  — i|j  so,  dass 
MS 
^^~  Ojtf  =sin(qD  — cojtge 
wird.    Da  irou  der  Winkel  ^07'— co  und  die  Neiguiig  =  9  el)en 
so  sehr  dem   folgenden  Punkte  s,   in    welchem  der  Punkt  nach 
Verlauf  des  Zeittheilchens  dt  sich  befindet,  als  dem  Punkte  S 
angehört;   so  darf  man   bei   der   Differentiation   des  Winkels  i|f 
die    Elemente    von    o.  und  q  als   constant  ansehen.     Hierdurch 

erhalten  wir  -3  =^  d<pcos{fp — o))tgp, 

allein  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  ist  auch 

^^^  =  {ätf>  —  dw)cosiip~w)tgQ-\--^-^  s\ni(p-a) 
und  wir  erhalten  daher  mittelst  beider  Gleichungen 

Diese  Gleichung  enthalt  ein  Verhftltniss  zwischen  dem  au- 
genhliklichen  Fortrücken  der  Knotenlinie  und  der  Veränderung 
der  Neigung.  Hat  man  den  Winkel  MOS  =  ij,  mittelst  de'r 
Gleichung  tgifi  =  sin ((p  —  M)tgp  gefunden,  so  erhält  man  den 
Abstand  OS  =1  -' 


sin  9  CO 

klar,  dass,  wenn   der  Winkel  ^07=  m  derselbe  bleibt, 
die     Neigung    9   stets     unverändert     bleibet] 
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erfolgt  al  de  B  egung  des  Punktes  hi  derselben  Ebene. 
Ein  C  f  um  fd  d  Bewegung,  welche  in  derselben,  durch 
einen  f  f  ü  P  kt  0  gehenden.  Ebene  erfolgt,  besteht  also 
darin,  d         1     \\     kel  wund  p  constant  sind. 

Zusalz  2. 
§.  72.     Während  der  bewegliche  Punkt  durch  die  angenom- 
mene feste  Ebene  gebt,  befindet  er  sich  in  der  Knotenlinie  OT, 
es  wird  also  tg  ( tp  —  la)  =  0 

nntl  daher,  wie  auch  die  Neigung  q  sich  verändern  miig, 

dm  =  0; 
es  wird  also  die  Knotenlinie  ruhen. 

Zusatz  3. 
g.  73.     Ist  aber  ^7'Oi)!/=<p-ia=9Ü»,alsotg(9-<a)=», 
so  wird,  wie  anch  immer  die  Knoteidinie  sich  bewegen  mag, 

d^  =0, 
oder   es  wird  sich  die  Neigung  während  des  Zeittheilchens  dt 
nicht  ändern. 

Anmerkung. 
§.  74,     Wenn  wir  auf  diese  Weise  das  Element  des  Weges 
Sj  ausdrücken    und    dadurch    die    Geschwindigkeit    bestimmen 
wollten,  so  würde  die  Formel  zu  verwickelt  werden,  was  auch 
bei    der    Bestimmung  der  Richtung  der  Fall    ist.     Die   Rech- 
nung   kann    auf    eine    andere    Weise    angestellt  werden ,    wo- 
durch   dieser    Unbequemlichkeit    abgeholfen    wird.     Man  suche 
nämlich   für  eine   gegebene  Zeit  die  Lage  der  Knotenlinie   OT 
oder  den  Winkel  AOT  —  «  und  die  Weigung  MNS  ==  q,  fer- 
ner in  der  Ebene  TOS,    in    welcher  man  nun  den    Punkt  sich 
bewegend  denkt,  den  Winkel  TOS  =  ö  und  zugleich  den  Ab- 
stand OS  =  V.    Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir 
OiV=vcosff,    ÄiV  =  i;sinö,    iSi{l'=t;sin(rsinß 
und  il/jV=tJsin<jcosp. 
Es  ergibt  sich   nun  der  Winkel  SOM  =  if^  aus   der   Glei- 
chung sin  ifi  =  sin  0  sin  q. 

Weil  ferner  tgTOiW  =  tgffcos^  ist  und  vorher  der 
Winkel  TOM  :::=  q)  —  M  war,  so  werden  die  Differentiale  dm 
und  dg  so  von  einander  abhängig  sein,  dass  wir  haben 

dm 

tgflcose  ~  singcosß  ~ 
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Hierauf  wird  das  Element  des  Weges,  Ss=:  ^  dv'^  +  v^  da'^ 
nnd  die  Geschwindigkeit  =  x,  V"  dv^  H-  v^  äe^.  Die  Eieh- 
tung  der  Bewegung  Ss  in  der  Ebene  TOS  ist  so  gegen  (He 
gerade  Linie   OS  geueigt,  dass 

wird.  In  der  Astronomie,  wo  diese  Entwickelung  sehr  häufig 
in  Anwendung  kommt,  pflegt  man  den  Winkel  TOS  das  Ar- 
gument der  Breite  und  den  Winkel  SOM  die  Breite  zu 
nenueTi.  Wenn  man  ferner  den  durch  die  Gleichung  tg  TOM 
=  tgtfcosß  bestimmten  Winkel  TOM  zur  Länge  des  Kuo- 
tens  AOT  ^  m  addirt,  so  wird  die  äumme  oder  der  Winkel 
AOM  die  Länge  genannt. 
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innern  Prhwipien  fhr  Bewegung. 


Erklärung  9. 
§.  75.  Die  innern  PiJneiiiien  der  Bewegung  umfas- 
sen alles  dasjenige,  was  in  rlen  Körpern  selbst  BicI»  befindet 
nnil  worin  der  Grund  ihrer  Ruhe  oder  ihrer  Bewegung  zu  suchen 
ist.  Ausgeschlossen  werden  hierbei  alle  äussern  Ursachen, 
welche  irgend  etwas  zu  ihrer  Bewegung  oder  Ruhe  beitragen 
Itlmnen. 

Erläuterung  1. 
§.  76.  Da  ich  im  vorigen  Kapitel  eine  Verfahr ungsart  er- 
klärt habe,  nach  welcher  man  die  im  allgemeinen  betrachtete 
Bewegung  in  Rechnung  ziehen  kann,  so  will  ich  jetzt  nach 
ihren  Ursachen  forschen.  IViag  nämlich  der  Körper  ruhen  oder 
sich  bewegen ,  mag  er  in  Ruhe  verharren  oder  eine  Bewegung 
annehmen  und  dieselbe  auf  irgend  eine  Weise  fortsetzen;  so 
müssen  diese  Erscheinungen  notb  »endig  aus  bestimmten  Ursachen 
entspringen.  Was  nämlich  im  Korper  das  Verhältnias  der  Be- 
wegung oder  Ruhe  betrifft,  so  kann  man  auf  keine  Weise  zu- 
geben, dass  etwas  hierin  ohne  Grund  und  zufällig  geschehe. 
Was  aber  auch  die  Ursache  hiervon  sein  mag,  so  muss  sie 
entweder  sich  nothwendig  in  dem  Korper,  wovon  die  Rede  ist, 
belinden,  oder  man  muss  sie  ausserhalb  desselben  suchen. 
Hieraus  entspringen  zwei  Arten  von  Principien,  von  denen  ich 
jene  innere,  diese  aber  äussere  nennen  weide.  Auf  die 
innern  beziehe  ich  alles  das,  was  in  den  Körpern  selbst  sich 
befindet  und  worin  die  Ursache  der  Bewegung  oder  Ruhe  ent- 
halten ist;  alles  dasjenige  aber,  was  von  aussen  her  auf  den 
Körper  wirkt  und  seinen  Zustand  der  Bewegung  oder  Ruhe  af- 
ficirt,  ist  auf  die  äussern  Principien  der  Bewegung  zu  beziehen. 
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Da  aber  in  der  Welt  alle  Körper  nach  irgend  einer  Itichtung 
mit  andern  in  Berührung  stehen  und  sie  aul's  engste  mit  ein 
ander  verbunden  sind,  so  wird  man  in  dlesor  Verbindung  das 
jeuige  schwer  von  einander  sondern  kennen,  was  äussern  und 
iniiern  Principien  zugetheilt  werden  muss.  Damit  wir  nun  bei 
dieser  Untersuchung  nicht  in  Verwimmg  gerathen,  müssen  wir, 
wenigstens  im  (leiste,  alle  umgebenden  Körper  fort^chaETen , 
alsdann  wird  derjenige,  von  welchem  die  Rede  ist,  gleithsam 
als  ein  vereinzelter  übrig  bleiben.  Wie  ein  solcher  Koipei, 
mag  er  sich  nun  in  lluhe  oder  Bewegung  befinden,  sich  \erbil 
ten  wird,  muss  man  ku  erforschen  suchen  und  wird  hieraus  die 
Innern  Principien  der  Bewegung  erkennen,  welche  sorgfaltig 
von  den  äussern  zu  unterscheiden  sind. 

Erläuterung  % 
g.  77.  Während  ich  aber  einen  auf  diese  Weise  vereinzel- 
ten und  ausser  aller  Verbindung  mit  andern  Körpern  stehenden, 
also  gleichsam  einzig  in  der  Welt  existirenden  Körper  betrachte, 
werden  manche  Philosophen  sogleich  ausrufen,  diese  Hypothese 
enthalte  in  sich  einen  Widerspruch;  da  alle  Körper  in  der 
Welt  so  eng  mit  einander  verbunden  seien,  dass,  wenn  man 
einen  fortnehme,  der  ganze  ßau  zerstört  werde.  Allein  es  han- 
delt sich  hier  gar  nicht  um  die  Fortnahrae  irgend  eines  Körpers 
aus  der  Welt,  sondern  auf  welche  Weise  auch  ein  Körper 
durch  die  Verbindung  mit  andern  afficirt  werden  mag;  so  wird 
doch  selbst  ein  Philosoph  nicht  verhindert  werden  zu  fragen. 
was  mit  jenem  Körper  geschehen  wi'irde,  wenn  die  übrigen  gar 
nicht  auf  ihn  einwirkten.  Er  soll  alsdann  nicht  bestätigen,  dass 
diess  wirklich  geschehen  wird,  sondern  nur  lernen,  was  von 
dem  wirklich  Geschehenden  äussern  Ursachen  zugeschrieben 
werden  muss.  Solcher  Abstractionen  bedienen  sich  die  Philo- 
sophen beständig,  denn  wenn  sie  dieselben  untersagen  wollten, 
würde  gar  kein  Zugang  zur  Evkenfniss  der  Wahrheit  (ibrig 
bleiben.  Ist  es  aber  erlaubt,  einen  Körper  so  zu  betrachten, 
als  ob  er  durch  andere  gar  nicht  afficirt  würde,  so  wird  sich  die 
Sache  eben  so  verhalfen,  als  wenn  die  andern  gat  nicht  vor. 
banden  wären.  Wozu  ist  es  daher  nöthig,  alle  übrigen  Körper 
ansser  demjenigen,  wovon  die  Bede  ist,  als  exlsfirend  anzu- 
sehen, da  sie  durchaus  nicht  auf  ihn  einwirken?  Nach  dieser 
Erwägung  kann  durchaus  nichts  im  Wege  stehen,  einen  Körper 
als  ganz  vereinzelt  anzusehen,  gleichsam  als  wenn  alle  übrigen 
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Körper  aus  der  Welt  fortgenommen  wSreii.  Sollte  diese  Hypo- 
these aber  etwa  jemanden  verletzen,  so  möge  dieser  alle  Körper 
fibrig  lassen,  uns  jedoch  die  Annahme  gestatten,  dass  von 
ihnen  keine  Wirkung  auf  den  Körper,  welchen  wir  zu  betrach- 
ten uns  vorgenommen  haben,  übergebe. 
Grundsatsi    1. 

§.  78.  Jeder  Körper  befindet  sich,  auch  ohne  Beziehuag 
auf  andere  Körper,  entweder  in  Ruhe  oder  in  Bewegung,  d.  h. 
er  ruhet  oder  bewegt  sieh  absolut. 

Erläuterung  I. 

g.  79.  Bis  jetzt  haben  wir  in  Folge  der  sinnlichen  Wahr- 
nehmung keine  andere  Bewegung;  oder  Ruhe  anerkannt,  als  in 
Bezug  auf  andere  Körper,  wesshalb  wir  beide,  die  Ruhe  und 
Bewegung  respectlve  genannt  haben.  Wenn  wir  aber  jetzt 
.alle  Körper  ausser  dem  einen  in  Gedanken  auElieben,  so  Ddlt 
auch  die  Bezieliung  auf  jene  fort,  durch  welche  wir  bis  jetzt 
die  Ruhe  oder  Bewegung  bemtheilt  haben.  Man  muss  daher 
jetzt  zuerst  fragen,  ob  unser  Urtheii  über  Bewegung  und  Ruhe 
des  Körpers  noch  stattfinden  könne,  oder  nicht?  Können  wir 
nämlich  dieses  Urthell  nicht  anderswo  her,  als  aus  der  Ver- 
gleichung  der  Lage  des  vorausgesetzten  Körpers  mit  andein 
erlangen;  so  wird,  nachdem  diese  entfernt  sind,  nothwendig 
auch  unser  ürtheil  aufgehoben  werden.  Wenn  wir  aber  die 
Rnhe  oder  Bewegung  irgend  eines  Körpers  nur  aus  seiner  Be- 
ziehung auf  andere  erkennen,  so  darf  man  hieraus  noch 
nicht  schliessen,  dass  diese  Dinge  an  sich  nichts  weiter  als 
eine  rein  im  Geiste  angestellte  Relation  seien  und  dass  in  den 
Körpern  selbst  nichts  enthalten  sei,  was  unsern  Ideen  von  der 
Ruhe  und  Bewegung  entspricht.  Auch  die  Grösse  eines  Kör- 
pers können  wir  nicht  anders  als  durch  Vergleichung  mit  an- 
dern erkennen,  allein  wenn  die  Gegenstände  fortgenommen 
werden,  mit  welchen  wir  die  Vergleichung  aufgestellt  haben, 
so  bleibt  doch  im  Körper  gleichsam  ein  Fundament  seiner  Grösse 
tibrig.  Man  inüsste  nämlich  zugeben,  dass  eine  wirkliche  Äen- 
dernng  in  ihm  vorgehe,  wenn  er  sich  entweder  zu  einem  grös- 
sern ausdehnen  oder  in  einen  kleinern  zusammenziehen  sollte. 
Eben  so  würde  man,  wenn  nur  ein  einziger  Körper  existirte, 
liehaupten  müssen,  dass  derselbe  entweder  ruhe  oder  sich  be- 
wege, da  man  eben  so  wenig  beides  zugleich,  als  weder  das 
eine  noch  das  andere   aufstellen    kann.     Hieraus  schliesse   ich. 
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dass  Bewegung  uivd  Ruhe  nicht  etwas  Ideales  sei,  was  allein 
aus  der  Vergleichung  hervorgegimgen  ist,  so  dass  in  den  Kör- 
pern nichts  ihnen  entsprechendes  enthalten  sei;  sondern  dass 
man  auch  in  Betreff  eines  ganz  vereinzelten  Kfirpers  fragen 
kann,  ob  er  sich  bewege  oder  ruhe.  Hierbei  fürchte  ich  mich 
am  wenigsten  vor  den  Philosophen,  weiche  alles  auf  Relationen 
zurük/ufaren,  da  sie  der  Bewegung  so  viel  beilegen,  dass  sie  in 
der  bewegenden  Kraft  selbst  eine  Substanz  anerkennen. 
Erläuterung  3. 
§.  80.  Da  also  auch  In  Betreff  eines  einzigen  Korpers, 
ohne  Rflcksicht  auf  andere  oder  wenn  diese  selbst  vernichtet 
sind,  mit  Recht  gefragt  werden  kann,  ob  er  ruhe  oder  sich  be- 
wege; so  wird  mau  eines  von  beiden  nothwendig  zugeben  müs- 
sen. Wie  aber  diese  Rulie  oder  diese  Bewegung  beschaffen 
sein  wird,  können  wir,  da  die  Aeiiderung  der  Lage  in  Beziehung 
auf  andere  Körper  hier  nicht  stattfindet,  uns  nicht  einmal  den- 
ken; wenn  wir  nicht  einen  absoluten  Raum  annehmen,  in  wel- 
chem unser  Kürper  einen  gewissen  Ort  einnehmen  wird  und 
von  wo  er  nach  andern  Orten  übergehen  kann.  Da  nämlich 
nach  denselben  Philosophen,  welche  gegen  das  Dasein  eines 
absoluten  Raumes  aufs  höchste  streiten,  am  meisten  darauf 
ankommt,  ob  irgend  ein  Körper  sich  bewege  oder  ruhe;  so 
mögen  sie  ohne  Rücksicht  auf  andere  Körper  angeben,  worin 
sonst  der  Unterschied  bestehe.  Werden  sie  etwa  sagen,  der- 
jenige Körper  bewege  sich  wirklich,  welcher  seine  Lage  in  Be- 
zug auf  die  ihm  benachbarten  beständig  ändert^  altein  die  Be- 
wegung kann  in  diesen  stattfinden,  während  jener  ruhet.  Wird 
man  eine  Vergleichung  mit  den  weiter  entfernten  Körpern  an- 
stellen müssen?  mit  welchem  von  diesen  dann  zuerst?  und 
warum  mit  dem  einen  eher  als  mit  dem  andern?  Sie  werden  zu- 
letzt antworten:  mit  solchen,  welche  an  sich  ruhen.  Alsdann 
frage  ich  aber  weiter,  auf  welche  Weise  wir  an  sich  ruhende 
Körper  erkennen  können  und  was  es  heisst,  an  sich  ruhen, 
wenn  man  nämlich  nicht  mehr  zu  der  Lage  in  Bezug  auf  andere 
Körper  seine  Zuflucht  nehmen  darf.  Sie  werden  endlich  ge- 
zwungen zu  gestehen,  dass  diejenigen  Körper  an  sich  ruhen, 
welche  an  demselben  Orte  des  Raumes  verharren  und  da  aus 
diesem  die  Betrachtung  anderer  Körper  gana  entfernt  ist,  ge- 
langen sie  zu  dem  absoluten  Räume,  in  Bezug  auf  welchen 
die  Körper  ruhen  oder  sich  bewegen,  welche  ahsobit  ruhen 
oder  sich  bewegen  sollen. 
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Anmerkung. 
§.  81,  Derjenige,  welcher  den  absoluten  Raum  ableugnen 
wollte,  iviirde  in  die  grüsste  Verlegenbeit  gerathen.  Da  er 
nämlich  die  absolute  Ruhe  nnd  Bewegung  als  leere  Worte  ohne 
Sinn  verwerfen  m«ss,  so  wird  er  nicht  nur  die  Gesetze  der 
Bewegung ,  welche  sich  auf  dieses  Princip  stützen ,  ver- 
werfen ,  sondern  auch  zugeben  müssen ,  dass  es  gar 
keine  Gesetze  der  Bewegung  geben  kann.  Denn  wenn 
die  Frage,  welche  uns  hierher  gebracht  hat:  was  in  einem 
ausser  Verbindung  mit  den  übrigen  gesetzten  Kör- 
per vorgehen  werde?  an  sich  absurd  ist;  so  werden  auch 
die  Wirkungen,  welche  andere  Kürper  in  ihm  hervorbringen 
können,  an  sich  ungewiss  und  unbestimmbar  sein  und  man 
wird  behaupten  müssen,  dass  sich  alles  von  ungelähr  und  ohne 
Gruod  ereigne.  Wollte  er  aber  diesem  entgehen,  so  nfirdd  er 
alle  Bewegimg  leugnen  müssen,  bei  welcher  Meinung  er  jedoch, 
wenn  auch  alle  gtgen  sie  anzuführenden  Gründe  glücklich  wi- 
derlegt wären,  sich  keineswegs  beruhigen  könnte;  da  er  nicht 
einmal  zu  sagen  vermöchte,  was  die  von  ihm  in  der  ganzen 
Welt  angenommene  Ruhe  denn  sei.  Es  scheint  aber  der  Um- 
stand, dass  wir  gegen  so  offenbare  Ungereimtheiten  streiten 
müssen,  das  festeste  Fundament  unserer  Meinung  zu  sein. 
Grundsatz  2. 
§.  82.  Ein  absolut  ruhender  Körper  wird,  vienn  er  keiner 
Einwirkung  von  aussen  unterworfen  wird,  stets  in  Ruhe  ver- 
harren. 

Erläuterung. 
g.  83.  Man  pilegt  diesen  Grundsatz  in  Betreff  jedes  belie- 
bigen Körpers  auszusprechen  und  er  scheint  von  selbst  so 
einleuchtend  zu  sein,  dass  er  keines  Beweises  bedarf.  Damit 
man  aber  seine  Kraft  noch  deutlicher  einsehe,  betrachte  man 
nui  einen  Punkt  oder  ein  Element  eines' Körpers ;  befindet  sich 
dieses  einmal  in  absoluter  Ruhe,  so  muss  es  beständig  in  der- 
selben verharren.  Da  nämlich  in  demselben  kein  Grund  vor- 
handen ist,  warum  es  eher  nach  der  einen,  als  nach  allen  an- 
dern Richtungen  sich  zu  bewegen  anfangen  sollte  und  da  jede 
äussere  Ursache  der  Bewegung  aufgehoben  wird;  so  wird  es 
nach  keiner  Richtung  eine  Bewegung  beginnen  künnen.  Diese 
Wahrheit  stützt  sich  daher  zw  ar  auf  das  Princip  des  zureichen- 
den Grundes,  indessen  muss  man  doch  in  dem  Punkte  oder 
körperlichen  Elemente  selbst  eine  Ursache  des  Vevharrens  in 
Ruhe  anerkennen,   so  dass  man  diese  Wahrheit  für  eine  noth- 
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wendige  halten  mn^s.    Was  aber  von  jedem  beliebigen  Punkte 
erwiesen  worden  Ist,  gilt  auch  nothwendig  von  allen  zusammen  ge- 
nommen und  daher  auch  von  jedem  Kiirper.    Wenn  nämlich  seine 
einzelnen  Elemente  ruhen  und  in  liuhe  verharren,  so  wird  nie- 
mand daran  zweifeln  küniien,  dass  auch  der  ganze  Körper  ruhen 
werde.     Inzwischen  kann  in  Betreff  eines  derartigen  Körpers  eiu 
Zweifel  entstehen,  ob  seine  Theile,  wenn  sie  auch  ruhen,  doch 
nicht  vielleicht  wechselseitig  auf  einander  einwirken  und  eine  Be- 
wegung hervorbringen.  Allein  wenn  man  diess  auch  zugibt,  so  geht 
daraus  nichts  hervor,  was  dem  Grandsatze  widerspräche,  so  lange 
wir  nicht  nur  den  ganzen  Körper,  sondern  auch  seine  einzelnen 
Theile  von  je  der  äussern  Einwirkung  befireien.  uns  ist  es  genügend, 
den  Grundsatz  in  diesem  Sinne  zugelassen  zu  sehen,   dass  we- 
nigstens alle  Bich  in  Huhe  befindenden   kleinsten  Theilchen,  so 
weit  sie  nicht  auf  einander  wirken,  in  Ruhe  verharren. 
Anmerkung  I. 
§.  84.     Dieses  Gesetz,   welches   in  Betreff   der   absoluten 
Ruhe  angenommen  worden  ist,    kann  keinesweges  auf  die   re- 
epective  Ruhe  ausgedehnt  werden.     Wenn  nämlich  der  Kiirper, 
in  Bezug  auf  welchen    ein   kleines  Körperchen   sich    in    Ruhe 
befand,  plötzlich  angestnssen  wird,  so  wird  auch  dieses  in  Be- 
zug auf  jenen  nicht  mehr   in  Ruhe  bleiben.    Man  denke  sieh 
eine  Kugel,    welche    auf  einem  Tische  in    einem    gleichförmig 
fortschreitenden    Schiffe    liegt  und    welche   in    Bezug   auf    das 
letztere  allerdings   in    Ruhe    verharren    wird.     Wenn    nun    das 
Schiff  auf  einen  Felsen  stösst,   so  wird   diese  respective  Ruhe 
plntzlich   aufhören  und  die  Kugel  in  Bezug  auf  das  Schiff  eine 
Bewegung  beginnen,  wenn  auch  keine   äussere  Ursache  auf  sie 
eingewirkt  hat.    Noth wendiger  Weise  ist.  daher   dieses    Gesetz 
auf  die  absolute  Ruhe  beschränkt  und  da  es  ein  nothwendiges 
ist,  so  muss  auch  die  Beziehung  der  Körper  auf  den  beliebigen 
Ort,  welchen  sie  einnehmen,   eine   nothwendige  sein.     Da  das 
Gesetz  der  Ruhe  das  Verharren   an  demselben  Orte  andeutet, 
so  darf  man  hierunter  nur  den  absoluten  Ort  verstehen,   dieser 
selbst  kann   aber   nicht  durch   die   Reihenfolge    zwischen    den 
daneben    befindlichen  Körpern   erklärt  werden,    weil    wir  sonst 
nnaer  Gesetz  auf  die  respective  Ruhe  ausdehnen  würden. 
Grundsatz  3. 
§.  85.    Ein    Körper,    welcher    sich    absolut    bewegt,    wird, 
wenn  man  ihn    keiner  Einwirkung   unterwirft,    nach    dersell)en 
lUchtung  mit  gleichförmiger  Bewegung  fortschreiten. 


y  Google 


40  Kapitel  II.     Von  rfe»  Innern 

Efläuterung  1. 
§.  86      Dieser  Grundsatz  ist  eigentlich  auch  von  den  klein- 
sten Tlieilchen  der  Körper,   gleichsam   von  Punkten  zu  verste- 
hen und  gilt  nur  von  solchen  Korpern,  welche  eine  bestimmte 
Grösse  haben,  wenn  alle  ihre  Thellthcn  sich  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit nach    derselben  Richtung   bewegen.    Hätten   sie 
nämlich  im  Anfange  entweder  uni^leicbe  Geschwindigkeiten  oder 
verschiedene  Richtungen  angenommen,  so  worden  die  einzelnen 
Theilchen    nicht  einmal  diese   Bewegung  beibehalten    können, 
weil  sie  sonst  von  einander  getrennt  «od  der  Zusammenhang  des 
Körpers  aufgehoben  werden  würde.     Dies  Ist  aber  nicht  km  be- 
fürchten,   wenn    die    Geschwindigkeiten    und    Richtungen    aller 
Theilchen  einander  gleich  sind,  oder  wenn  der  Körper  so  klein 
ist,   das«   in    ihm  eine  derartige  Ungleichheit  nicht  stattfinden 
kann.     Man    betrachte   daher  einen  körperlichen    Punkt   dieser 
Art  als  allein  exisfirend  und  als  ob  derselbe  eine  beliebige  Be- 
wegung empfangen  habe,  so  dass  er  mit  gegebener  Geschwin- 
digkeit und  nach  gegebener  Richtimg  sich  zu  bewegen  angefan- 
gen    haben    muss;     alsdann    wird     derselbe    vermöge    dieses 
Grundsatzes  stets    sowohl  dieselbe   Geschwindigkeit,  als  auch 
dieselbe  Richtung  beibehalten.    Da  wir  dies  als  Grundsatz    an- 
genommen haben,  so  bedarf  es  keines  Beweises,  indessen  kann 
man  ohne  Schwierigkeit   einen    Grund  dafür  anführen.     Zuerst 
wird  der  Körper  in  der  Richtung  keine  Aenderung  erleiden,  da 
kein   Grund   vorhanden    sein   kann,   warum    er    eher    nach  der 
einen,  als  nach  der  andern  Seite  hin  von  ihr  abweichen  sollte; 
er  wird  also  eben  so  gewiss  dieselbe  Richtung  beibehalten,  wie 
ein  ruhender  Kürper  in  Ruhe  verharret.    Was  aber  ferner  die 
Geschwindigkeit  anbetrifft,    so  würde  sie,  wenn  sie  nicht  stets 
dieselbe  bliebe,   entweder  zu-  oder  abnehmen  müssen  und  kei- 
nes von   beiden  kann  man  ohne  Absurdität   behaupten.    Wenn 
sie  nämlich  zu-  oder  abnähme,  so  müsste  dless  nach  einem  be- 
stimmten Gesetz  geschehen;  allein  wie  dieses  Gesetz  beschaf- 
fen sein  wird,    kann  man    sich     aul    keine   Weise  vorstellen, 
da  keinem  einzelnen  vor  den  übrigen  ein   so  grosses  Vorrecht 
zukommt.    Wollte  ferner  jemand  behaupten,  die  Geschwindig- 
keit nehme  im  Verhältniss    der    Zelten  ab,  so  würde   er  hie 
durch  die  Sache  noch  nicht   erklären;    er  müsste  nän  1    bis 
serdem  bestimmen,    ein   wie  grosser  Theil  der  Gesch       di^kcit 
jn-  jeder  Zeit  verloren   ginge  und  was  er  auch  hierfür  a  -,el  en 
möchte,    so  könnte  man    dless   auf  keine   Weise  zulatsen      da 
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es  durcb  keinen  Grund  unterstützt  wird.  Dasselbe  wird  auch 
von  jedem  andern  Gesetze  gelten.  Es  bleibt  demnach  nichts 
anderes  übrig,  als  zuzugeben,  dass  auch  die  Geschwindigkeit 
eben  ko  wie  die  Richtung  stets  dieselbe  bleibe. 
Erläuterung  2. 
g.  87.  Diesem  Grundsatze  eben  so  wie  dem  vorhergehenden 
tritt  die  Meinung  derjenigen  Philosophen  entgegen,  welche 
behaupten,  dass  alle  Körper  mit  einer  gewissen  verborgenen 
Kraft  begabt  sind,  ihren  Zustand  der  Ruhe  oder  Beivei^ung  be- 
ständig zu  Sndern.  Diese  Meinung  stutzt  sich  aber  auf  gar 
keinen  Grund  und  wird  eben  dadurch  gänzlich  umgeworfen, 
dass  sie  mit  dem  Grundsätze  -im  Widerspruch  steht.  Allein 
dieser  Grundsatz  scheint  beim  ersten  Anblick  der  Erfahrung 
entgegen  zu  sein,  da  wir  bei  allen  Versuchen  wahrnehmen, 
dass  die  Bewegung  nach  nnd  nach  verzögert  und  endlich  ganz 
aufgehoben  wird.  Aus  dieser  Quelle  scheint  daher  eine  Ver- 
neinung der  beständigen  Bewegung  zu  entspringen,  während 
diese  vermöge  unseres  Grundsatzes  stattfinden  niüsste.  Bei 
diesen  Versuchen  liegt  aber  die  Ursache  der  Verzögerung  so 
wohl  in  der  Reibung,  als  im  Widerstände  der  Luft  und  andern 
Hindernissen  der  Bewegung,  welche  man  keinesweges  ganz 
aufzuheben  im  Stande  ist.  Wenn  wir  diese  Umstände  gehörig 
erwägen,  müssen  wir  aus  eben  diesen  Versuchen  schliessen, 
dass,  im  Fall  alle  diese  Hindernisse  aufgehoben  wären,  die  Be- 
wegung wirklich  beständig  fortdauern  wurde.  Da  wir  nun  in 
unserm  Grundsätze  alle  Hindernisse  ausdrücklich  entfernt 
haben,  so  stehen  diese  Versuche  ihm  so  wenig  entgegen,  dass 
sie  vielmehr  seine  Wahrheit  durch  einen  bemerkbaren  Grund 
bestätigen.  Uebrigens  miiss  man  sich  wohl  hüten,  diesen  auf 
die  absolute  Bewegung  beschränkten  Grundsatz  nicht  auch  auf 
respective  Bewegungen  auszudehnen. 

Erklärung   10. 

§.  88.  Während  ein  Körper  absolut  entweder  ruhet  oder 
sich  gleichförmig  auf  einer  geraden  Linie  bewegt,  sagt  man, 
er  beharre  in  seinem   Zustande. 

Zusatz  l. 
§.  89.    JMan  kann  daher  die  beiden  angeführten  Grundsätze 
so  aussprechen,   dass  Körper,  so    weit  sie  durch  andere  nicht 
verhindert  werden,  in  demselben  Zustande  verharren. 


y  Google 


42  Kapitel  11.     Von  den  innern 

Zu s ata  2. 
§.  äO.  Weno  also  ein  KOrper,  welcher  vorher  sich  in  Ruhe 
befand,  anfängt  sich  zu  bewegen,  oder  welcher  schon  vorher 
sich  bewegend  eine  Aenderung  in  seiner  Geschwindigkeit  oder 
Richtung  erleidet;  so  wird  derselbe  seinen  Zustand  ver- 
ändert haben. 

Anmerkung. 
§.  91.     Das  Verbleibe»  in  Ruhe  oder  in  gleichförmiger  ge- 
radliniger Bewegung  wird  nicht  unpassend  ein    Zustand  ge- 
nannt, weil  der  Körper  dazu  von  freien  Stücken  bestimmt  wird. 
So  lange  nämlich  ein  Körper  sich  selbst  überlassen  und  keiner 
äussern  Einwirkung  unterworfen  ist,  sagt  man  mit  Recht,  dass 
er  in   demselben  Zustande  bleibe,  insofern  eine  Veränderung 
des    Zustande»  eine  äussere    Einwirkung    anzudeuten    scheint. 
Das  Verharren  in   demselben  Zustande  ist  daher  im  höchsten 
Grade  vom  Verharren  an  demselben  Orte  verschieden  und  stimmt 
nur  dann  erst  damit  fiberein,  wenn  der  Körper  sich  in  Ruhe  be- 
findet.    Auf   diese  Idee  des   Zustandes  haben    uns  die  vorher 
aufgestellten  Grundsätze  geführt  und  es  hätte  nicht  umgekehrt 
die  Idee  des  Zustandes,  welche  an  sich   ganz  willkürlich   ist, 
uns  zu    der  Kenntniss  jener  Grundsätze  führen  können;  hier- 
durch hat  aber  eben  diese  Idee  eine  feste  Bedeutung  erlangt. 
Erklärung  II. 
§.  92.    Jene  Eigenschaft    der    Körper,    welche    den    Grund 
des  Verharrens  in  demselben  Zustande  enthält,  wird  Trägheit 
und  bisweilen  auch  Kraft  der  Trägheit  genannt. 
Zusatz  ]. 
g.  93.     Die  Trägheit  ist    daher    die    wahre    Ursache,    aus 
welcher  das  Verharren  der  Körper  in  demselben  Zustande  ent- 
springt;  da  man  nämlich  die  Ursache  im  Körper  selbst  suchen 
muss,    hiit   man    sie   ohne  Zweifel  für   eine   allen  Körpern   ge- 
meinschal'trichc  Eigenschaft  zu  halten. 
Zusatz  % 
g.  94.    Wenn  mau  daher  fragt,    warum   ein   absolut  ruhen- 
der Körper  zu  ruhen,    oder  ein  sich  bewegender  gleichförmig 
und  geradlinig  sieb  zu   bewegen  fortfährt;    so   kann  man  keine 
andere  Ursache,  als  seine  Trägheit  angeben,  auch  darf  man  die 
Ursache     dieser    Erscheinung    nicht    irgendwo    ausserhalb    des 
Körpers  suchen. 

A,,n,ork„„g. 
5.  95.     Der    Nume    Trägheit    wird    gaitK    besunders    mr 
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Bezeidinuug    derjenigen    Eigenschaft    der    Kürper     iingewandt, 
vermöge  welcher  ruhende  in  Ruhe  verharren,  weil  sie  in   die- 
sein  Zustande   sich   gleichsam  dei'  Bewegung  widersetzen.    Da 
aber  Körper,  welche  sich  in  Bewegnng  befinden,  sich  eben  so 
jeder  Aenderung  in  Bezug  auf  ihre  Geschwindigkeit  und  Rich- 
tung   widersetzen,    so    wird   dieser   Nauie  nicht   unpassend  zur 
Bezeichnung  der  Erhaltung  des  Zustandes,  entweder  der  Ruhe 
oder  der  Bewegung  angenommen.    Man  sagt  bisweilen    Kraft 
der  Trägheit,  weil  Kraft  etwas  ist,  was  der  Aenderung  des 
Znstandes  entgegenwirkt.    Wenn  aber  die  Kraft  durch  eine  be- 
liebige Ursache,  welche  den  Zustand  der  Körper  verändert,  er- 
klärt wird,  so  kann  man  sie  hier  keinesweges  in  dieser  Bedeu- 
tung annehmen.    Ihre  Weise  weicht  sicher   im  höchsten  Grade 
von  derjenigen  ab,  nach  welcher,  wie  wir  künftig  zeigen  werden, 
Kräfte  wirken.    Damit  nun  hieraus  keine  Verwirrung  hervorgehe, 
werden  wir  das  Wort  Kraft  fortlassen  und  diese  Eigenschaft 
der  Körper  einfach  Trägheit  nennen. 
Erläuterung. 
§.  96.     Die  Trägheit  wird  demnach  auf  den  aljsoluten  Zu- 
stand der  KiJrper   beschränkt  und  man    darf  sie  nicht  auf  die 
respectiye  Ruhe  oder  Bewegung  beziehen.     Ein  Körper    kann 
nämlich  in  Beziehung  auf  einen   andern  mit  beliebig  unglelch- 
fUrmiger  Bewegung ,    oder  auf  einer  krummen  Linie  fortgehen, 
während  er  doch  absolut  entweder  ruhet  oder  sich  gleichförmig 
auf  einer  geraden  Linie  bewegt  und  daher  in  seinem  Zustande 
verharret.    Trifft  es  sich  ferner,    dass  wir  einen  Körper  sehen, 
welcher,  wie  wir  gewiss  sind,  keiner  äussern  Einwirkung  unter- 
werfen  ist  und  der  mit  beliebig  ungleichförmiger  respectiver  Be- 
wegung fortzurücken  scheint;  so  können  wir  mit  Bestimmtheit  aus- 
sprechen, dassderselbe  absolut  entweder  ruhe  oder  gleichlurmig  auf 
einer  geraden  Linie  fortschreite.  Da  wir  aber  die  Ruhe  oder  Bewe- 
gung der  Körper  nur  in  Beziehung  auf  andere  erkennen  können, 
so  werden  uns  die  Sinne  keineswegs   den   absoluten   Zustand 
der  Körper  angeben;    daher  ist  das  Criterium   des   absoluten 
Zustandes,   welches   wir  daraus  entnehmen,    dasS   die  Körper 
keiner  äussern  Einwirkung  unterworfen  werden,  in  dieser  Wis- 
senschaft von  der  grössten  Wichtigkeit,    Es  ist  jedoch  möglich, 
dass   dieser    Grundsatz    auch    bei    der    rcspectiveii    Bewegung 
stattfmde,  wenn  nämlich  der  Körper,  in  Bezug  auf  welchen  wir 
die  Bewegung  abschätzen,  selbst  in  seinem  Zustande  verbleibt, 
d.  h.  entweder  absolut  ruhet  oder  absolut  gleichförmig  und  ge- 
radlinig sich  fortbewegt. 
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Lehrsatz  1. 
§.  07.  Wenn  der  Körper,  in  Bezug  anf  welchen  wir  die 
Bewegung  anderer  Kürper  abschätzen,  absolut  entweder  ruhet 
oder  sich  gleichförmig  auf  einer  geraden  Linie  bewegt;  so  gel- 
ten die  Crundsätze  eben  so  für  die  respective  Ruhe  oder  Be 
wegung,  als  für  die  absolute. 

Beweis. 
(Figur  10.)  Man  betrachte  zwei  Körper,  welche  beide  mit 
absoluter  Bewegung  gleichförmig  auf  geraden  Linien  fortrücken, 
der  eine  beschreibe  in  der  Zeit  t  den  Weg  Aa=^at,  der  andere 
in  derselben  Zeit  den  Weg  Bb=bt,  so  dass  die  Geschwindig- 
keit des  ersten  =«,  die  des  zweiten  =6  ist.  Es  ist  hierbei 
gleichgültig,  ob  diese  geraden  Linien  Aa  und  ßb  in  derselben 
Ebene  liegen,  oder  nicht.  Man  beziehe  nun  die  Bewegung 
des  Körpers  B  auf  den  Körper  A,  weicher  gleichsam  als  in  A 
ruhend  betrachtet  wird  und  da  im  Anfang  der  Körper  B  sich 
in  ß  befand,  so  wird  man  ihn  nach  Verlauf  der  Zeit  (  als  in 
ß  befindlich  annehmen,  wenn  man  nämlich  Aßi^  und  ==  aö  ge- 
zogen hat.     Da  nun  bß^=Aa'=at  ist,  so  hat  man 

B6:  6(3=0  :a, 
also  Bb  zu  ftß  in  constantem  Verhältniss.  Da  ferner  der  Win- 
kel Bbß  stets  derselbe  ist,  so  wird  das  Dreieck  Bbß  seiner 
Art  nach  gegeben  und  daher  auch  der  Winkel  bBß  consfant 
und  von  der  Zeit  unabhängig  sein ,  eben  so  wie  das  Verhält- 
niss Bb  :  Bß.  Setzt  man  das  letztere  Verhältniss  ~bxß,  so 
wird  Bß=:ßt-  Hieraus  schliesst  man,  die  respective  Bewegung 
des  Körpers  B  sei  so  beschaffen,  dass  er  von  B  ISngs  der 
geraden  Linie  Bß  fortschreitet  und  in  der  Zeit  /  den  Weg 
Bß  =  ßt  beschreibt,  also  eine  constante  Geschwindigkeit  hat. 
Es  wird  daher  der  Körper  B,  welchen  man  als  absolut  gleich- 
förmig und  längs  einer  geraden  Linie  sich  bewegend  voraussetzt, 
auch  in  Beziehung  auf  den  Körper^  sich  gleichUirmig  und  ge- 
radlinig bewegen,   wenn  nur  der  letztere  sich  eben  so  bewegt. 

Zusatz  L 

§.  98.  Setzt  man  den  Winkel  Bbß  ^l,  weicher  immer 
derselbe  ist,  wenn  auch  die  geraden  Linien  Au  und  Bb  sich 
nicht  in  derselben  Ebene  befinden;  so  wird 

Bß  =  t  Vu«  — 2a^osä+62. 

Wir  haben  daher  die  respective  (jcschsvindigkeit 
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Wenn  der  Körper  A  absolut  ruhete,  so  vtiinle  die 
respecfive  Bewegung  des  Körpers  B  von  seiner  absoluten 
nicht  verschiedea  sein.  Gäbe  es  daher  in  der  Welt  einen  ein- 
zigen absolut  ruhenden  Küiper,  so  wurde  niun,  indem  man  die 
übrigen  Kürper  auf  ibn  bezöge,  ihre  absolute  Bewegung  erken- 
nen künneii. 

ZusafT;   3. 

§.  100.  Wenn  in  der  Welt  ein  gleielifurmig  auf  einer  ge- 
raden Linie  fortschreitender  Kürper  existirte,  auf  welchen  man 
die  übrigen  Körper  bezöge;  so  würde  man  von  diesen,  voraus- 
gesetzt dass  sie  keiner  äussern  t^inwitkung  unterworfen  wären, 
behaupten  können,  dass  auch  sie  in  iluem  respectiven  Zustande 
verharren. 

Zusatz   4 

§.  101.  In  Folge  der  Trägheit  streben  daher  die  Körper 
nicht  nur  in  demselben  absoluten,  sondern  auch  in  demselben 
lespectiven  Zustande  zu  verharren,  wenn  nur  der  Kürper,  in  Be- 
zug auf  welchen  man  ihren  Zustand  abschätzt,  absolut  entwe- 
der ruhet  oder  sich  gleichförmig  auf  einer  geraden  Linie  fort- 
bewegt. 

Erläuterung. 

§.  102.  Wenn  im  Welfall  die  Sonne  oder  vielmehr  ihr 
Mittelpunkt  absolut  rubele  und  alle  Kürper  in  Bezug  auf  ihre 
Lage  mit  dem  letztem  verglichen  würden;  so  würde  die  Träg- 
heit bewirken,  dass  alle  Kürper,  welche  in  Beziehung  auf  jenen 
Mittelpunkt  ruhen,  in  Ruhe  zu  verharren,  die  aber,  welche  sieh 
bewegen,  mit  derselben  gleichförmigen  und  geradlinigen  Bewe- 
gung fortzugehen  strebten.  In  diesem  Falle  wäre  nämlich  ihre 
absolute  Bewegung  von  der  respectiven  nicht  verschieden. 
Wenn  aber,  wie  es  wahrscheinlich  der  Fall  ist,  nicht  der  Mit' 
telpunkt  der  Sonne,  sondern  vielmehr  der  gemeinschaftliche 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  sich  in  Ruhe  befindet,  so 
hat  man  in  Bezug  auf  diesen  diese  Eigenschaft  der  Trägheit 
zu  verstehen.  Zur  Bestimmung  der  respectiven  Bewegung  ist 
es  aber  nicht  hinreichend  nur  einen  einzigen  Punkt  als  fest  an- 
zusehen, weil  man  hierdurch  nur  die  Abstände,  aber  nicht  die 
Eiuhtungen  kennen  lernen  könnte,  sondern  man  bedarf  hierzu  3 
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oder  4  fester  Punkte,  wie  wir  oben  gezeigt  haben.  Im  Welt- 
räume {ißegt  man  daher  die  Fixsterne  als  eben  so  viele  feste 
Punkte  anzusehen  und  wenn  diese  Hypothese  wahr  wäre,  so 
worden  alle  Körper  in  der  Welt,  welche  in  Bezug  auf  sie  ent- 
weder ruhen  oder  sich  bewegen,  der  Trägheit  wegen  in  demsel- 
ben Zustande  verharren.  Dies  würde  ebenso  stattfinden,  wenn 
alle  Fixsterne  sieb  mit  gleichen  Geschwindigkeiten,  nach  pa- 
rallelen Eichfungen  gleicbfürmig  und  geradlinig  im  Himmelsraume 
bewegten.  Man  nimmt  aber  an  den  Fixsternen  gewisse  kleine 
Ungleichheiten  wahr,  auf  welche  man  bei  dieser  Benrtheilung 
Rucksicht  nehmen  muss  uud  was  daher  mit  Recht  für  sehr 
schwierig  gehalten  wird. 

Anmerkung. 
§.  103-  Wenn  wir  daher  derartige  Körper  oder  vielmehr, 
damit  ihre  Grösse  keine  Verzögerung  herbeiführe,  gleichsam 
körperliche  Punkte  betrachten,  welche  keiner  äussern  Einwir- 
kung unterworfen  sind;  so  werden  dieselben  entweder  beständig 
ruhen  oder  sich  beständig  gleichförmig  auf  einer  geraden  Linie 
bewegen  und  zwar  nicht  nur  absolut,  sondern  auch  respectiv; 
wenn  nur  der  Körper,  auf  welchen  wir  sie  beziehen,  selbst  in 
demselben  absoluten  Zustande  verharret.  Es  ist  daher  ange- 
messen, eine  solche  Bewegung,  deren  Grund  allein  in  der  Träg- 
heit liegt,  genauer  zn  untersuchen  nnd  in  Rechnung  zu  ziehen- 
Oben  haben  wir  im  Allgemeinen  drei  Fälle  dehandelt,  denen 
die  Rechnung  zur  Bestimmung  der  Bewegung  angepasst  wurde. 
Der  erste  war  derjenige,  in  welchem  eine  geradlinige  Bewe- 
gung auf  eine,  mit  ihrer  Richtung  übereinstimmende,  Ase  be- 
zogen wurde;  der  zweite,  in  welchem  die  Bewegung  auf  zwei 
Axen  bezogen  wurde  und  da  dieser  hei  jeder  in  derselben 
Ebene  vor  sich  gehenden  Bewegung  von  Erfolg  war,  so  vver- 
den  wir  ihn  auf  die  geradlinige  gleichförmige  Bewegung,  wie 
wir  sie  hier  untersuchen,  anwenden  können.  Der  dritte  sich 
sehr  weit  erstreckende  Fall,  in  welchem  wir  3  Axen  anwandten, 
umfasst  auch  den  hier  zu  behandelnden  und  es  wird  der  Mühe 
werth  sein  zu  untersuchen,  wie  jene  allgemeinen  Formeln  Rir 
die  gleichförmige  geradlinige  Bewegung  eingerichtet  sein  wer- 
den. Wir  wollen  daher,  diesen  drei  Fällen  entsprechend,  die 
gleichiörmige  geradlinige  Bewegung  in  Rechnung  ziehen  und 
werden  hieraus  schliessen  können,  was  bei  jeder  Bewegung 
der  Trägheit  zugeschrieben  werden  muss.  Sofern  man  nun 
hierauf  wahrnehmen    wird,    dass    die  Bewegung    irgend    eines 
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Körpers  sich  aritlers  verbält,  hat  man  <lie  Ursache  hiervf.u  nicht 
in  seiner  Trügheit,  sondern  anderwärts  aiisserhali)  des  Korpers 
KU  SHcheti. 

Aufgabe  6. 
§.   104.     Eine  geradlinige  ^leiehmässige  Beilegung  ivird  anf 
eine  einzige  Axv,  welche  mit  ihrer  Richtung  «bereinstimmt,  be- 
zogen; man   soll    sie  durch  Rechnung  bestimmen  oder  den  Ort 
des  Körpers  7.u  jeder  Zeit  angehen. 

Auflosung. 

(Figur  2.)     Befrachten    vvif    den    sich   beivegeiiden  Kilrper 

wie  einen  Punkt,  so  sei  iler  Anfangspunkt  der  liewegung  in  A 

und  jener  sei  nach  Ahlauf  einer  Zeit  (  nach  S  gelangt,  indem 

er  den  Weg  AS-=s  zuriicttgetegt  hat.     Da  also  die  Geschwin- 

(Js 
digkeit  in  S=-n    ist    und    (tieselbc    stels    unverändert    bleibt, 

setzen  wir' sie  =c.  Wir  haben  also  ji— c  und  durch  Inte- 
gration s=ct, 

welche  Formel  schon  oben  für  die  gleichmässigo  Bewegung  ge- 
geben worden  ist.  Um  aber  die  Erscheinungen  dieser  Bewe- 
gung allgemein,  ohne  Rücksicht  auf  die  Grösse  ihrer  Geschwin- 

ds 
digkeif,    zu  entwickeln,  ist  es  hinreichend  zu  wissen,  dass  -j 

constant  sei,  vvesshalb  sein  Differential  =0  sein  wird.  Be- 
trachtet man  daher  das  Element  der  Zeit  oder  dt  als  conslnnt, 

so    wird    -^:=0  und  so,  Indem  man  die  Honiogeneiiät  ergänzt, 
diU      „ 


j/l03.     Wenn  daher  hei  einer  geradlinigen  Bewegunj 


Zusatz  ]. 

djh 

=0  ist,  so  ist  sie  auch  zugleich  gleichförmig  und  wenn  sie 
absolut  oder  einer  absoluten  gleichgeltend  ist,  so  hat  man  in 
Folge  der  Trägheit  die  Gleichung 

Zusatz  2. 
g.  106.    Wenn  aber  bei  einer  geradlinigen  Bewegung  nicht 
'-jj=0  ist,  so  ist  diess  ein  Zeichen,    dass  der  kleine  Körper 
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nicht  allein  iler  Träglieit  folgt,    sondern  il;iss  man    den    Wertli 
von    -^ä  irgend  einer  Süssem  Urcache  zuschreiben  muss,  inso- 
fern wir  nämlicli  die  Bewegung  als  eine  alijohite  lietraeliten. 
Aufgabe  7. 

g.  107.     Ein  Punlit  bewegt  sich   gleichRjrmig  anf  einer  ge- 
raden Linie  und  man  bezieht  seine  Detvegnng  auf  zivei  in  der- 
selben Ebene  liegende  Axen,  man  soll  tlie  Erscheinirngen  dieser 
BeMcgung  durch  Kechnung  bestimmen. 
AufUisung. 

(Figur  3.)  Es  sei  der  vom  Pnnjjf  beschriebene  Weg  die 
gerade  Linie  EF,  welche  mit  den  Axen  OA  und  OB  in  der- 
selben Ebene  liegt  und  jener  befinde  sich  nach  Verbuif  der 
Zeit  l  in  S,  von  wo  man  den  Axen  parallel  die  Linien  ."irund 
SX  gezogen  hat  und  man  setze  OX^.r  und  XS^^r/.     Üa  inin 

lange  im  Verlauf  des  Zeittheilchens  dt    der  bewegliche  Kürper 
nach  s,    so  «ird,  wemi  mau  Xj;~Sp  =  dw,ps=^th/   und  den 

Winkel  AOB  =  C  setzt, 

Ss=Väx'^^  (lij-^  +  ^fLcdj/iosi 

und  die  GeschwHKligkeit  in  «^ VV^+^?^  +  ^^^^. 

Da  aber -j_  z^L-onstans  ist,   so  wird,  wenn    man  di/--ndii- 
setzt,  die  Gcschwindlglveit=-j^  Vi  +  a^+^rtcös;, 
welche  ebenfalls  nach  der  Voraussetzung  constant  ist.     Es  wer- 
den daher  sowohl -77  als  auch  -,f  constant  und  es  verschwinden 
dt  dt 

ihre  DiEforentialo.     Wenn   demnach    die    Bewegung    geradlinig 
«nd  gleichförmig  ist,  so  wird  filr  (f(— constaus 

ddx  ddy 

^=0  und  -,-^,  =0. 

Umgekehrt  wenn  diese  äwci  Gleichungen  siatliinden,  11  crdcu 
-TT-  und  -j-~  also  auch  -j^  constant;  mithin  die  liewegiiug  gleicli- 
lurmig  und  geradlinig. 

Zusatz   I. 

§.  108.  Wenn  daher  ein  Punkt  keine  äussere  Eiuuirkurig 
erleidet  und  seine  Bewegung  vermöge  der  Trägheit  allein  forlsefzt. 
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Mx 


60  wird  besliiniiit  aoivolil  "^=0,  als  auch  ^-=0  sein,    iii- 

ilein  tiiirch  diese  Bedingiinf^en  die  geradlinige  und  gleichmä&sige 
Ueivegutig  atigedeutet  wird. 

Zusatz  2. 
g.  lOü.  Wenn  man  d.ilier  eine  glcidiRirmlge  geradlinige 
Bewegung  längs  der  Richtungen  je  zweier  Axen  OA  und  OB 
zerlegt,  so  «erden  die  Geschwindigkeiten  iieider  Seitenhewe- 
giingcn  constaut  und  umgekehrt,  wenn  diese  gleichHirmig  sind, 
wird  auch  die  wahre  Uewegiiiig  nicht  nur  gleich fiirmig,  sondern 
auc  geradlinig  sein. 

Zusati!   Z. 
J.   110.     Weiiu  hingegen  Lei  irgend  einer  Bc"  eguüg,   welche 


Ulf  diu 


r.  Q  oder 


cht 


!n  OA 

dd'i 


icht 


id   On  hezieht,  entsvedei 
—  0  ist,    oder  keines    von   heiden  atattfin- 


dt^ 


det;  so  ist  dies  ein  Zeicher 
helt  ollein  unterworfen  ist, 
knng  auf  ihn  stattfindet. 


dass  der  K;irj>er  nicht  der  Trag- 
Indern  dass  eine  äussere  Einwir- 


\nmerkung 
5  III  t.  hn^e  ein  nur  der  Tn^hcit  ,eh<  ciiLidei  K  r 
je  s  l1i  ^Iciclif  irmi^  in  gerader  Linie  bewegt  entnedei  ahsolut 
oder  in  Beziehung  auf  einen  K  rjicr  weither  selhnt  in  denisel 
hen  absoluten  Zustande  leihairet  mag  min  sein<'  Bewegung 
behebig  längs  zweier  \xen  zerlegen  was  allerdings  auf  unzah 
lige  Weise  geschehen  kann  beide  Seitenhewegungen  werden 
alsdann  «fets  gleichfuinna;  d  h  so  beschaffen  sein  wi;.  ein 
Kirpei  sie  \ernioge  der  Trigheif  \erfolgen  wurde  Hierin  be 
steht  die  ausgezeichnete  Eigenschift  dieser  Zerlegung  dass  die 
in  die  w  ihre  Benegung  gebundenen  &rjndsafze  auch  bei  die 
sen,  wenn  auch  nur  erdichteten  Seitenbewe^ngen  st-ittfinden 
VI  Ol  aus  für  die  Rechnung  vorzügliche  Vortheile  entS|irin,^en 
werden  Min  wird  lerner  diese  Zerlegung  als  noch  wichtigei 
(■keinen  wenn  wir  unten  zeigen  weiden,  dass  die  Kraute  auf 
diese,  aus  der  Zerlegung  entsprungenen  und  nur  ideellen  Be- 
wegungen eben  so  wirken,  als  ob  sie  wirkliche  wären.  Das- 
selbe hat  man  aber  im  Allgemeinen  auch  bei  der  Zerlegung 
längs  je  drei  Axen  festzithalten,  wie  wir  aus  der  folgenden  Auf- 
gabe ersehen  werden. 
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Auffalle  8. 
§.  112.     Ein  Punkt  bewegt  sicli   gleichförmig  anf  ciiipr  ge- 
raden Linie   unil  man  l>t;zieht  seine  Bewegung    auf  je  drei  lic- 
lieliige  Axen ,   man   soll  ilie  Erscheinungen  dieser  lieivegang  in 
Retlinung  ziehen  iiml  bestimmen. 

Auflüsuns. 
(Figur  4.)  Es  seien  als  die  drei  Axen  die  Linien  OA,  OH 
und  OC  angenommen,  ESF  sei  die  beliebige  gerade  Linie, 
welche  der  Punkt  mit  gleicli förmiger  Bewegung  hesclireiht  «nd 
derselbe  befinde  slcli  nach  Verlauf  der  Zeit  t  in  S,  "ofiir  die 
den  drei  Axen  parallelen  Coordinaten  OX—a-,  XV=:y  und 
yS=z  sind;  diese  mögen  mit  einander  rechte  oder  scliief« 
Winkel  bilden.  Da  ESF  eine  gerade  Linie  ist,  so  "ird  ihre 
Projeclion  'JT  auf  die  Eliene  AO/i  ebenfalls  eine  gerade  Linie, 


also    ":-    eonsinnt    sein.    Auf  Slinlithe   Weise    wird,    \\ 

ProiecUon  auf  die  Ebene  j^OC  eine  gerade  Linie  isl,  -r- 

Setzt  man    nun   den 

kleinen    Weg     Ss  = 

(IS         ,  «s  ,     , 


eil    die 

ebcn- 


e  auch  ^—   constant  s 
Zeit    dt    beschrieber 


-    constanfe  (JrOssen  sein,  wclcbe 
iolgen,    dass  ESF  eine    gerade  Linie  ist. 
Wegen   der  Gleichförmigkeit   der  Bewegung  ist  die    Geschwin- 

ds  ^     ^        ,  ,        ,  ,       dx     dy        ^  dt 

digkeit  -j.  constant  und   es  wevrteu  daher  -jj  >  -^  und  -^    con- 

slante  Grössen  sein,  und  hierin  ist  sowohl  die  GleichOirmigkeit 
der  Bewegung,  als  auch  die  Geradlinigkeit  des  Weges  enthal- 
ten. Differentiirt  man  nun  die  letzten  Quotienten,  indem  man 
das  Element  dt  constant  setzt,  so  erhält  man  die  drei  Gleichun- 

ddx      „     ddy  _ 
gen  Ifi""^'  'd^" 

durch  welche  die  Naiitr  der  gleichDirmigen  und  geradlinigen 
Bewegung  bestimmt  wird. 

Zusatz  L 
§.  113.     Ist    daher    ein    Punkt  keiner  äussern   Einwirkung 
unterworfen  und  bezieht  man  seine  absolute  Bewegung  auf  drei 
beliebige  Axen,  so  finden  sicher  die  drei  Gleichungen  statt: 

deren  Grund  in  der  Trägheit  des  kleinen  Kiirpers  zu  suchen  ist. 
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§.  114,     Wenn   dalier  eine    Bewegung  gleiuhlormig  k 
radlinig  ist,  bo  werden,  indem  man  dieselbe  nach  je  dce 

bigen    festen  Axen    zerlegt,    die    drei    Seitenbewegunge 
I  da'      dy 


gleich  für  ni  ig  sein. 


dt  '     dt 


dt 


constaiit  sind. 


g.  115.  Bei  einer  absoluten  Bewegung  werden  ()eniiia<.'h 
die  Seitenbeivegungen,  in  welche  wir  erstere  nach  je  drei  festen 
Richtungen  zerlegen,  wenn  sie  auch  nur  erdacht  sind,  doch  das 
Gesetz  der  Trägheit  befolgen,  so  dass  wir  sie  in  diesem  Kapitel 
als  wirkliche  Bewegungen  hetrachten  können. 


Änni 


ung. 


§.  116.  Dips  sind  die  innern  Principien  der  Bewegung, 
welche  sich  auf  die,  gewöhnlich  Trägheit  benannte,  allgemeine 
Eigenschaft  stützen.  Mitlelst  dieser  Principien  sind  wir  im 
Stande,  die  Bewegung  ktfrperlicher  Punkte  z«  bestimmen,  wenn 
diese  keiner  äussern  Einwirkung  unterworfen  sind.  Alles  kommt 
nSmlich  darauf  hinaus,  dass,  wenn  ein  solcher  kleiner  Kiirper 
absolut  ruhet,  er  beständig  in  Ruhe  verharren,  wenn  er  aber 
eine  beliebige  absolute  Bewegung  angenommen  hat,  et  bestän- 
dig mit  derselben  Geschwindigkeit  geradlinig  fortschreiten  wird. 
Hier  haben  wir  zwar  die  sith  bewegenden  Kiirper  als  unendlich 
klein  betrachtet,  aliein  es  lässt  sich  dasjenige,  was  wir  hier 
aufgestellt  haben,  auch  Kfirpern  von  jeder  Ofiisse  anpassen, 
Ehe  wir 'jedoch  hierzu  übergehen,  müssen  wir  nothwendig  er- 
wägen, was  äussere  Kräfte  zu  bewirken  vermögen  und  diese 
Erforschung  wollen  wir  ebenfalls  für  Punkte  oder  sehr  kleine 
Körper thellchen  unfernehmen. 
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K  a  1.  i  l  e  1     111. 

Von  den  ämsem    Ursoc/ien  der  Bewegung   oder  den  Kräften 


Erklärung   12. 
§.  117.     Dasjenige,   nas  den  absoluten  Zustiind  der  Körper 
zu  verändern  vermag,  ivirti  eine  Kraft  genannt    und    man  hat 
diese  für   eine  äussere  ürsaehe   nu   halten,    weil    der    Körper 
wegen  der  innerii  Ursachen  in  seinem  Zustande  verharren  wuide. 
Zusatz    1. 
g.  118.     Die  Ursacfjc  als«,  durch  welche  ein  ahsolut  ruhen- 
der Körper  zur  Bewegung  angetrieben,   oder  in  einem  mit  ab- 
soluter Bewegung  fortscbreitenden   KSrper  die  Geschwindigkeit 
oder  Richtung  geändert  wird,  nennen  wir  eine  Kraft. 
Zusatz   2. 
15.  119.     Die  Kraft  ist  daher  eine  Süssere  Ursache,  welche 
den  absoluten  Zustand   der  Körper    zu    verändern    vermag    und 
eo  lange  eine  solche  äussere  Ursache  nicht  hinzutritt,  verharret 
ein  Körper  in  demselben  absoluten  Zustande  entweder  der  Ituhe 
oder  der  gleiehformigen  geradlinigen  Bewegung. 
Erläuterung. 
§.  120.    Im  Körper  seihst  befmdet  sich  nichts,  was  seineu 
Zustand  zu  verändern  strebt  und  eben  desshalb  behaupten  wir. 
dass  jener  so   lange   in  demselben  Zustande    verharre,    als  er 
gleichsam    seinem   eigenen    Instinkte    folgt    und   keiner   äussern 
Einwirkung  unterworfen  wird.     Sobald  daher  der  absolute  Zu- 
stand irgend  eines  Körpers  sich  ändert,  können  wir  die  Ursache 
hiervon  sicher   nicht  in  ihm  selbst  suchen,  sonst  wurde  nSinlich 
keine  Aenderung  des  Zustandes  eintreten.    Indem    wir  den  Zu- 
stand so  erklärt  haben,  dass  ein  Körper  so  lange  in  demselben 
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verharre,  als  er  durch  keine  äussere  Ursachen  angetrieben  wird. 
Jene  innere  Ursache  aber,  in  Folge  welcher  der  Körper  in  dem- 
selben Zustande  verharret,  ist  seine  Trägheit  und  da  in  dieser 
der  Grund  alles  desjenigen  enthalten  ist,  was  im  Kiirpcr  die 
liuhe  oder  Bewegung  betriflft;  so  würde  jene  (die  Trägheit) 
nicht  nur  ganz  aufgehoben,  sondern  auch  gar  nicht  einmal  auf- 
gestellt werden  können,  wenn  im  Körper  etwas  enthalten  wiire, 
was  seinen  Zustand  zu  verändern  strebte.  Wenn  wir  daher 
das  Wort  Kraft  auf  diejenigen  Ursachen  heschränUen,  welche 
den  absoluten  Zustand  der  Körper  zu  verändern  im  Stande 
sind ;  so  kann  man  sicher  keinem  Kör|)er  die  Kraft  zutheilen, 
seinen  Zustand  zu  ändern.  So  oft  das  letztere  eintritt,  wird 
die  Ursache  oder  die  Kraft  nothwendig  stets  ausserhalb  des 
KCrpers  sich  beünden. 

Anmerkung  1. 
§.  121.  Hier  entsteht  daher  die  Frage:  woraus  entsprin- 
gen die  Kräfte,  durch  welche  der  Zustand  der  Kor- 
per nach  unserer  Wahrnehmung  sich  beständig  än- 
dert? hat  man  dieselben,  da  sie  sich  nicht  in  den 
Körpern  befinden,  unmateri  eilen  Substanzen  zuzu- 
schreiben?  Die  Philosophen  pflegen  auf  andere  Weise  zu 
arguraentiren.  Da  nämlich  der  Zustand  der  Körper  sich  bestän- 
dig ändert,  schliessen  sie,  dass  die  Ursache  dieser  Verände- 
rung in  den  Körpern  selbst  enthalten  sei  und  hieraus  folgern 
sie,  dass  die  einzelnen  Körper  mit  der  Kraut  begabt  seien, 
ihren  Zustand  beständig  zu  ändern  und  heben  so  das  Princip 
der  Trägheit  von  Grund  aus  auf.  In  dieser  Schi uss folge  machen 
sie  aber  einen  bedeutenden  Sprung ;  indem  wir  nämlich  den 
ersten  Theil,  dass  die  Ursache  der  Aenderung  des  Zustandes 
in  den  Körpern  liege,  zugeben,  leugnen  wir  durchaus  den  zwei- 
ten Theil,  dass  nämlich  die  einzelnen  Körper  die  Kraft  haben, 
ihren  Zustand  zu  verändern.  Wir  entfernen  nämlich  die  Ursache 
der  Zustandsänderung  nur  ton  dem  Körper,  dessen  Zustand 
sich  ändert  und  behaupten,  daes  dieselbe  in  andern  Körpern 
gesucht  werden  muss;  wir  legen  also  den  Körpern  die  Kraft 
hei,  den  Zustand  anderer  Körper,  nicht  ihren  eigenen  zu  verän- 
dern. Diess  kann  durchaus  nicht  absurd  erscheinen,  vielmehr 
folgt  eben  aus  der  Fähigkeit  emzelner  Körper  in  ihrem  Zustande 
zu  verharren,  dass  in  ihnen  Kräfte  enthalten  sein  müssen,  den 
Zustand  anderer  Korper  zu  ^erjndern.  In  einem  Haufen  meh- 
rerer  Körper  wird    e>i   nanilich.    wenn    sie  nicht   t;nt\ieder  alle 
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ruhen    oder    mit    gleichen    Geschwindigkeiten     nach 
Richtung  iortgetien,  tiothwendig  sich  ereignen ,  dass  die  einzel- 
nen nicht   in   ihrem   Zustande  verharren  kOnnen,  während   der 
Zustand  der  übrigen  unverändert  bleibt.     Denken  wir  uns  näni- 
Jieh  zwei  KBrper  A  und  ß,  von   weichen  jener  zu  diesem   ge- 
langt ist,  so  rat  OS  sicher  unmöglich,  dass  der  Körper  A  seine 
Bewegung  fortsetze,  ohne  dass  zugleich  dev  Körper  B  in  sei- 
nem Zustande  der  Ruhe  gestört  weide,  noch  dass   dur  Körper 
B  in  Ruhe   verharre,    ohne  dass   zugleich   die   Bewegung  des 
Körpers  A   aufhöre,     ßa  also  beide    nicht  zugleich    ihren  Zu- 
stand beibehalten  können,    so  muss  sich  entweder  der  Zustand 
beider,  oder  des  einen  von  beiden  ändern  und  zwar  eben  dess- 
bulb,  weil  beide  das  Bestreben  haben,   in   ihrem  Zustande  zu 
verharren.     Folglich  liefert   die  Fähigkeit  der  einaelnen  Körper, 
in  ihrem  Zustande  zu  verharren,  Kräfte,    durch  welche  der  Zu- 
stand anderer  verändert  werden  kann, 
Anmerkung  2. 
g.  122.     Wenn  wir  ferner  fragen,   warum  jene  beiden  Kör- 
per A  und  B  nicht  zugleich  in  ihrem  Zustande  verharren  kön- 
nen,   so   begreifen   wir,    dass  hieran    die    Und  urch  drin  glich  keil 
Schuld  ist.     Könnten   sich    nämlich    jene  Körper   wechselseitig 
durchdringen,  so  dass  der  eine  dem  andern  den  frei'sten  Durch- 
gang   gleichsam    durch    seine   Substanz    gestattete  i    so    würde 
nichts  den  Körper  A  verhindern,  seine   Bewegung   fortzusetzen 
und  den   Körper  B,   in  Ruhe   zu    verharren;    es  würden  daher 
beide  auf  diese  Weise  der  Trägheit  Folge  leisten.     Die  Ursache 
jener  Kräfte,  durch   welche  der  Zustand  der  Körper  verändert 
wird,  Ist  daher  nicht  nur  in  der  Trägheit,  sondern  in  der  Ver- 
bindung der  letztern  mit  der  Undurchdringlichkeit  anzunebmcn. 
Da  aber    die    Undurchdringlichkeit    nur    in  Bezug    auf  Körper 
ausgesprochen  werden  kann,   ferner  die  Körper  nothwendig  mit 
Trägheit  begabt  sind;    so   enthält  die  Undurchdringlichkeit  von 
selbst  die  Trägheit,   dergestalt  d<iss  die  erstere  allein  richtiger 
Weise  für  die  Quelle  derjenigen  Kräfte,  welche   den   Zustand 
der' Körper  verändern,    gehalten   wird.     Diese    Eigenschaft  der 
Körper,  als  den  Ursprung  aller  Kräfte  werden  wir  angemesse- 
ner Weise  genauer  untersuchen. 

Erklärung  13. 

§.123.  Die  Undurchdringliehkeitistdiejenige Eigenschaft, 

vermöge  welcher  zvvei  oder  mehrere  Körper  sich  nicht  an  demselben 
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Orte  befinden  können,  sie  erstreckt  sich  selbst  lul  die  kleinsten 
Eieniente  der  Ki)rper,  so  dass  tucb  nicht  <  muidl  £»ei  aolche 
Elemente  an  demselben  Orte  existireiL  können 

Zusatz   1. 

g.  124.  Vermöge  dieser  Eigenschaft  muss  wechselweise 
jeder  einzelne  Körper  ausserhalb  des  andern  existiren,  so  dass 
.twei  Körper  nicht  eiiimal  mit  ihren  kleinsten  Theilen  in  einan- 
der eindringen  können. 

Zusatz    2. 

§.  l'iS.  Da  die  Undurchdringlich  keit  eine  nothwendige  Ei- 
genschaft der  Körper  ist,  so  existirt  keine  Kraft,  welche  zwei 
Körper  an  denselben  Ort  z«  treiben  im  Stande  wäre  und  es 
ist  die  grOsste  Kraft  der  Hervorbringung  einer  solchen  Wirkung 
ebeti  so  wenig  gewachsen,  als  die  kleinste. 


§.  126.  Wie  daher  auch  immer  der  Zustand  der  Körper 
durch  Kräfte  geändert  werden  mag,  so  können  doch  niemals 
zwei  Elemente  oder  körperliche  Punkte  an  denselben  Ort  ge- 
trieben werden. 

Erläuterung  1. 

§,  127.  Fälschlich  werden  wider  diese  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Körper  gewisse  Versuche  angeführt,  nach  welchen 
Körper,  wie  man  sagt,  in  einander  einzudringen  scheinen.  Man 
sagt  nämlich,  eine  geworfene  Kugel  durchdringe  den  Thon, 
allein  hier  wird  das  Wort  durchdringen  in  einem  andern 
Sinne  genommen.  Kein  Theil  der  Kugel  gelangt  nämlich  au 
einen  derartigen  Ort,  an  welchem  in  Wirklichkeit  ein  Theil 
des  Thons  sich  befindet;  sondern  weil  jetzt  die  Kugel  einen 
vorher  vom  Thone  eingenommenen  Ort  einnimmt,  wendet  man 
das  Wort  Durchdringung  an.  Hier  leugnen  wir  aber  nur,  dass 
ein  Körper  irgend  einen  Ort  einnehmen  könne,  an  vvelcbem 
sich  zugleich  ein  anderer  befindet,  nicht  aber  einen  solchen,  an 
welchem  -sich  vorher  ein  anderer  Körper  befunden  hat. 
Eben  so  wenn  man  sagt,  dass  das  Wasser  einen  Schwamm 
durchdringe,  erfiillt  dasselbe  nur  die  Zwischenräume  oder  Poren 
des  letztern  und  da  man  diese  vorher  von  der  Substanz  des 
Sthwamnies  nicht  unterschied,  scheint  dieser  selbst  durchdrun- 
gen zu  sein.     Wenn  wir    aber   die  Sache  genauer  untersuchen. 
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werden  wir  begreifen,  <lass  nirgend  das  kleinste  Theilchen 
des  Schwammes  zugleich  mit  dem  Wasser  existirt.  Eben  so 
verhält  sich  die  Sache  bei  Körpern ,  welche  sich  in  einen  klei- 
nern Bäum  zusammendcacken  lassen;  es  werden  nämlich  nie- 
mals zwei  Theilchen  an  denselben  Ort  gebracht,  sondern  nur 
die  Zwischenräume  der  Theilchen  verengt  und  daher  die  vor- 
her sie  erfüllende  Materie  herausgetrieben.  Wenn  man  daher 
diess  gehörig  erwägt,  so  bleibt  kein  Zweifel  übrig,  dass  die 
Korper  im  durch  drin  glich  seien  oder  dass  zwei  Korper  nicht  zu- 
gleich an  demselben  Orte  esistiren. 

Erläuterung  % 

§.     1-28.     Die  Idee  der  ÜDdurchdcinglichkelt  stützt  sich  da- 
her auf  die  Idee  des  Ortes,  ohne  welche   sie  durchaus  nicht 
bestehen  kann.     Wäre   nämlich    der  Ort   nicht  etwas   von  den 
Körpern  Verschiedenes,  so  könnten  wir  auf  keine  Weise  ver- 
stehen,   was    die  ündurchdringlichkeit  sei.     Die    Philosophen, 
welche  die  Wirklichkeit  des    Ortes   leugnen,  sagen   /.war,  die 
Körper  existiren   nothwendig  ausser  sich;    was  aber  ausser- 
oder  innerhalb  sei,   wenn  ein    Ort    ohne  Körper    nichts  ist, 
erklären  sie  keinesweges.    Das,   was   wir  oben  über  die  abso- 
lute Ruhe  und  Bewegung  auseinander  gesetzt   haben,   beweis* 
vollkommen,  dass  der  Ort  nicht  ein  reiner  Begriff  des  Verstan- 
des ist  und  jetzt  ersehen  wir  aus  der  ündurchdringlichkeit  gana 
deutlich,  dass  die  Idee  des  Ortes  mehr  umfasst,  als  eine  blosse 
wechselseitige  Beziehung  der  Körper,  so  dass  nach  der  Aufhe- 
bung aller  Körper   auch   für  den    Ort  kein  Ort  übrig  bleiben 
würde.    Der  Ort  ist  daher  etwas,  was  von  den  Körpern  nicht 
abhängt  und  eben  so  wenig  ein  reiner  Begriff  des  Verstandes, 
was  er  aber   ausserhalb  des  letztem  tur   eine  Reellität  besitze, 
möchte   ich    nicht  zu  bestimmen  wagen,  wenn    wir  nicht  auch 
in  ihm   einige   Reellität    anerkennen    müssen.     Wenn  aber  die 
Philosophen  alte  Reellitäten  in  bestimmte  Klassen  theilen  und 
n  ahnen,  dass  der  Ort  auf  keine  von  ihnen  bezogen  werden  könne; 
so  möchte  ich  lieher  glauben,  dass  diese  Klassen  fälscblicb  von 
ihnen  aufgestellt  worden  sind,    indem   sie   die  darauf  zu  bezie- 
henden Dinge  nicht  hinreichend  erkannt  hatten.     Auf  ähnliche 
Weise   ist   das   Verhältniss  der  Zeit  beschaffen,   in    welchem 
sie  nichts  reelles    annehmen,    während  sie    doch  den   Worten 
vor-   und  nachher    nichts    desto    weniger  Reellität    beilegen. 
So  wie  daher  die  wahre  Idee  des  Ortes  und  des  Raumes  mehr 
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enthalt,  als  die  Reihe  folge  der  »ehen  einander  esi^^tir  enden  Dinge, 
80  enthalt  auch  die  wahre  Idee  der  Zeit  mehr,  als  die  Reihe- 
folge der  nach  einander  existirenden  Dinge;  obgleich  ich  zu- 
gebe, dass  die  ersten  Ideen  dieser  Dinge  l'i'ir  «ns  daraus  ent- 
standen sind. 

Anmerkung  I. 
§.  129.  Nachdem  die  Bedeutung  der  Undurchdringlichkeit 
aufgestellt  worden  ist,  trage  ich  kein  Bedenken,  darin  das  We- 
sen der  Kürper  zu  setzen-,  diess  erscheint  verwegen,  da  fast 
alle  Philosophen  einstimmig  verkünden,  dass  uns  das  Wesen 
der  Körper  unbekannt  sei.  Dies  gebe  ich  sicher  leicht  hinsicht- 
lich specleller  Kürper  zu  und  glaube  nicht,  dass  uns  das  We- 
sen des  Goldes  oder  Silbers  bekannt  ist.  In  welche  Sache  man 
nämlich  auch  das  Wesen  des  Goldes  setzen  mag,  so  ist  es 
doch  iingewiss,  ob  dieselbe  dem  Golde  auch  in  jedem  Zustande 
zukomme  und  ob  nicht  ein  anderer  Körper,  welcher  nicht  Gold 
ist,  mit  derselben  begabt  sei;  eben  diese  Ungewisshelt  hebt 
aber  jene  Behauptung  auf.  Wenn  aber  vom  Körper  im  Allge- 
meinen die  Rede  ist,  so  fürchte  ich  einen  solchen  Einwurf  nicht; 
wer  nämlich  leugnen  wollte,  dass  das  Wesen  der  Körper  in 
ihrer  Undurchdringlichkeit  liege,  würde  auch  leugnen  oder  we- 
nigstens bezweifeln  müssen,  dass  entweder  alle  Körper  undurch- 
dringlich oder  umgekehrt  dass  alles ,  was  undurchdringlith  ist, 
ein  Körper  sei.  Kein  Philosoph  wird  nämlich  bezweifeln,  dass 
in  eine  Eigenschaft,  welche  allen  Körpern  und  ihnen  allein  zu- 
kommt, das  Wesen  derselben  zu  setzen  sei.  Zuerst  ist  es 
aber  ganz  entschieden,  dass  alle  Körper  undurchdringlich  sind. 
Wären  nämlich  ausgedehnte  und  mit  TrÄgheit  begabte  Dinge 
gegeben,  welche  sich  seihst  überlassen  entweder  rubelen  oder 
sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  bewegten;  so  würde  doch, 
wenn  sie  der  Undurchdringlichkeit  entbehrten,  niemand  sie  zu 
den  Körpern  zählen.  Daher  hält  man  Schatten  und  Bilder, 
welche  durch  optische  Maschinen  dargestellt  werden,  nicht  für 
Körper.  Ferner  muss  alles,  was  undurchdringlich  ist,  auch  noth- 
wendig  ausgedehnt  und  mit  Trägheit  begabt  sein,  ohne  Aus- 
dehnung kann  man  sich  nämlich  keine  Undurchdringlichkeit 
denken.  Ferner  müsste  es  durchaus  beweglich  sein,  und  wenn 
man  Beweglichkeit  voraussetzt,  so  folgt  daraus  auch  das  Da- 
sein der  Trägheit.  Es  ist  darum  kein  Grund  vorhanden,  wa- 
rum nicht  alles,  was  undurchdringlich  ist,  für  einen  Körper  ge- 
halteu  werden  sollte. 
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Anmerkung  2. 
§.  130.  Ein  schwererer  Einwurf  gegen  diese  Meinung  kann 
daraus  abgeleitet  werden,  däss  wir  die  Undurchdringlichkeit  an 
sich  nicht  begreifen  können,  weil  sie  ihrer  Bedeutung  nach 
nothwendig  mehrere  Kürper  umfasst.  Hiernach  gebe  ich  leicht 
zu,  dass  die  Erklärung,  nach  welcher  ein  Körper  eine  undurch- 
dringliche Substanz  genannt  wird,  mit  den  Regeln  des  Philoso- 
phirens  nicht  übereinstimmt;  nicht  weil  wir  auf  unrechte  Weise 
das  Wesen  der  Körper  in  ihre  Vn durch dringlicbk ei t  setzen, 
sondern  weil  man  diese  Erklärung  ohne  den  vorher  aufgestell- 
ten Begriff  eines  Körpers  nicht  verstehen  kann.  Wenn  je- 
mand fragte,  was  eine  undurchdringliche  Substanz  s«i  und  man 
hierauf  antwortete,  sie  sei  etwas,  was  von  Körpern,  d.  h.  von 
andern  undurchdringlichen  Substanzen  nicht  durchdrungen  wer- 
den könne;  so  wäre  die  Sache  keineswegs  abgemacht.  Obgleich 
wir  aber  diese  Eigenschaft  nur  aus  der  wechselseitigen  Ver- 
gleichung  der  Kötpet  erkennen,  so  findet  doch  kein  Zweifel 
statt,  dass  der  Grund  der  Undurchdringlichkeit  in  einer  gewissen 
innern  Eigenschaft  eines  jeden  Körpers  liege;  so  dass  alle 
Körper  eine  gewisse  bestimmte  Eigenschaft  besitzen,  vermöge 
welcher  sie  untereinander  undurchdringlich  sind.  Diese  Eigen- 
schaft wird  man  vielleicht  nicht  unpassend  Festigkeit  nennen, 
durch  welche  gleichsam  eine  Materiellität  gebildet  wird ,  die 
man  mit  Recht  lur  das  Wesen  der  Kürper  halten  kann.  Ich 
gestehe  freilich  ein,  dass  die  Sache  fast  darauf  hinauskommt, 
als  wenn  man  sagte,  das  Wesen  der  Körper  bestehe  in  ihrer 
Körperlichkeit.  Jedoch  führt  die  Undurclidringlichkeit  uns 
zum  Ursprung  der  Kräfte  und  unterscheidet  sieh  so  von  einem 
leeren  Tone,  was  näher  auseinander  gesetzt  zu  werden  verdient. 

Lehrsatz  2. 
§.  131.  Wenn  zwei  Körper  so  zusammentreffen,  dass  kei- 
ner von  beiden  seinen  Zustand  beibehalten,  noch  der  eine  den 
andern  durchdringen  kann;  so  wirken  sie  wechselseitig  aufein- 
ander und  übe«  Kräfte  aus,  durch  welche  ihr  Zustand  verän 
dert  wird. 

Beweis. 
Da  die  Körper  in  einem  derartigen  Zustande  vorausgesetzt 
werden,    dass    sie    nur  dann  in    demselben   verharren  können, 
wenn  sie  einander  dutchdrinsen ;  so  muss,  weil  eine  Durchdrin- 
gung auf  keine  Weise  möglich  ist,  nothnendig  eine  Äenderung 
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in  ihrem  Zustande  eintreten.  Da  ferner  ilet  Zustand  der  Körper 
sich  ohne  äussere  Kräfte  nicht  ändern  kann,  im  vorausgesetzten 
Falle  aber  eine  solche  Äendernng  wirklich  hervorgebracht  wird, 
so  müssen  ohne  Zweifel  Kräfte  da  sein,  denen  man  diese  Wir- 
kung zuzuschreiben  hat.  Man  kann  daher  die  Fragen  aufstellen: 
woraus  entspringen  diese  Kräfte?  entspringen  sie  aus  der  ün- 
durchdringlichkeit  der  Kürper  oder  aus  etvras  anderm?  Behaup- 
tet man  das  letztere,  so  kann  man  die  Entstehung  wenigstens 
in  Gedanken  aufheben  und  es  würde  daher,  unter  Vorbehalt 
der  Undurchdringlichkeit,  keine  Aenderuiig  des  Zustande»  ein- 
treten, die  Körper  müssten  mithin  einander  durchdringen  und 
weil  diess  absurd  wäre,  müssten  jene  Kräfte  notbwendig  durch 
die  Undurchdringlichkeit  erzeugt  werden.  Sobald  nämlich  Kör- 
per nicht  in  ihrem  Zustande  Tcrharren  kiinnen,  ohne  sich  weeh- 
selseitig  zu  durchdringen,  erzeugt  eben  die  Undurchdringlichkeit 
Kräfte,  durch  welche  ihr  Zustand  so  verändert  wird,  dass  die 
Durchdringung  vermieden  werde.  Während  nun  diese  Kräfte 
ihre  Wirkung  ausüben,  sagt  man,  dass  die  Kürper  auf  einander 
wirken  und  der  eine  den  Zustand  des  andern  verändert, 
Zusatz  1. 
§.  132.  Körper  wirken  daher  auf  einander,  wenn  sie  so 
zusammentreffen,  dass  sie  einzeln  nicht  in  ihrem  Zustande  ver- 
harren können,  ohne  sich  wechselseitig  zu  durchdringen.  Hier- 
aus kann  man  einen  bestimmten  Begriff  der  Wirksamkeit  der 
Körper  entnehmen,  welcher  bei  den  meisten  Schriftstellern  nicht 
hinreichend  tlar  zu  sein  pflegt. 

Zusatz    i. 
g.  133.     Die  Kräfte,    welche  in    diesem    Falle   den  Zustand 
der  Körper  verändern,    entspringen    aus  ihrer  Undurchdringlich- 
keit und    bringen   eine  so    grosse  Wirkung    hervor,    dass    die 
Durchdringung    verhindert  wird.     Sie   werden    ferner    stets    so 
gross  sein,   dass   sie   zur  Erreichung  dieses  Zweckes  genügen. 
Zusatz  3. 
§.  134,     Die  Grösse  dieser  Kräfte  wiril  nicht  durch  die  Un- 
durchdringlichkeit, welche  nämlich  nicht  messbar  ist,  bestimmt, 
sondern  durch  die  Aenderung  des  Zustandes,  wodurch  bewirkt 
werden  soll,  dass  die  Körper  sich  wechelseitig  nicht  durchdringen. 
Zusatz  4. 
§.  135.     Diese  Kräfte,  welche  aus  der  Undurchdringlichkeit 
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entspringen,  werden  eich  datier  nur  so  weit  zeigen,  als  der 
Durchdringung  zu  begegnen  ist  und  wie  grosse  Kräfte  hierzu 
auch  erforderlich  sein  mögen,  so  wird  die  Undurchdringliuhkeit 
sie  immer  liefern,  wenn  nur  die  Durchdringung  keinesweges 
eintreten  kann. 

Erläuterung  I. 
§.  136.  Wird  irgend  ein  Körper  durch  andere  verhindert, 
wenn  er  ruhet,  in  Ruhe  zu  verharren  und  wenn  er  sich  bewegt, 
gleichförmig  in  gerader  Linie  fortzuschreiten;  so  erzeugt  so 
wohl  seine  eigene,  als  auch  die  Undurchdringiichkeit  jener 
Körper  die  zur  Aenderung  des  Zustantles  erforderlichen  Kräfte. 
Wäre  nämlich  derselbe,  oder  diese  durchdringlich,  so  würde 
es  keiner  Kräfte  bedürfen;  die  letztern  entspringen  daher  nicht 
aus  der  Undurchdringlich keit  eines  einzigen,  sondern  zweier 
oder  mehrerer  Körper  vereint.  Die  Undurchdringiichkeit  kann 
man  sich  sicher  nicht  ohne  einen  unbesiegbaren  Widerstand 
denken  und  sie  wird  daher  mit  Recht  für  die  Quelle  jeiier 
Kräfte  gehalten ,  welche  die  Durchdringung  verhindern.  Die 
bisher  aufgestellten  Lehren  kommen  darauf  hinaus,  dass  die 
Körper  wegen  der  ihnen  inwobncnden  Trägheit  so  lange  in 
ihrem  Zustande  der  Ruhe  oder  der  gleichmässigen  geradlinigen 
Bewegung  verharren,  als  keine  Durchdringung  zu  befürchten 
ist.  Sobald  sie  aber  ihren  Zustand  nicht  mehr  beibehalten  kön- 
nen, ohne  dass  eine  Durchdringung  eintreten  wfirde,  liefert  die 
Undurchdringiichkeit  so  grosse  Kräfte,  dass  diese  den  Zustand 
der  Körper  angemessen  verändern,  um  jede  Durchdringung  ab- 
zuwenden. Da  nun  die  Welt  von  Körpern  erfüllt  ist,  deren 
Zustand  so  verschieden  ist,  dass,  wenn  irgend  welche  von  ihnen 
selbst  den  kleinsten  Zeitraum  hindurch  in  demselben  Zustande 
blieben,  die  Durchdringung  überall  erfolgen  würde;  so  entspringt 
hieraus  die  reichste  Quelle  von  Kräften,  welche  den  Zustand 
der  Körper  beständig  verändern  werden.  Obgleich  wir  daher 
gleichsam  eine  unendliche  Menge  von  Kräften  in  der  Welt  zu- 
geben, welche  aus  den  Körpern  entspringen,  so  sind  wir  doch 
durchaus  der  Meinung  derjenigen  entgegen,  welche  den  Körpern 
das  Bestreben  beilegen,  ihren  Zustand  beständig  zu  verändern. 
Diese  Kräfte  haben  nämlich  nicht  das  Bestrehen,  dlrect  den 
Zustand  der  Körper  zu  verändern ,  sondern  die  Durchdringung 
abzuwenden  und  wenn  diese  nicht  zu  besorgen  wäre,  würden  gar 
keine  derartige  Kräfte  in  der  Welt  existiren. 
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Erläuteriing  2. 
§.  137.     Nun    entsteht   hier    die  Frage,    ob    duichaua    alle 
Kräfte,  deren  Wirkung  in  der  Welt  wir  bewundern,  aus  dieser 
Quelle  entspringen,    d.  h.  ob    der    Zustand    der  K.<!rper    durch 
keine  andern  Kräfte  als  diese,  welche   die  Gefahr  der  Durch- 
dringung  liefert,  verändert  werden   könne.    Zuerst   ist  es   nun 
nicht  Sache  der  Mechanik,  zu  bestimmen,  ob  Geister  auf  Kör- 
per zu  wirken   und  ihren  Zustand   zu  verändern  vermögen;  in- 
dessen  finden   wir  in    den  Körpern  nichts,  was  einer  geistigen 
Einwirkung  zuwider  wäre.     Ferner  erscheint  die  Wirksamkeit  auf 
Körper  nicht  als  so  schwierig,  dass  man  dieselbe  allein  der  All- 
macht des  göttlichen  Willens  zuschreiben  müsste,  da  man  sie 
selbst  den   gemeinsten    Körpern    beilegen   muss.    Wir  müssen 
vielmehr  gestehen,  dass   wir  keinen  Grund  sehen,   warum  wir 
den  Geistern  die  Macht  auf  Körper  zu  wirken  bestreiten  sollten, 
wenn    wir  auch    keineswegs  die  Weise  angeben  können,   nach 
welcher  sie  wirken.     Ob  aber  Körper  auf  andere  Weise,  als  die 
von  uns  erklärte,  wechselseitig  auf  einander  zu  wirken  vermögen, 
dies   glauben   wir  verneinen  zu  mfissen.    Wirkten  sie  nämlich 
auch  dann,  wenn  keine  Gefahr  der  iDurchdringung  vorhanden  wäre, 
so  wfirden  sie  in    der    Entfernung   wirken  und  es  wäre  als- 
dann nicht  klar,  wie  hierdurch  die  Erhaltung  des  Zustandes  ge- 
stört   werden  könnte.     Da   ferner  jene  Wirksamkeit  nicht  aus 
der    ün durch dringlicbkeit  hervorginge,  so  müssten    die  Kräfte 
auf  gleiche  Weise    wirken,    obgleich    die    Körper    durchdring- 
lich  wären   und  wie  alsdann   eine   Wirkung  bestehen  könne,  ist 
nicht  klar.     Hiernach  ist  es  höchst    wahrscheinlich,    dass    die 
Körper  wechselseitig  auf  einander  keine  andern  Kräfte  ausüben, 
als  die  zur  Abwendung    der  Durchdringung  erforderlichen,  und 
da  diese  Krälte  nicht  kleiner  sein    können,   als    dieser  Zweck 
sie  erfordert,  so  wird  man  sie  auch  nicht  grösser,  als  zu  diesem 
Zweck  ausreichend,  aufstellen    können.     Uebrigens  können  wir 
hier  keine  bestimmten  Behauptungen  aufstellen,  sondern  müssen 
damit  zufrieden  sein,  dass  wir  eine  reiche  Quelle  von  Kräften, 
welche  in  der  Welt  wirken,  entdeckt  haben;  dass  ferner  hieraus 
zugleich  eine  wechselseitige  Wirksamkeit  der  Körper  entspringt, 
welche  viele  Philosophen  entweder  geleugnet  oder  in  das  stärkste 
Dunkel  gehüllt  haben,  siebt   man  vortrefflich   genug  ein.     Wie 
gross  aber  und  in  welchem  Falle  diese  Kräfte  aus  der  Undurch- 
dringlichkeit  der  Körper  hervorgeben  und  auf  welche  Welse  der 
Zustand  der  Körper  durch  sie  verändert  wird,  können  wir  nicht 
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eher  liestimmen ,  als  liis  wir  im  Allgemeinen  die  Wirksamkeit 
der  Kräfte  untersucht  haben  werden. 
Anmerkung. 
§.  138,  Nachdem  wir  den  Ursprung  der  Kräfte  durchschaut 
haben,  können  wir  mit  Recht  annehmen,  dass  es  in  der  Welt 
KrRfte  gebe,  durch  welche  der  Zustand  der  Kürper  verändert 
wird,  in  wie  fern  aber  derartige  auf  die  KHrper  wirkende 
Kräfte  einander  das  Gleichgewicht  halten,  pflegt  in  der  Statik 
oder  Dynamik  behandelt  zu  werden,  wo  man  durch  ihre  Mes- 
sung lehrt,  dass  einzelne  Kräfte  nicht  nur  grösser  oder  kleiner 
als  andere  sind,  sondern  dass  dieselben  auch  ein  bestimmtes  Ver- 
hältniss  zu  einander  haben.  Man  muss  nämlich  die  Kräfte  auf 
eine  Art  von  Grössen  beziehen,  da  sie  durch  das  Verhältniss 
der  Grosse  mit  einander  verglichen  werden  können;  aus  der 
Statik  wissen  wir  aber,  wann  man  zwei  Kräfte  als  einander  gleich 
oder  nach  einem  gegebenen  Verhältniss  ungleich  anzunehmen 
hat.  Damit  wir  nun  leichter  ihre  Wirkung  in  Bezug  auf  die 
Veränderung  des  Zustandes  der  Körper  erforschen,  ist  es  nicht 
nur  angemessen,  von  unendlich  kleinen  Kiirpcrchen,  auf  welche 
sie  wirken,  auszugehen,  so  wie  wir  auch  von  hier  aus  die  ganze 
Behandlung  der  Bewegung  gezogen  haben;  sondern  wir  werden 
auch  nur  eine  augenblickliche  Wirksamkeit  der  Kräfte  untersu- 
chen. Wir  werden  daher  erforschen,  wieviel  sie  in  den  einzel- 
nen Zeitelementen  bewirken,  weil  es  möglich  ist,  dass  im  Laufe 
der  Zeit  die  Grösse  der  Kräfte  sich  ändere.  Wenn  wir  hier- 
nach die  Principien  für  unendlich  kleine  Körperchen  und  ein 
unendlich  kleines  Zeitintervall  aufgestellt  haben,  wird  es  nicht 
schwierig  sein,  durch  Integrationen  zur  Bewegung  der  Körper, 
welche  sich  in  endlicher  Zeit  verändert,  überzugehen. 

Erklärung  14. 
§.  ]3'J.  Die  in  einem  gegehcnen  Zeit  theit  eben  auf 
ein  gegebe  n es  Körperchen  hervorgebrachte  Wir- 
kung einer  Kraft  nennt  man  denjenigen  kleinen  Weg,  über 
welchen  ein  ruhender  Körper  fortgeführt,  oder  ein  sieh  bewe- 
gender Körper  jenseits  des  Weges,  welchen  er  in  Folge  der 
Trägheit  durchlaufen  würde,  fortgetrieben  wird. 

Zusatz  ], 
§.  140.     Diese  Bestimmung  der  Wirkung  ist  keine  absolute, 
sondern   eine   an    einen  bestimmten  Körper  und  eine  bestimmte 
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Zeit  gebiindene  und  da  man  die  beiden  letztern  als  unendlich 
klein  ansieht,  so  wird  auf  diese  Weise  jede  anders  woher  etwa 
hinzukommende  Veränderlichkeit  aufgehoben. 
Zusatz  2. 
g.  141.  Wenn  daher  unter  der  Voraussetzung  eines  klei- 
nen Körpers  und  Zeittheitchens  der  kleine  Weg  derselbe  ist, 
so  wird  auch  die  Wirkung  dieselbe  sein,  wesshalb  man  auch 
die  Kraft  für  dieselbe  zu  halten  hat;  und  zwar  wird  dies  der 
Fall  sein,    mag  der  kleine  Körper  ruhen  oder  eich  schon  be. 

'^^^""^  Zusatz    3. 

§.  14'2.  Wenn  nämlich  ein  kleiner  Körper  sich  bewegt,  so 
wird  die  Kraft  nur  in  soweit  abgeschätzt,  als  jener  über  einen 
bestimmten  kleinen  Weg  jenseits  desjenigen,  welchen  er  ver- 
möge der  bereits  inwohnenden  Bewegung  durchlaufen  wörile, 
fortgehieben  wird ;  denn  umgekehrt  schätzt  man  nach  der  Grösse 
dieses  kleinen  Weges  die  Kraft  ab. 

Erläuterung.    1. 

§.  143.  In  der  Statik,  aus  welcher  wir  die  Messung  der 
Kräfte  schöjifen,  betrachtet  man  die  Körper,  an  denen  sie  au- 
gebracht werden,  als  in  Ruhe  befindlich,  es  wird  daher  von 
dort  ans  nichts  über  die  Messung  derjenigen  Krälte,  welche 
auf  sich  bewegende  Körper  wirken,  bestimmt,  so  dass  diese 
Messung  uns  ganz  in  der  Mechanik  überlassen  bleibt.  Denken 
wir  uns  daher  (Figur  11.)  einen  in  S  ruhenden  Punkt  oder  klei- 
nen Körper,  welcher  durch  eine  gewisse  Kraft^p  in  der  Rich- 
tung Sa  angetrieben  wird;  alsdann  wird  die  Wirkung  darin  be- 
stehen, dass  jeuer  in  einem  gegebenen  Zeittbeilchen  =  dt  über 
irgend  einen  bestimmten  kleinen  Weg  Ss^f^ca  fortgeführt  wird. 
Wie  dieser  sowohl  von  der  Kraft  p,  als  auch  von  dem  Zeit- 
theilcben  dt  abhängig  ist,  werden  wir  ^ipater  bestimmen.  Hier 
bemerke  ich  nur,  dass,  wenn  der  kleine  Körper  eine  Bewegung 
hätte,  vermöge  welcher  er  in  dem  Zeittheilchen  dt  den  Weg 
S^=ids  (Figur  12.)  beschreiben  würde,  er  als  durch  die  gleiche 
Kraft  angetrieben  angesehen  werden  müsste,  wenn  er  in  dem- 
selben Zeittheilchen  dt  jenseits  s  über  den  gleichen  kleinen 
Weg  sff  =  da  fortgeführt  würde.  Wir  setzen  hierbei  voraus, 
dass  ihn  die  Kraft  nach  der  Richtung  Ss  der  Bewegung  antreibt. 
Hätte  aber  die  Kraft  die  entgegengesetzte  Richtung  und  wird 
der  kleine  Körper  durch  sie  in  demselben  ZeiUheilchen  dt  über 
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den  gleichen  kleinen  Wet;  sö  =  rfM  (Figur  13.)  zurückgetrieben, 
so  hat  man  die  Kraft  gleich  jener  frühem,  d.  h.=;;>  anzuneh- 
men. Allgemein,  wenn  der  kleine  Kürper  eine  Bewegung  hat, 
vermöge  welcher  sein  im  Zeittheilchen  dt  durchlaufener  Weg 
Ss  =^  ds  (Figur  14.)  sein  würde  und  wird  er  durch  eine  gewisse 
Kraft  in  der  Richtung  SK  angetrieben;  so  bewirkt  diese,  dass 
er  nach  Verlauf  der  Zeit  dt  sich  nicht  in  s,  sondern  in  e  be- 
finden wird.  Man  wird  sich  daher  denken  können,  dass  er  von 
(  nach  ff  äher  den  kleinen  Weg  sß,  parallel  der  Richtung  der 
Kraft,  fortgeführt  xvorden  sei,  obgleich  er  in  der  Wüklichkeit, 
wegen  der  beständigen  Wirksamkeit  der  Kraft,  von  Ä  nach  a 
auf  einem  gl  eich  massigen  Wege  gelangt  sein  wird.  Endlieh 
hat  man  dann  erst  diese  Kraft  ST  jener  p,  welche  denselben 
ruhenden  kleinen  Körper  antrieb,  gleich  zu  halten,  wenn  dieser 
Weg  sd  jenem  Ss  (Figur  11.)  gleich  ist. 

ErlUutening  2. 
§.  144.  Für  Kräfte,  welche  auf  sich  schon  bewegende 
Körper  einwirken,  stellen  wir  daher  die  Regel  sie  zu  messen 
auf,  dass  wir  sie  für  denjenigen  Kräften  gleich  halten,  welche 
auf  dieselben  sich  in  Ruhe  befindenden  Körper  in  derselben 
Zeit  dieselbe  Wirkung  hervorbringen  würden.  Dieses  Verfahren 
bedarf  keines  Beweises,  weil  es  sich  auf  die  Erklärung  stfitaf 
und  es  uns  noch  frei  stand,  diese  aufzustellen.  Wenn  daher 
für  eine  beliebige  Bewegung  die  kleinen  Wege  sa  (Figur  12, 
]3  und  14.)  gleich  sind  dem  kleinen  Woge  Ss  (Fig.  11.),  über 
welchen  derselbe  ruhende  kleine  Kfirper  in  demselben  Zeittheil- 
chen durch  die  Kraft  p  fortgefidirt  wird;  so  nennen  wir  auch 
jene  Kräfte" dieser  gleich,  und  zwar  kann  uns  diese  mit  obiger 
Regel  übereinstimmende  Freiheit  um  so  weniger  jemand  neh- 
men, als  diese  Benennung  auch  mit  der  allgemeinen  Redeweise 
übereinstimmt.  Ferner  behaupte  icli  nicht,  das«  dieselheu  An- 
triebe, welche  vvir  in  der  Welt  nahrnehmen,  gleiche  Wirkungen 
auf  denselben  Körper  hervorbringen,  wenn  dieser  ruhet  oder 
sich  bewegt;  vielmehr  gebe  ich  durchaus  zu,  dass  derselbe 
Körper  ganz  anders  durch  einen  Fluss  fortgetrieben  wird,  wenn 
er  sich  bewegt  oder  ruhet.  Aber  eben  dieses  Beispiel  bestä- 
tigt auf  vortreffliche  Weise  unsere  Regel,  nach  welcher  wir  die 
Kräfte  messen;  indem  wir  nämlich  behaupten,  dass  derselbe 
Körper  anders  durch  einen  Fluss  angetrieben  werde,  je  nach- 
dem er  ruhet  oder  sich  bewegt,  erkennen  wir  ungleiche  Kräfte 
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nn  «rnl  sthiitzen  für  einen  sich  bewegeniien  Küiper  die  Kiaft 
genau  eben  so  gross  ab,  als  eine,  welche  auf  den  ruhenden 
Körper  dieselbe  Wirkung  hervorbringen  wifrde.  Hieraus  wird 
auch,  wenn  es  sich  um  Körper  handelt,  welche  sich  in  einem 
Flusse  bewegen,  fär  jeden  Grad  der  Geschwindigkeit  die  Kraft 
genau  bestimmt,  welche  der  Fluss  wirklich  auf  den  Küiper  aus- 
(ibt  nnd  sie  wird  stets  eben  so  gross  gesetzt,  als  diejenit^e, 
wclohe  auf  denselben  sich  in  Ruhe  befindenden  KOrper  dieselbe 
Wirkung  hervorbringen  würde.  Daher  gehört  die  in  den  frühem 
Theilen  angestellte  Eintheilung  der  Kräfte  in  absolute  und  re- 
lative eigentlich  nicht  hierher,  da  man  in  jedem  Falle  und  für 
jeden  Augenblick  diejenige  Kraft  in  die  Rechnung  einführen 
muss,  welche  einen  sich  bewegenden  Körper  eben  so,  wie  einen 
ruhenden  antreibt.  Bei  der  Betrachtung  der  Kräfte  selbst  kommt 
sehr  viel  darauf  an,  zu  wissen,  ob  sie  auf  sich  bewegende  Kör- 
per eben  so  wie  auf  ruhende  wirken,  oder  nicht 
Anmerkniig. 
g.  14Ö.  Was  also  die  Grösse  der  Kräfte  betrifft,  welche 
kleine  sieh  bewegende  Körper  antreiben,  so  ergibt  sich  dieselbe 
aus  der  Wirkung  oder  dem  in  der  Erklärung  beschriebenen 
kleinen  Wege  eben  so,  als  wenn  die  KOrperchen  ruheten. 
Wenn  nämlich  der  kleine  in  S  ruhende  Körper  durch  die  Kraft 
p  in  dem  Zeittheilchen  dt  über  den  kleinen  Weg  Sa  =  dm 
(Figur  II.)  fortgestossen  wird;  so  wird  derselbe  Körper,  im  FaH 
er  sich  so  bewegte,  daes  er  in  der  kleinen  Zeit  dt  den  Weg 
Ss-=^ds  (Figur  ]2,  13  und  14.)  durchlaufen  würde,  als  durch 
die  gleiche  Kraft  p  angetrieben  betrachtet  werden,  wenn  er  jen- 
seits des  Weges  Ss  ausserdem  über  den  kleinen  Weg  saT=dta, 
in  der  Richtung  der  Kraft  fnrtgeliihrt  wird.  Diese  Bewegung 
des  Körpers  wird  daher  durchaus  nichts  in  der  Wirkung  der 
Kraft  verandern.  Wenn  aber  der  Weg  so  (Fig.  12,  13  und  14,) 
grösser  oder  kleiner  ist,  als  der  kleine  Weg  Sc  (Figur  11.). 
80  ersehen  wir,  dass  der  kleine  Korper  durch  eine  grössere 
oder  kleinere  Kraft  angetrieben  wird.  Wcmi  wir  demnach  die 
Wirkungen  beliebiger  Kräfte  auf  ruhende  Kiirperchen  zu  be- 
stimmen im  Stande  sind,  so  werden  wir  auch  die  Wirkungen 
aller  Kräfte  auf  sich  bewegende  Korper  bestimmen  können, 
wenn  wir  nur  in  jedem  Falle  die  Kräfte,  durch  welche  sich 
bewegende  Körperchen  angetrieben  werden,  richtig  bestimmen. 
Hierbei  ist  dies  stels  festzuhalten,  dass  man  einen  sich  bewe- 
genden kleinen   Körper  als    durch   eine   Kraft  :=  p  angetrieben 
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annehmen  muss,  wenn  die  auf  ihn  hervorgebrachte  Wirkung 
derjenigen  gleich  ist,  welche  diese  Uxait  auf  dasselbe  ruhende 
Kürperchen  in  deiselben  Zeit  hervorbringen  wurde.  Sehen  wir 
daher,  wie  hei  einem  ruhenden  Kürperchen  der  kleine  Weg  Sa 
^da>  sich  verhalten  wird,  wenn  andere  und  andere  Kräfte,  de- 
ren Messung  In  der  Statik  gelehrt  wird,  dasselbe  antreiben. 

Lehrsatz   2. 
§.  146.    Die  kleinen  Wege,  über  welche  derselbe  rnheitde 
kleine  Kürper  in  demselben  Zeittheilchen  dt  durch  verschiedene 
KrSfte  fortgeführt  wird,  sind  den  letztem  proportional. 
Beweis. 
Gesetzt  der  kleine   Kürper  werde  durch    die  Kraft  =  p  im 
Zeittheilchen  dt  iiber  den   kleinen  Weg  dm  forfgeCubrt,   so  wird 
er,  wenn  zugleich  eine  ander©  Kraft  =  /;  ihn  in  derselben  Rich- 
tung antreibt,   durch  diese  zweite    Kraft   ebenfalls    über    einen 
kleinen   Weg  z=  da  fortgeführt    werden;    weil    diese  Wirkung 
durch   die  erstere,  welche   nur    eine   kleine  Bewegung  hervor- 
bringt, keine  Störung   erleiden  wird.     Der  durch  eine  Kraut  2p 
tbrtgetri ebene  kleine  Kürper  wird  daher  in  dem  Zeittheilchen= 
dt   über   den   kleinen  Weg  =  ^da  for^eföhrt    werden.     Wenn 
anf  ähnliche  Welse  heliebig  viele,  p  gleiche  Kräfte,  deren  An- 
zahl ^  n  sei,    zugleich    nach  derselben  Richtung,  auf  denselben 
ruhenden  kleinen  Kürper  während  des  Zeittheilchen  dt  wirken; 
so  werden  sie  ihn  über  den  kleinen  Weg=?wdoj  forttreiben  und 
dieser  ist  daher  die  Wirkung  der  Kraft  =  hjj. 
Zusatz   1. 
§.  1*7.     Wenn    daher  von  zwei    gleichen  ruhenden  kleineu 
Körpern  der  eine  durch  eine  Kraft  :=p,  der  andere  durch  eine 
Kraft  =  P  angetrieben   wird   und  dieselben    während  des  Zeit, 
theilchens  dt  respective  die  kleinen  Wege  dta  und  d£l  zurück- 
legen ,  so  haben  wir      dia  :  dSi  =p  :  P. 
Zusatz  2. 
§.  148.    Es  sind    daher    diese    in    demselben    Zeittheilchen 
hervorgebrachten    Wirkungen   den  Kräften   proportional,    wobei 
wir  dasselbe  Maass  der  Kräfte  angenommen  haben,  welches  in 
der  Statik  gelehrt  wird. 

Anmerkung   1, 
§.  149.     Die  Grundlüge  dieses  Beweises  besteht  darin,  dnss 
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ich  (tic  Kräfte  nur  als  wSbrend  einer  uiieii(!iicli  Ideinen  Zeit 
wirkend  annehme,  so  dass  im  kleinen  Kürper  auch  nur  eine  un- 
endlich kleine  Bewegung,  welche  man  für  Null  halten  kann, 
erzeugt  wird.  Da  es  sich  nämlich  ereignen  kann,  dass  derselbe 
Anstuss,  weli'her  bei  einem  ruhenden  kleinen  Kürper  die  Kiai't 
■=  p  zeigt,  bei  dem  sieh  bewegenden  eine  andere  Kraft 
Keige,  so  findet  diese  Ausnahme  in  nnserm  Lehrsa'tze  nicht 
statt.  Denn  wenn  wir  uns  auch  mehrere  p  gleiche  Kräfte 
gleichsam  nach  einander  auf  den  kleinen  Körper  wirkend  den- 
ken, so  werden  sie  eiiiücln  in  ihm  diec-eibe  Wirkung  hervorbrin- 
gen, als  ob  er  ruhete  und  es  nird  die  unendlich  kleine  Bewe- 
gung nicht  das  Geringste  in  ihrer  Wirksamkeit  verändern. 
Diese  Aufeinanderfolge,  welche  wir  nur  in  Gedanken  zugelassen 
haben,  muss  aber  ganz  beseitigt  werden,  so  dass  wir  die  ganze 
Kraft  nur  während  des  kleinen  Zeittheilchens  dt  als  wirksam 
nnnehmen. 

Anmerkung  2. 
§.  150.  Stellt  man  die  Frage,  warum  die  bestimmte  Kraft 
p  auf  den  gegebenen  kleinen  Körper  während  dts  Zeittheil- 
chens dt  die  bestimmte  Wirkung  da  hervosbringt;  so  liegt  der 
Grund  hiervon  darin,  dass  in  dem  Körper  eine  gewisse  be- 
stimmte Fähigkeit,  in  Ruhe  zu  verharren,  d.  h.  seine  Trägheit 
sich  befmdet.  Eine  solche  Fähigkeit,  in  Ruhe  zu  verharren, 
können  wir  uns  aber  nicht  ohne  ein  gewisses  Widerstreben 
denken,  welches  der  Erzeugung  der  Bewegung  entgegenwirkt 
und  je  grösser  oder  kleiner  dasselbe  ist,  desto  schwerer  oder 
leichter  wird  der  Wirksamkeit  der  Kraft  Folge  geleistet  werden. 
Da  nun  diese  Fähigkeit  mit  der  Trägheit  Übereinstimmt,  so 
sieht  mau  ein,  dass  man  die  letztere  zu  den  Grössen  zu  zählen 
habe,  so  dass  die  Trägheit  verschiedener  kleiner  Körper  nach 
Verhäitniss  ihrer  Grösse  verschieden  sein  kann.  Da  wir  diese 
Verschiedenheit  bis  jetzt  noch  nicht  betrachtet  hatten,  so  haben 
wir  nur  die  Wirkungen  der  Kräfte  auf  denselben  oder  gleiche 
kleine  Körper,  welohe  näudich  gleiche  Trägheit  besitzen,  er- 
forscht. Nun  werden  wir  zu  verschiedenen  Körpern  übergehen, 
zur  Messung  der  Trägheit  geführt  werden  und  dann  einsehen, 
wie  in  dem  einen  Körper  eine  grössere,  in  dem  andern  eine-' 
kleinere  Trägheit  stattfinden  könne. 

Lfhrsafz   3. 
§.  15!.     Wenn    gleiche    Kräfte    ungleiche     ruhende    kleine 
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Körper  antreiben,  so  sind  die  in  dcmsellieii  Zeitthcilchen  her- 
vorgebrachten Wirk  im  gen  der  'l'viigheit  der  Kürpcr  umgekehrt 
proportional. 

Beweis. 

(Figur  15.)  Denken  wir  uns  einen  inlieiiden  kleinen  Kür- 
per  A,  welcher  ilureh  eine  Kraft  =  p  im  Zeiflheilchen  dt  über 
den  kleiiTen  Weg  J«  =  rfw  l'orlgeführt  wird,  alsdann  wird  ein 
anderer,  jenem  gleicher  kleiner  Körper  B,  durch  die  gleiche 
Kraft  ^  «nd  nach  derselben  Bichtung  aiifietrieben ,  in  dem- 
selben Zeittheilchen  dt  ober  einen  gleichen  kleinen  Weg  Bß 
^dto  fortgeführt  werden.  Diese  zwei  kleinen  Kuipcr  mögen 
nun  in  Einen  zusammenwachsen,  welcher  lelzteVe  also  durch 
eine  Kraft  =  'ip  im  Zeittheilchen  dt  übet  den  kleinen  Weg  dto 
fortgetriebeii  werden  wird;,  so  wird  eine  doppelte  Kraft  2p  im 
doppelten  kleinen  Körper  '£A  dieselbe  Wirkung  hervorbringen, 
als  die  einfache  Kraft  p  in  dem  einfachen  Körper  A.  Wenn 
daher  n  kleine  und  A  gleiche  Körper  zusammenwachsen,  so 
dass  daraus  Ein  kleiner  Körper  =  nA  hervorgeht  und  dieses 
durch  eine  Kraft  =:  np  angetrieben  wird;  so  ersieht  man  aus 
dem  Vorhergehenden,  dass  dieser  im  Zeittheilchen  dt  über 
den  kleinen  Weg  rfra  fortgcfüihrt  werden  wird.  Da  aber  die 
Kraft  np  den  Körper  nA  im  Zeittheilchen  dt  über  den  kleinen 
Weg  dm  forttreibt,  so  wird,  nach  dem  vorhergehenden  Lehr- 
sätze, derselbe  Körper  nA  durch  eine  Kraft  p  im  Zeittheilchen 

dt  über  den  kleinen  Weg —  fortgetrieben  werden.  Auf  ähn- 
liche Weise  wird  der,  durch  die  Kraft  p  angetriebene,  kleine 
Körper  mA  im  Zeittheilchen  dt  liber  den  kleinen  Weg  — -  fort- 
geführt werden.  Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  kleinen  Wege, 
durch    welche    wir   die    Wirkungen    der   Kräfte  messen,  d.  h- 

—  «nd  ■ —  sieh  umgekehrt  verhalten,  wie  die  kleinen  Körper 
nA  und  mA  oder  wie  ihre  Trägheiten. 
Erläuloru«|. 
§.  1S2,  Da  der  kleine  k<  rper  A  eme  bestimmte  Trägheit 
hat,  durch  welche  die  Wirkung  der  ihn  intreibenden  Kraft  be- 
stimmt wird,  80  werden  zwei  deraitif,e  eiinnder  i,leii,he  kleine 
Körper,  welche  in  Einen  zusammen« ichstn  emcn  kleinen 
Körper  darstellen,    welcher    die    doppelte     drei   eii  en   Körper, 
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seither  die  (Ireifiichc  Trügheit  besitzt  v.  s.  iv.  f.  Uiiigekphrt 
iv'ii'd  niaii  denjenigen  kleinen  Körper  als  mit  tief  (li)])pell<;ii 
Trägheit  behobt  anznsehcn  haben,  zu  dessen  Forltroibimg  Ober 
einen  gegebenen  kleinen  Weg  und  in  einer  gegebenen  kleinen 
Zeit  die  doppelte  Kraft  erforJerlich  ist.  Hieraus  erhellt,  wie 
man  die  Trägheit  zu  einer  Art  von  Griiasen  ziihlen  und  wie 
nie  in  dem  einen  Kürper  gru-ser,  in  dem  andern  kleiner  sein 
kann.  Alle  kleinen  K  irpei  nimlich  welche  durch  gleiche  Kräfte 
in  demselben  Zeittliciklit.n  uher  gleiche  Wege  fortgeführt  wer- 
den, schätzt  man  in  Uc7iehung  in f  ihre  Trägheit  als  einander 
gleich  lind  es  künnen  ans  der  Verbindung  derartiger  kleiner 
Kürper  beliebig  viele  Korper  ent''prmge(i,  deren  Trägheiten  ein 
beliebiges  Terhäitnisä  zu  einander  haben.  Die  Giusse  der 
TfSgheit  ist  daher  hei  der  Bestiinmnng  der  aus  Kräften  her- 
vorgebenden Wirkung  von  der  grossten  Wichtigkeit  und  niuss 
desahalb  in  der  Mechanik  eifrigst  erwogen  werde«.  Da  dieselbe 
nun  in  dieser  Wisseiischan:  unter  besondern  Benennungen  auf- 
geführt zu  werden  pUegt,  ist  es  angemessen,  sie  durch  eine  be- 
sondere Erklärung  zu  erläutern. 

Erklärung  13. 
5,  133.  Die  Masse  eines  Kllrpers  oder  die  Menge  sei- 
ner Materie  nennt  man  die  Grösse  der  Trägheit,  welche  sich 
in  dem  Kiiri>er  belindct  und  vermöge  welcher  er  das  Bestreben 
hat,  sowohl  in  seinem  Zustande  zu  verharren,  als  auch  jeder 
Veränderung  zu  iriiierstelicn, 

Zusatz  I. 
g.  154.  Die  Masse  oder  die  Menge  der  Materie  der  Kör- 
per niuss  daher  nicht  nach  ihrem  Umfange,  sondern  nach  der 
Grösse  ihrer  Trägheit,  vermöge  weU-her  sie  in  ihrem  Zustande 
zu  verharren  streben  nnd  jeder  Aenderung  eiitgpgcnkämpren, 
abgeschätzt  werden. 

Zusatz  % 
f.  ]35.    Nach  der  Trägheit  «ird  daher  die  Menpe  der  Ma- 
terie beurlheilt  nnd    man    schätzt    nicht   denjenigen  Körper  als 
mehr  Materie  enthaltend,    welcher  einen    grössern  Raum    ein- 
nimmt,  sondern   zu    dessen  Fortbewegung  auf  gegebene  Weise 
eine  grössere  Kraft  erforderlich  ist. 
Zusatz  .t. 
f  1^)0.     Der  vorhergebende  Li'iirsolz  kommt  demnach  dar- 
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auf  hinaus,  dass,  wenn  zwex  ruhende  Körper,  deren  Massen  A 
und  B  sind ,  durch  gleiche  Kralle  aiigetriclieii  werden,  die 
kleinen  Wege,  iiher  nelche  sie  in  demselben  Zeittheüchen 
fortgeführt  werden,  sich    umgekehrt  wie  die  Massen  verhulfeu. 

Anmerkung. 
§,  157.  Die  Uetrachtung  der  Bewegung  hat  uns  zur  Kennt- 
nis.» mehrerer  aiisgezeichneten  Eigenschaften  der  Körper  ge- 
führt, von  welchen  die  erste  ihre  Trägheit  ist,  vennlige  welcher 
sie  in  demselben  absoluten  Zustande  der  Ruhe  oder  der  glcich- 
fiirniigen  geradlinigen  Bewegung  zu  heharren  streben.  Zuerst 
haben  wir  nur  die  Trägheit  im  allgemeinen  kennen  gelernt, 
jetzt  aber  sehen  wir  auch  vollständig  ein,  dass  sie  eine 
Grösse  und  der  Ausmessung  ßihig  ist  und  hierdurch  wird  das- 
jenige deutlich  hezeichnet,  was  man  im  gemeinen  Leben  zu 
unbestimmt  durch  die  Benennung  tler  Masse  oder  der  Menge 
der  Maleric  auszudrücken  pflegt;  hiervon  haben  wir  also  nun, 
wie  es  scheint,  einen  bestimmten  Begriff  erlangt.  In  den  Kör- 
pern befindet  sich  daher  ausser  ihrer  Ausdehnung  etwas,  was 
gleichsam  ihr  Wesen  ausmacht,  nämlich  ihre  Trägheit  oder 
Materie,  welche  nothwendig  mit  der  l'estigkeit  oder  der  Un- 
ilurchdringltchkeit  verbunden  zu  sein  scheint,  man  sieht  nSmIich 
auf  keine  Weise  ein,  was  ausser  der  Materie  undurchdringlich 
sein  könne.  Ferner  kann  man  sich  keine  Materie  ohne  Aus- 
dehnung vorstellen,  indessen  bleibt  es  noch  zweifelhaft,  oh  die- 
selbe so  nothwendig  mit  dem  Umfange  verbunden  sei,  dass  Kör- 
per von  derselben  T^ast  auch  eine  glciclie  Masse  oder  Menge  der 
Materie  enthalten.  Kein  Grund  spriclit  nämlich  für  eine  derartige 
Gleichheit  und  wenn  wir  die  Erfahrung  zu  llatfae  ziehen,  so 
finden  wir,  dass  hei  Körpern  von  gleichem  Umfange  in  dem 
einen  mehr,  in  dem  andern  weniger  Materie  enthalten  ist. 
Obgleich  man  nämlich  einzuwerfen  pflegt,  dass  entweder  nicht 
das  ganze  Volumen  von  Materie  erfüllt  sei,  oder  dass  die  in 
den  Poren  enthaltene  Materie  nicht  zum  Körper  gehöre;  so 
wird  hierdurch  doch  keineswegs  bewiesen,  dass  alle  gleich 
grossen  Theilchen  der  Körper  auch  gleiche  Trägheit  besitzen. 
Plese  besonders  schwierige  Frage  gehört  aher  nicht  hierher, 
«venu  es  auch  wahrscheinlich  ist,  dass  wenigstens  Materien 
von  einer  zweifachen  Art  in  der  Welt  existiren  und  zwar  ist 
iti  der  einen  bei  gleichem  Volumen  die  Masse  viel  grösser  als 
in  der  andern. 
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Lehrsatz  4. 

§.  158.  Wenn  kleine  Körper,  welche  in  Hezug  auf  ihre 
Masse  ungleich  sind,  sich  iti  Ruhe  Lerinden  und  einzeln  durch 
beliebige  Kräfte  angetrieben  werden,  so  stehen  die  kleiiieu 
Wege,  über  welche  sie  in  demselben  Zeittheilcben  fortget rieben 
werden,  in  einem  Verhältniss,  welches  aus  dem  directen  der 
Kräfte  und  dem  indirecten  der  Massen  zusummcngesetzt  ist. 
Beweis. 

Es  werde  der  ruhende  kleine  Körper,  dessen  Masse  ^=  A 
ist,  durch  die  Kraft  p  angetrieben  und  im  Zeittheicheu  dl  über 
den  kleinen  Weg  rfw  fortgeführt.  Würde  nun  derselbe  Kurper 
A  durch  eine  andere  Kraft  q  angetrieben,  so  hätten  wir  den 
von  ihm  in  demselben  Zeittheilcben  zurückgelegten  kleinen  Weg, 

nach  Lehrsatz  2,  =    '   ■■-■ .     Wird  aber    ein    anderer    ruhender 

P 
kleiner  Kurper,   dessen  Masse  =  B  ist,  durch   die  Kraft  q  an- 
getrieben,   so  legt  derselbe,    nach    Lehrsatz  3,    in    demselben 

Zeitlheilehen  den  Weg  =  — ^ —  zurück.  Werden  daher  die 
luhenden  kleinen  Körper  A  und  B  respectivc  durch  die  Kräfte 
p  und  q  angetrieben,  so  verhalten  sich  die  von  ihnen  in  dem- 
selben Zeittheilcben  zurückgelegten  kleinen  Wege,  wie 

,  Aqdto  .       p  .  q 

d^.-g^.    d.  h.  wie   j.^- 

Zusatit  ]. 
g.  159.  Wenn  daher  der  kleine  Weg  dio,  über  welchen  ein 
kleiner  Körper,  dessen  Masse  gleich  A  ist,  durch  eine  Kraft  p 
im  Zeittheilcben  dt  fortgetrieben  wird,  bekannt  ist;  so  erhält 
man  den  kleinen  Weg,  über  welchen  ein  anderer  kleiner  Körper, 
dessen  Masse  =  B,  durch  eine  Kraft  q  in  demselben  Zeittheil- 

chen  fortgeführt  wird,     =  — k — . 

Zusatz  2. 
g.  160.  Absolut  zu  reden,  so  ist  der  kleine  Weg,  über 
welchen  ein  kleiner  Körper  im  Zeittheilcben  dt  fortgeführt  wird, 
der  Kraft  dlvidlrt  durch  die  Masse  des  Körpers  proportional; 
diess  gilt  auch  vou  einem  sich  bewegenden  kleinen  Kurper, 
wenn  nur  dasjenige  gehörig  beobachtet  wird,  woran  wir  oben 
erinnert  haben. 
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Anmerkung. 
§.  161.  Wie  tlie  Wirkung  von  KrSften,  welche  belieljijfe 
kleine  Körper  antreiben ,  sowohl  von  der  Grösse  iler  Kräfte, 
als  auch  von  der  Masse  der  Körper  abhängig  ist,  wenn  näni' 
lieh  die  Zeittheilchen  einander  gleich  sind,  haben  wir  so  be- 
stimmt, dass  kein  Zweifel  an  der  nothwendigen  Wahrheit  der 
hier  aufgestellten  Regel  übrig  bleiben  kann.  Wir  haben  hier 
zwar  nur  eine  Verglelchung  angestellt,  welche  zwischen  jenen 
kleinen  Wegen,  den  Kräften  und  den  Massen  stattfindet,  man 
hat  aber  zu  bemerken,  dass  zwischen  derartigen  heterogenen 
Grossen  keine  absolute  Bestimmung  angestellt  werden  kann. 
Wir  können  ferner  nicht  anders  zu  absoluten  Maassen  gelangen, 
als  indem  wir  eine  gewisse  in  der  Welt  wahrgenommene  Wir- 
kimg als  bekannt  annehmen  und  auf  sie,  gleichsam  wie  auf  die 
£inheit,  alle  übrigen  Wirkungen  zurückführen;  wie  dies  am  be- 
quemsten geschehen  könne,  werden  wir  in  der  Folge  ausführ- 
lich zeigen.  Uebrigens  erhellt  hieraus  noch  nicht,  wie  die 
Wirkung  der  Kräfte  sieh  verhalten  wird,  wenn  die  Zeittheileheu 
ungleich  sind,  auch  darf  man  hiernach  nicht  von  einem  vetllos- 
senen  Zeittheilchen  dt  zum  folgenden  fortschreiten,  weil  der 
kleine  Körper  wegen  der  in  dem  erstem  empfangenen  Bewe- 
gung schon  in  Folge  der  Trägheit  während  des  folgenden  Zeit- 
tbeilchens  einen  gewissen  kleinen  Weg  zurücklegen  würde, 
welchem  man  den,  durch  die  Kraft  hervorgebrachten,  hinzufügen 
müsste.  Damit  wir  hierdurch  unsere  früheren  Bestimmungen  nicht 
verwirren,  haben  wie  alle  Zeittheilchen  einander  gleich  angenom- 
men nnd  es  kann  auch  auf  die  Zeit  keine  Rücksicht  genommen 
werden,  wenn  man  nicht  die  dem  Körper  schon  beigebrachte 
Geschwindigkeit  in  Betracht  zieht,  deren  Erforschung  wir  in 
der  folgenden  Aufgabe  nnternehmeti  werden.  Hierdurch  wird 
umgekehrt  dasjenige,  was  wir  bis  jetzt  ohne  Rücksicht  auf  die 
Geschwindigkeit  vorgetragen  haben,  deutlicher  gemacht  werden. 
Aufgabe  9. 
§.  162.  Ein  kleiner  Körper  bewegt  sich  mit  einer  beliebi- 
gen Geschwindigkeit  und  wird  zugleich  durch  eine  Kraft  in  der 
Richtung  seiner  Bewegung  angetrieben;  man  soll  die  augen- 
blickliche. In  seiner  Bewegung  und  Geschwindigkeit  hervorge- 
brachte, Aenderung  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  16.)     Es  sei  A  die  Masse  des  kleinen  Körpers,  wel- 
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cliet  eich  iii  der  Richtung  AB  mit  der  Geschwindigkeit  o  be 
negt,  mit  welcher  er  in  Folge  der  Trägheit  stets  gleiehlVirnilg 
in  gerader  Linie  fortgehen  würde,  wenn  nicht  eine  äussere 
Kraft  ihn  antriebe.  Hat  er  nämlich  in  der  Zeit  (  den  Weg 
^S  — »■  beschriehen  und  geht  er  hierauf  im  Zeitthellchen  dt 
durch  den  kleinen  Weg  Ss  =  ds  fort,  so  wird  seine  Geschwin- 
digkeit Iti  S,  -iT=:v  und    da  diese   coiiotant  Ist;  so   hat  man, 

wenn  keine  Kraft  vorhanden  ist, 
tlds  _ 
di^" 

i\un  setzen  wir  aber  vnraas,  dass  der  kleine  Kiirper,  wenn 
er  aus  ■$  heraustritt,  durch  eine  Kraft  p  in  der  Itichtnng  Sß 
der  ßeweguog  angetrieben  werde;  offenbar  wird  alsdann  seine 
Bewegung  nicht  mehr  gleichförmig,  sondern  beschleunigt  wer- 
den und  es"  wird  daher  —r^  nicht  mehr  =  0  sein,  sondern  ir- 
gend einen  positiven  Werih  haben,  weil  die  antreibende 
Kraft     die     Geschwindigkeit    vermehrt    und     in    der    Richtung 

nichts  verändert.  Da  nun  die  Formel  -j^  jenen  kleinen 
Weg  enthält,  über  welchen  der  kleine  Körper  jenseits 
des,  vermöge  der  ihm  beigebrachten  Bewegung  beschriebe- 
nen, Weges  fortgeführt  wird;  so  wird  dieselbe  direct  der 
antreibenden    Kraft   p    und    indirect   der    Masse    A,     oder    es 

wird  -^proportional  sein -^^  Eine  absolute  Gleichheit  kön- 
nen wir  nur  dann  zwischen  ihnen  aufstellen,  wenn  alle  Grössen 
auf  bestimmte  Einheiten  zurückgeführt  werden;  wir  können 
daher  jetzt  nur  die  unbestimmte  Gleichung 

dih  _  ip 

1P~  A 
aufstellen,  wo  A.  eine  Zahl  bezeichnet,  welche  durch  unten  auf- 
zustellende  Einheiten     bestimmt    werden    wird.     Die    Wirkung 
der  antreibenden  Kraft  /»  besteht   demnach  darin,  dass  dd&  — 

-^-"i —  wird,  wo  wir  das  Element  dt  als  constant  angenommen 

ds 
haben.     Da  nun  die  Geschwindigkeit  v  =  -^,  also   dds  ~  dvdt 

ist,  so  erhalten  wir  dv  =z-i—r—, 

A 

wodurch    das    Increntent    der    Geschwindigkeit    bekannt     wird. 
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welches  die  Kraft  p  während  <kä  Zeittheilchen»  <7f  im  kleinen 
Körper  A  hervorhringt ;  wenn  namhch  die  ßichtuna;  der  krift 
mit  der  der  Bewegung  äbereintitimmt  und  diese  duith  )e[ie  he 
schleunigt  wird. 

Zusatz    l 

§.  163.    Die   Wirkung   der   antroibtniltn  Knlt  p    ml  eiii>  n 

kleinen  Körper,    dessen  Masse  ^^^  ist  und  «ekhei  sich  n<ith 

derselben  Richtung  mit  der  <jet<chwmdigkeit  v  hewegt,  mit  der 

er  in  dem  Zeittheilchen  dt  einen   kleinen  Weg  ds  zuiucklegen 

ivürde,  besteht  demnach  dann,  das»  —j^  =  -^  odci  ili  =  —~r 
ist,  wo  man  dt  als  constant  annimmt. 
Zusatz  2. 
§.  164.    Ist  umgekehrt   die  Beschleunigung   der  Bewegung 
bekannt,  welche  entweder -tt^-  oder  ~ji  ist,    so    kann    man   die 
Kraft  angeben,  durch   welche  jene  erzeugt  wird.     Es  ist  wäm 
l.ch  <l,e™  K.att        p=j.-jp=  j.-jj 
und  zwar  muss  man   diese   als   nach   der  Richtung   der  Bewe- 
gung wirkend  annehmen. 

Zusatz  3. 

§.  165.     Ist  aber  die  Richtung  der   antreibenden  Kraft  der 

Richtung  der  Bewegung  entgegengesetzt,  so   wird  diese  durch 

jene  eben  so  stark  verzögert  werden ;  wir  erhalten  nämlich 

dd^  i-p    ,      d»  Ip 

■3?=— 3»"''"  76  =-7- 

Man  kann  nämlich  die  Kraft,  in  Beziehung  auf  den  vorliegenden 
Fall,  als  negativ  ansehen, 

Erläuterung. 

§.  106.  Wir  haben  hier  dds  =  -^-  gefunden  und  mau 
muss  daher  annehmen,  dass  der  kleine  Körper  im  Zeittheilchen 
dt  den  kleinen  Weg  ds  +  dds  durchlaufe,  während  er  vermöge 
der  ihm  inwuhnendcn  Bewegung  nur  den  kleinen  Weg  ds  zu- 
rücklegen würde.  Es  scheint  daher  dds  derjenige  kleine  Weg 
zu  sein,  welchen  er  jenseits  des,  vermöge  der  ihm  inwohnen- 
den Bewegung  zurukgelegten,  Weges  in  Folge  der  antreibenden 

Kraft  durchläuft;  so  dass  -^5— der  kleine  Weg  da  sein  würde. 
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über  welchun  ein  Tulioiider  kleiner  Körper  A,  naeh  ü 
nähme,  durch  die  KrttCt  p  im  Zeittheilchen  dt  In  rtg  et  rieben 
wird.  Man  niuss  aber  bemerken ,  &a»s  hier  ddi  den  Ueber- 
scliuss  des  im  Zeittheilchen  dt  durchlaufenen  kleinen  Weges 
über  den,  im  vorhergehenden  Zeittheilehen  dt  durchlaufenen, 
Weg  ausdrückt',  wenn  dieselbe  Kraft  p  sich  in  Wlrksamlieit  be- 
findet. Wenn  daher  der  im  gegenwSrtigen  Zeittheilchen  dt 
diii'chlaufene  kleine  Weg=:ds+  dm  ist,  wo  ds  den  vermüge 
der  inwohnenden  Bewegung  beschriebenen  und  da  den  durch 
die  Kral't  p  hinzugefügten  kleinen  Weg  bezeichnet;  so  wird  er 
im  vorhergehenden  Zeittheilchen  dt,  vorausgesetzt  dass  dieselbe 
Kraft  ihn  antrieb,  nur  den  kleineu  Weg  ds  —  da  zurückgelegt 
haben,  nämlich  einen  kleinern,  als  wenn  er  gar  keine  Einwir- 
kung erlitten  hätte.  Da  nun  dds  den  unterschied  der  beiden 
kleinen  Wege  ds  +  dra  und  ds — dta  ausdrückt,   so  haben   wir 

dds-.^  2dia,  also  dta  =:  ^äds  =^  '  nÄ"  ' 
es  ist  daher  der  kleine  Wegdra,  über  welchen  der  ruhende 
kleine  Körper  durch  die  Kralt;?  im  Zeittheilchen  dt  fortgetrieben 
wird,  halb  so  gross  als  unser  dds.  In  der  Auflösung  habe  ich 
das  letztere  zwar  nicht  gleich,  sondern  nur  proportional  angenom- 
men, indessen  ist  hieraus  abzunehmen,  dass  es  jener  nicht  an  Kraft 
fehlen  werde.  Es  wird  jedoch  der  Mühe  werth  sein,  das  hier 
Gesagte  noch  auf  andere  Weise  darzuthun. 
Aufgabe  10. 
§.  167.  Es  ist  die  Beschleunigung  gegeben,  welche  einem 
sich  beivegeniJcD  kleinen  Körper  A  durch  eine  gegebene,  «ach 
der  Richtung  der  Bewegung  wirkende,  Kraft  ^  im  Zeittheilchen 
dt  beigebracht  wird;  man  soll  den  kleinen  Weg  dra  beslimmen, 
welchen  derselbe,  aber  ruhende  und  durch  dieselbe  Kraft  an- 
getriebene, Körper  A  in  derselben  Zeit  dt  zurücklegen  würde. 
AutlSsnng. 
Da  die  Beschleunigung  gegeben  ist,  so  haben  wir  nach 
dem  Obigen-'dds  =: -^-^  j  wo  das  Element  dt  als  eonstunf  an- 
genommen worden  ist.  Denken  wir  uns  nun ,  dass  die  antrei- 
bende Kraft  p  dieselbe  bleibe,  mag  der  kleine  Körper  sich  ge- 
schwinder oder  langsamer  bewegen,  so  dass  wir  die  Grösse  p 
als  eine  constante  ansehen  können  ;  oder  bestimmen  wir  viel- 
mehr hierdurch  die  Bewegung  während  einer  Zeit  (,  die  jedoch 
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selbst  noch  unendlkli  klein  sei,  so  dass  kein  Zweifel  übrig 
bleibt,  dass  die  Kraft  p  unterdessen  einen  constanten  Werlh  bei- 

,        ,  dds        Ipdt    ,    ,  ... 

bebalte.     Ua  wir  nun  "^r- ~  — 3—   haben,    so   wird  durch  Inte- 
gration ^  ~  ^  +    A    "''^'^  '^  ^^  ^'''  '^'  'a~ 
und  wenn  wir  auf's  neue  integriren , 

Dies  ist  der  in  der  Zeit  (  zu ri'ickge legte  Weg.  und  zwui 
bezeichnet  Ct  den  Weg,  welchen  der  kleine  Körper  A  vermiige 
der   ihm    inwohnenden    Bewegung   durchlaufen   haben   würde, 

wenn  keine  Kraft  ihn  angetrieben  hätte;  der  TheJl  -^  ist 
aber  die,  durch  die  Wirksamkeit  der  Kraft  ausserdem  hinxuge- 
liigte,    Vermehrung   desselben.     Setzen  wir  nun  die  ganze  Zeit 

kleinen  Weg  dm  ausdröckeu,  über  welchen  der  kleine  Körper 
A  jenseits  des,  vermöge  der  Ihm  inwohnenden  Bewegung  durch- 
laufenen, Weges  durch  die  Kraft  p  im  Zeittheilchen  dt  fortge- 
trieben werden  würde.  Demselben  Ist  aber  derjenige  kleine 
Weg  de}  gleich,  über  welchen  der  ruhende  kleine  Körper  A 
in  demselben  Zeittheilchen  dt  durch  die  gleiche  Kraft  p  fort- 
gettieben  werden  würde;  wir  haben  daher 

dta  =    'nt     o^ö"^  t^ü)  =s  idd3, 
wie  wir  schon  angegeben  haben. 

Zusata  I. 
§.  168.  Der  kleine  Weg,  über  welchen  ein  ruhender  Kör- 
per A  im  unetidlich  kleinen  Zeittheilchen  dt  durch  eine  Kraft 
p  getrieben  wird,  ist  ein  Differential  zweiten  Grades  oder  un- 
endlich viel  mal  kleiner  als  der  Weg,  welchen  er  mit  irgend 
einer  endlichen  Geschwindigkeit  in  demselben  Zeittheilchen  be- 
schreiben würde. 

Zusatz  2. 

g.  169.  Dieser  kleine  Weg  da  c^  ^^~  ist  ferner  gleich 
der  Hälfte  des  zweiten  Differentials  dds,  welches  wahrend  des- 
selben Zeittheilchcns  dt,  durch  dieselbe  Kraft  p  und  bei  dem- 


y  Google 


der  ßetwgunif  oder  den  Kräften.  77 

selben    beliebig  sieb    bewegenden   kleinen  Kürper  A  bcrvorge- 
bracht  wird. 

Zusatz   3. 
§.  170.    Wir   erfabreu   hieraus,   dass   der  kleine    Weg  dio, 
welcben  wir  oben  als  der  antreibenden  Kraft  p  dircct  und  der 
Masse  A  intlireet  proportitiiml  dargestellt  haben,  aus~«erdeni  im 
doppelten  Vcrhättniss  des  Zeittbeilchens  dt  stebt. 

An,„„k«iis, 
§.  171.     Mittelst   des  Bisherigen  sind  wir   im  Stande,    die 
Wirkungen  der  Kräfte  auf  beliebig  sieb  bewegende  kleine  Kür- 
per  zn  bestimmen,    wenn    nur   die    Richtung   der  antreibenden 
Kraft  mit  der  Richtung   der  Bewegung   übereinstimmt  oder  ihr 
entgegengesetzt  ist.     Es  bleibt  nocb  übrig  zu  nntersuchen,  wie 
dieselben  sich  verhalten  werden,    wenn  die  Richtung  der  Kraft 
gegen  die  Richtung  der  Bewegung  geneigt    ist,   welche  Unter- 
suchung sieb  sehr  leicht  anstellen  lüsst,  indem  mau  die  Bewe- 
gung des  Körpers,   den  oben  vorgetragenen   Vorschriften  ent- 
sprechend,  nach  zwei  oder  drei  festen  Richtungen  zerlegt.    Ist 
diese  Zerlegung  auch  nur  eine  ideale,  so  wird  sie,  «ie  sie  mit 
der  Wahrheit  übereinstimmt,   auch    mit    dem   glücklichsten  Er- 
folge der  Wirksamkeit   der  Krälte  angepasst  und   es  »ird  auf 
diese  Weise  die  ganze  Arbeit  mittelst  derselben  Formel  ausge- 
führt.   Obgleich  nämlich  durch  schief  wirkende  Kräfte  nicht  nur 
die  Geschwindigkeit  des  kleinen  Körpers,  sondern  auch   seine 
Richtung  verändert   wird,  so  ist  diese  letzte  Aenderung   doch 
zugleich  in  der  Aenderung  der  Seitenbewegiingen  enthalten,  so 
dass  man  durchaus  keiner  besondern  Formeln  fiir  die  Ablenkung 
der  Richtung  bedarf.    Wie  man  in  diesen  Fallen  die  Rechnung 
anzustellen  habe,  wollen  wir  nun  zeigen. 
Aufgabe   II. 
§.172.  (Fig.  17.)  Ein  kleiner  Kiirper  bewegt  sich  mit  einer  ge- 
gebenen Geschwindigkeit  in  der  Richtung  Ss  und  wird  durch  eine 
gewisse  Kralt  in  der  Richtung  Äp  angetrieben;  man  soll  die,  im 
gegebenen  Zeittbeileben  dt  auf  die  Bewegung  des  Körpers  her- 
vorgebrachte, Wirkung  der  Kraft  bestimmen. 

Auflösung. 
Es  sei  A  die  Masse  des  kleinen  Körpers,  welcher  vermöge 
der  ihm    inwohnenden   Bewegung  im  Zeittbeileben  dt  den  klei- 
uen  Weg  Ss=-di  zurücklegen  würde,   »eine  Geschwindigkeit 
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in  S  wtinle  daher  =  y.  sein.  Er  sverde  abor  inzwischen  nacl» 
der  Richtung  Sp  durch  eine  Kraft  p  angotricben ,  alsdaim  be- 
steht die  Wirkung  der  letztem  darin,  itass  der  Kiirper  sich 
uach  Verlauf  des  Zeittheilehens  dt  nicht  in  *,  sondern  in  ö  be- 
finden wird,  dass  er  also  ausserdem  über  den  kleinen,  der 
Richtung  der  Krall  Sp  parallelen,  Weg  so  —  rfw  = -^-fort- 
geführt ist.  um  diese  Wirkung  bei]uenier  zu  bestimmen,  zer- 
lege man  die  Bewegung  längs  je  zwei  belielilger  Richtungen 
Sp  und  Sq,  von  welchen  die  erstere  mit  der  Richtung  der 
Kraft  übereinstimmt.  Wäre  daher  diese  nicht  vorhanaen,  so 
würde  der  kleine  Kiirper  in  der  Richtung  Sp  den  kleinen  Weg 
Sp  =  d:c  und  in  der  Richtung  Sq  den  kleinen  Weg  Sq  =  dy 
beschreiben,  wo  das  Parallelogramm  Spstf  vollendet  ist.  Da  er 
aber,  wenn  die  Kraft  p  hinzutritt,  nach  Verlaul  des  Zeittheil- 
chens  dt  sich  in  0  befindet,  wo  ani^sp  gezogen  ist;  so  wird 
die  Bewegung  dieselbe  sein,  als  ob  er  in  der  Richtung  Sp  den 
den  Weg  S^t^dx^  dta 

und  in  der  Richtung  Si/  wie  vorher  den  Weg  Si/  — rf_y  beschrie- 
ben hätte.  Die  Kraft  p  wirkt  also  nur  auf  die  Seiten bevvegung 
in  der  Richtnng  Sp,  nach  welcher  die  Kraft  p  selbst  gerichtet 
ist  und  da  die  andere  Seitenbewegung  längs  Ä7  unverändert  bleibt; 
so  wird  die  Bewegung  längs  Sp  so  beschleunigt,  dass  wir  haben 

Wenn  man  daher  die  Bewegung  längs  je  ü»ei  oder  je  drei 
Richtungen  zerlegt,  von  denen  die  eine  mit  der  Richtung  der 
Kraft  Sp  übereinstimmt,  so  wird  diese  allein  eben  so  durch  die 
Kraft  afficirt,  als  wenn  der  kleine  Körper  sich  in  Wirklichkeit 
nach  dieser  Richtung  bewegte  und  es  werden  die  übrigen  Sei- 
tenbeweguugen  durchaus  keine  Einwirkung  von  dieser  Kraft 
erleiden. 

§.  173.  So  wie  daher,  nachdem  diese  Zerlegung  der  Be- 
wegung angestellt  ist,  wenn  keine  antreibende  Kraft  da  wäre, 

dda:      „       ,  ddi/      „ 
^p  ^Ound-^-=0 

sein  würde;  wird,  wenn  die  längs  Sp  antreibende  Kraft  hinzutritt, 

ddx        Xp       .       .       ddy       -.,.,, 
-^=^.em,aber-J-^Oblc>ben. 
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§.  174.  Auf  ähnliche  Weise  wird,  «eiin  man  die  Bewegung 
länss  Ss  in  je  drei  Seitenbeiveguiigen  zerlegt  und  die  auf  diese 
Welse  im  Zeittheilchen  dt  heschiiebenen  Elemente  dw,  dy  und 
d%  sind,  von  denen  das  erste  dx  in  der  Richtung  der  antrei- 
benden Kraftp  angenommen  ist,  die  Bevrcgung  in  den  drei  Fncmein 
ddx       Ip     ddv       „        ,  ddx       ^ 

-r^  :=  -^  ,    -777  =  0  und  -TTS-  =  0 

enthalten  sein. 

Zusatz  3. 
§.  17i>.  Wird  der  kleine  KoV|ier  .-1  zugleich  durch  die  drei 
Kräfte  p,  (/  und  r  längs  jener  drei  Richtungen,  in  nelclien  die 
Elemente  dx,  dy  und  rfj  angenommen  werden,  angetrieben;  so 
so  schliesst  man  aus  dein  Vorhergehenden,  dass  die  Bewe- 
gung des  Korpers  durch  die  drei   t'ormeln 

ddx ip     ddy  _  ^      j  «^i^i ^ 

1^  —  A'    ^fi  ~  A    ""     dp  —  A 
bestimmt  werden  wird. 

Anmerkung  1. 
§.  17ß.  Ist  die  Bewegung  des  kleinen  Körpers  nach  der  obigen 
Weise  längs  je  drei  beliehlger  festen  Richtungen  zerlegt  und 
wird  derselbe  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben,  so  kann  man 
die  Stürung  der  Bewegung  leicht  durch  derartige  Formeln  be- 
stimmen. Man  zerlege  nämlich  alle  antreibenden  Kräfte  längs 
derselben  drei  Richtungen,  norans  die  Kräfte  p,  q  und  r  her- 
vorgehen werden.  Die  erste  p  wirke  längs  der  Richtung  OA, 
in  welcher  man  das  Element  d^,  (Figur  4.)  die  zweite  <i  längs 
OB,  in  welcher  man  dy  und  die  dritter  längs  OC,  in  welcher 
man  das  Element  dx  annimmt  und  es  mögen  die  einzelnen 
Kräfte  dabin  stieben,  die  Bewegungen  läUL's  dieser  Richtungen 
zu  beschleunigen.  Auf  diese  Weise  wird  die  Bewegung  so  ge- 
stört weiden,  dass,  wenn  man  das  Element  dt  der  Zeit  constant 
setzt,  wir  haben  werden: 

,    ddx  _  ^       ,1   ddii  __  iy        ...    ddt ir 

'■  df^-  A'  "■  di^  -  A  '  '"■  df^~A' 
Hierbei  hat  man  zu  bemerken,  dass,  wenn  eine  dieser 
Kräfte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  wirkt,  dieselbe 
negativ  genommen  werden  muss,  damit  die  ihr  entsprechende 
Seitenbewegung  verzögert  werde.  Ferner  kann  in  je  drei  For- 
meln  dieser   Art  die   Störung   aller  Bewegungco,  auf   welche 
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Weise  auch  der  kleine  Kilrper  durch  Kräfte  angetrieben  werden 
mag,  eingeschlossen  werden  und  da  sie  einander  ähnlich  sind, 
kann  man  auf  diese  Weise  annehmen,  dass  die  ^anite  Mechanik 
eich  auf  ein  einziges  Princip  ^stütze. 

Anmerkung  2. 
g.  177,  Dieses  einzige  Princi])  umfasst  aber  auch  selbst 
die  Grundsätze,  welche  wir  hn  vorhergehenden  Kanitel  Rir  die 
freie  Bewegung  oder  den  Fall,  in  welchem  die  antreibenden 
Kräfte  verschwinden,  aufgeisteUt  haben;  alsdann  geben  unsere 
Formeln  nämlich  die  gleichfiirmige  geradlinige  Bewegung  an 
Die  Grundlage  der  ganzen  Mechanik  wird  duher  in  diesen 
einen  Satz  eingeschlossen:  Wird  ein  kleiner  Körper^ 
dessen  Masse  =  J  ist,  durch  eine  Kraft /)  ange  trie- 
l.en  und  legt  derselbe  nach  Zerlegung  der  Bewe- 
gung in  der  Richinug  dieser  Kraft,  während  des 
Zeittheilchens  dt,  den  kleinen  Weg  ds  mit  der  Ge- 
schwindigkeit  ;j^  =  ,,  zurück,    so   wird 

dtls       ht     ,       ,  Xndt 

^=:^-oder*fo  =  -^. 

Es  ist  also  die,  in  der  Richtung  der  antreiben- 
den Kraft  empfangene,  Zunahme  der  Geschwindig- 
keit direct  dem  Pcoduct  der  antreibenden  Kraft  in 
das  Zeittheilcben  und  indirect  der  Masse  des  kloi- 
nen Körpers  proportional. 

Sun  pflegt  die  Frage  angeregt  7u  neiden  oh  dieses  tinzine 
Princip,  woranf  man  die  ganze  Mechanik  aKo  die  gin/e  Wis- 
«enschajt  der  Bewegung  aufbaut,  nothw  endig  oder  nur  genähert 
wahr  sei.  Die  Entscheidung  derselben  durch  die  bis  ]etzt  auf- 
gestellten Beweise  erscheint  nicht  schwierig.  Wo  namlich  auch 
immer  die  Körper  sich  befinden  niiigen,  so  kiinncn  sicher  keine 
andern  Gesetze  bei  ihrer  Bewegung  stattfinden  und  alle  For- 
meln, ausser  der  —3-.  welchen  man  die  Zunahme  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  setzen  wollte,  würden  oflfenbare  Wi- 
dersprüche enthalten.  Man  darf  demnach  auf  keine  Weise 
daran  zweifeln,  dass  dieses  Princip  zu  den  nothwondigen  Wahr- 
heiten gezählt  werden  müsse.  Ferner  können  wir  nicht  nur  auf  der 
Erde,  wo  man  seine  Wahrheit  durch  Versuche  zu  bestätigen  im 
Stande  ist,  sondern  auch  von  den  Planeten  und  allen  Himmelskör- 
pern kühn  aussprechen,  dass  alle  Bewegungen,  welche  auch  im- 
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merliin    dort  stattfinden  miigen,   durch  dieses  einzige  Priiicip ge- 
lenkt und  geordnet  werden.     Diese  Frage  über  die  Notwendig- 
keit oder  Annäherung  pflegt    man   aber  nicht  in  Betreff  dieses 
Princips ,   sondern   einiger    »ndern    Regeln ,    welche  unter    dem 
Namen  der  Gesetze  der  Bewegung  aul'gefiihrt  werden,   aii^ure- 
gen.     So   weit  aber  diese    Gesetze  auf  richtige  Weise  aus  un- 
serm  Princip  hervorgehen,  muss  man  sie  l'ör  gleich  nothwendig 
halten;  diejenigen  Gesetze  aber,  welche  man  auf  gewisse  Arten 
von  Kürpern,  wie  die  elastischen,   nicht  elastischen  und  flüssi- 
gen heschränkt,  werden,  wenn  man  solche  Körper  als  esistirend 
zugibt,  auf  gleiche  Weise  nothwendig  wahr  sein,  wenn  man  sie 
nur  auf  richtige  Weise  aus  nnserm  Princip  abgeleitet  hat. 
Anmerkung  3. 
§.  178.     !n  den  frühern   Theilen    der    Mechanik    hatte    ich 
/.war   die  Principien  dieser  Wissenschaft  schon   so   aufgestellt, 
dass  ihre  Wahrheit  ausser  allen  Zweifel  gesetzt  war;    hier  er- 
schien es  aber  angemessen,    dieselben  aus   einer  genauem  Er- 
wägung der   Natur  der  Körper   abzuleiten  und  auf  ein  einziges 
Princip  zurückzuführen,  aus  welchem  man  hierauf  alles,  was  die 
Bewegung  betrifft,  leichter  ableiten   kaim.     Obgleich  ich  ferner 
alles,  was  die  Bewegung  unendlich  kleiner  Körper  oder  gleich- 
sam blosser  Punkte  betrifft,  dort  bereits  ausführlich  untersucht 
habe,  wird  es  doch  angenehm  sein,  kurz  auseinander  zu  setzen, 
ivje  dasselbe  aus  einem  einzigen  Princip  hervorgehen  wird  und 
zwar     werde     ich    diese    Behandlung   so    anstellen,     dass    der 
Weg    zur    Erforschung  der    Bewegung    endlicher  Körper  mehr 
geebnet  werde.     Da    ich   nun    hier    das    Verhältniss    oder    die 
Proportionalität  zwischen  verschiedenen  Grössen,  welche  in  den 
Begriff  der  Bewegung  eintreten  und  an  sich  ungleichartig  sind, 
bestimmt  habe  und    dieselben  nur    dann    auf  absolute   IVlaasse 
zurückgeführt  werden  können,  wenn   man  eine  gewisse  Bewe- 
gung als  bekannt  annimmt;  so  ist  es  biet  durchaus  nothwendig, 
ehe  wir  welter  gehen,  zunächst  irgend  eine  bekannte  Bewegung, 
wie  etwa  den  Fall  schwerer  Körper,  sorgfältiger  zu  entwickeln 
und  hierdurch  absolute  Maas se  aufzustellen,  deren  wir  uns  spä- 
ter bequem  bedienen    können.     Obgleich    die    Annahme    einer 
solchen  Bewegung  von  unserer  Willkühr  abhängt  und  diese  Be- 
wegung auf   die  Erfahrung  zurückgeführt  wird,    so    wird    doch 
hierdurch  der  Noth wendigkeit  unseres  Princips  nichts  entzogen  ; 
da  die  Willkühr  sich  nur  auf  absolute  Maasse  erstreckt  und  diese 
von  bestimmten  durchaus  beliebigen  Einheiten  abhängig  sind. 
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K  a  p  i  l  o  1    IV. 

Von  den  aus  dem  Falle  schwerer  Körper  entnommenen 
absoluten  Maassen. 


Erklärung  16. 
§.  179,  Die  Schwere  ist  diejenige  Kraft,  duri;h  welche 
alle  Körpet  in  der  Nahe  der  Olierllache  der  Erde  abwiirfs  ge- 
trieben werden;  die  Kraft,  welche  einen  beliebigen  Körper  in 
Folge  der  Schwere  nach  unten  zu  autreibt,  wird  sein  Gewicht 
eenannt. 

Zusatz   1. 
§.  180.     Die  Schwere  ist  eine  äussere  Ursache,  welche  die 
irdischen  Kürper  abwärts  treibt,   man  darf  sie  daher   den  Kör- 
pern nicht  als  eine  gewisse  Eigenschaft  beilegen. 
Zusatz  2. 
§.  181,     Ein   in   der  INähe  der   Erdoberfläche  losgelassener 
Körper  wird  daher,  wenn    er  sich  auch  in  Ruhe  belindet,    zur 
Bewegung  nach  unten  angetrieben  und  so  lange  sinken,  bis  er 
auf  Gegenstände  trifft,  welche  das  weitere  Sinken  verhindern. 
Zusatz  3. 
g.  182.     So  lange  das  Sinken  verhindert  ist,  mag  nun    der 
Körper  auf  einem  unbeweglichen  Gegenstände  liegen  oder  auf- 
gehängt sein,  zeigt  sich  sein  Gewicht  durch  einen  Druck. 
Erläuterung. 
§.  183.    Die  tägliche  Erfahrung  zeigt  überflüssig,  dass  alle 
Körper,  welche  unserD  Sinnen  aufstossen,  schwer  sind ;  ersehet' 
nen  aber  einige  vielmehr  leicht,  indem  sie  nach  oben  zu  steigen 
suchen,    so   ist    die  Ursache  hiervon    der  Luft   zuzuschreiben; 
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denn  wenn  diese  forfgenomnien  ist,  sinken  die  leicliteaten  Kör- 
per eben  so  geschwind  als  die  schwersten  herab.  Hier  aber 
abstrahiren  wir  von  allen  Hindernissen,  welche  sich  dem  Sin- 
ken der  Kilrper  zu  widersetzen  pflegen.  Ruft  man  ferner  die 
Versuche  zu  Hülfe,  so  lernen  wir,  dass  nach  Entfernung  aller 
Hindernisse  der  Bewegung  erstens  alle  Körper  gleich  schnell 
herabsinken  und  zweitens,  mügen  sie  ruhen  oder  sich  bewegen, 
durch  eine  gleiche  Kraft  abwärts  getrieben  werden.  Diese 
zwei  Versuche  nehme  ich  daher  als  bekannt  an,  wenn  sie  auch 
eine  weitere  Kenntniss  der  Bewegung  erfordern ,  da  wir  uns 
hier  nur  vorgenommen  haben,  feste  Maasse  aufzustellen;  es 
kommf  aber  zu  diesem  Ende  gar  nicht  darauf  an,,  woher  sie 
uns  bekannt  geworden  sind. 

Anmerkung. 
§.  184.  üass  die  Schwere  eine  Kraft  sei,  welche  von  aus- 
sen her  auf  die  Körper  wirkt  und  sie  abvvärts  treibt,  erkennen 
auch  diejenigen  an,  welche  als  ihre  Ursache  die  Anziehung  an- 
nehmen. .Sie  behaupten  nämlich,  dass  die  Körper  nicht  durch 
einen  gewissen  eigenen  Instinkt  gegen  die  Erde  getrieben,  son- 
dem  durch  eine  anziehende  Kraft  dei'  Erde  angezogen  werden. 
Sie  fassen  die  Sache  so  auf,  als  ob  die  Erde  nach  jeder  Rieh, 
tung  Kräfte  aussende,  welche  die  sie  umgebenden  Körper  er- 
greifen und  gegen  die  Erde  treiben;  sie  glauben  aber  nicht,  dass 
diese  Aussendung  von  Kräften  durch  Hülfe  eines  zwischenlie- 
genden ftlittels  erfolge,  sondern  dass  sie  auf  gleiche  Weise 
stattfinden  müsste,  wenn  auch  alle  ftlaterie  zwischen  der  Erde 
und  den  Körpern  aufgehoben  wäre.  Es  würde  daher  die 
Schwere  eing  unmaterielle  Kraft  sein,  welche  auf  die  Körper 
wirkte,  aber  so  mit  der  Erde  verbunden  wäre,  dass  sie  mit  der 
Aufhebung  der  letztern  zugleich  verschwinden  würde ;  die  Sache 
würde  sich  daher  so  verhalten,  als  ob  ein  gewisser  Geist  die 
Körper  abwärts  triebe.  Wie  nämlich  sonst  cinö  Kraft  sith  durch 
weite  Entfernungen  von  der  Erde,  ohne  Unterstützung  irgend 
einer  zwischenliegenden  Materie,  fortpflanzen  könne,  kann  man 
auf  keine  Weise  einsehen.  Man  denke  sich  etwa  zwei  Körper 
A  und  B  in  grosser  Entfernung  von  einander,  zwischen  denen 
durchaus  keine  Materie  exisfire  und  es  befinde  sich  in  der 
Umgebung  des  Körpers  A  durchaus  nichts,  was  sich  auf  B 
bezieht;  es  wird  alsdann  im  erstem  nichts  verändert  werden> 
wenn   man    den   zweiten  aufhebt.     Hiernach  scheint  eine  derar- 
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tige  Äussendung  von  Kräften  der  Vernunft  zu  ivjdciHprechen. 
Es  ist  vielmehr  mit  der  Wahrheit  ii  herein  st  i  mm  end  ,  dass  die 
Schwerkraft  aus  der  Wirksamkeit  einer  lockern  und  unsern  Sin- 
nen entgehenden  Materie  entspringe.  Wenn  wir  auch  die 
Weise,  nach  welcher  eine  solche  Kraft  hervorgebracht  wird, 
nicht  deutlich  darthun  können ,  so  wUrde  es  doch  keinesweges 
angemessen  sein,  zu  derartigen  verborgenen  Eigenschaften  seine 
Zuflucht  zu  nehmen.  Dass  aber  in  l^'tüssigkeiten  derartige 
Kräfte  entstehen  können,  wird  in  der  Hydrodynamik  gelehrt. 
Wenn  aber  die  Begünstiger  der  Anziehung  sagen,  Gott  habe 
der  Erde  die  anziehende  Kraft  beigelegt,  so  behaupten  sie 
hiermit  nichts  anderes,  als  dass  Gott  unmittelbar  die  Kürper 
gegen  die  Erde  antreibe.  Wir  wollen  nun  im  allgemeinen  die 
niedersleigende  Bewegung  eines  durch  die  Schwere  ibviart'' 
getriebenen,  kleinen  Körpers  untersuchen 


Äufq-, 

be  12 

§.  185. 
beständig   : 
der  Ruhe  ! 
legte    Höhe 

.  Ein  kleiner  Körper 
abwärts  getrieben    « 
in;  man  soll  die  /u 
!,  wie  auch  die    von 

nird  dur 

id    fan^t 

emei    ^c^ 

ihm   erl 

h  ein 

ebene 
an,te 

e  coislmteKrift 

Bene^ung  \o\\ 

n  Zeit  yuriickae 

GesLhnmdipkeit 

bestimmen. 

Aullosunt, 
(Figur  18.)  Es  sei  A  die  IHisse  deb  kleinen  k  rpers 
welcher  sich  zuerst  im  Punkt  -i  in  Ruhe  befunden  hat  und  von 
da  durch  die  constante  Kraft  p  bestandig  •»Iwirt»  getrieben 
wird,  durch  deren  Wirkung  er  nach  Entfernung  lUer  Hu  dei 
nisse,  längs  der  vertikalen  geraden  Linie  iG  herab-.teigen 
wird.  Nach  Verlauf  der  Zeit  t  sei  er  nun  nach  S  gelanj,t  ir 
dem  er  die  Höhe  AS  ==  s  zuiuckgelegt  hat  nimmt  nnn  d  s 
Element  der  Zeit  dt  als  constant  an  so  wird  seile  Beic^un 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

,  ,        KpdP     ,      dds        Xpdt 

das  =  — ^—  oder  — st-  =  -J-^—, 
A  dt  A 

>  I  -  ds       hat       „ 

deren   Integral  ist  df^^A'^  Corist. 

Es   drückt  aber  -jr  die    Geschwindigke  t    m  P     kto  S  aus 

und  da  diese  in  Ä,  wo(  =  0,  nach  der  \  rius  etzui  g  ver- 
schwindet; so  ist  die  durch  die  Integratioi  e  n^ef  I  rte  Con- 
stante =  Ü,  so  dass  wir  haben 
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ds  Xpl 

dt  ~~Ä' 
Multiplioirt    man    ilicse    Gleichung    niil  lU,    so   wird    ih  ^= 

— T"    und  wenn  mau  aul  s  neue  integnrt, 

weil  für  die  Zeit  (  =  0,   die  Hiihe  AS~s  verschwicidei!  miiss. 
Nach  Verlauf  der  Zeit  t  ist  demnael»  dei-  kleine  Körper  A  durch 

eine  Hühe  ÄS=  s  :=  -^~r 

h erabgestiegen  und  hat  in  S  die  Geschwindigkeit 

ds  Ipt 

di~'Ä 

erlangt. 

Zusatz   1, 
§.  186.     Die   beim  Fall  zurückgelegte  Höhe   ist  daher  dem 
Quadrate  der  Zeit,  die  erlangte  Geschwindigkeit  aber  der  Zeit 
selbst  proportional;  in  beiden  findet  das  direcfe  Verhältniss  der 
antreibenden  Kraft  p  und  das  indirecte  der  Masse  Ä  statt. 

Zusatz  2. 

ds 

§.  187.     Die  in  Ä  erlaugte  Geschwindigkeit  jv  ist  so  gioss, 

dass,    wenn    der  Kiirper  sich   mit   derselben    gleichförmig    be- 
wegte, er  in  der  Zeit  t  den  Weg 

fds  _  Ipt^ 

dt  "     A    ' 

ir.le. 

Zusatz   3, 
g.  188.    Da    nach    der  Erfahrung    alle  Körper,    wenn   die 
Hindernisse  entfernt  sind,  gleich  schnell  herabsteigen,  so  luuss 

g-5-  ouuc  -f  Bim;  constante  Grösse  sein.  Es  hat 
daher  die  Kraft  p,  welche  einen  jeden  Körper  abwärts  treibt, 
oder  sein  Gewicht  ein  constantes  Verhältniss  zu  seiner  Masse  A. 
Erläuterung. 
§.  189.  Wenn  von  dem  Falle  schwerer  Körper  die  Rede 
ist,  bezeichnet  der  Buchstab  p  das  Gewicht  des  Körpers,  wo- 
von wir   eine  bestimmte  Idee  haben,    da  selbst  die  Gewicht- 
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niaasse  sehr  bekannt  sitid;  der  Buchstab  A  bezeichnet  aber 
die  Masse  desselben  Körpers,  deren  au  sich  dunklerer  Begriff 
eher»  dadurch  hinreichend  klar  aufgefasst  wird,  dass  sie  dem 
Gewichte  proportional  ist.  Ferner  haben  wir  auch  eine  deutliche 
Vorstellung  von  der  Zeit  (,  da  wir  ihre  Griisse  durch  ganx  be- 
stimmte Maasse,  wie  Secundcn,  ülinuten  oder  Stunden  ausjiu- 
druclien  im  Stande  sind.  Die  Hiihe  s  wird  ferner,  da  sie  eine 
gerade  Linie  ist,  durch  geometrische  Maasse  bestimmt.  Der 
Buchstab  A  aber,  durch  welchen  die  Proportionalität  ausgedrückt 
wirdj  nimmt  an  und  för  sich  keinen  bestimmten  Werth  an,  son- 
dern es  muss  dieser  stets  ein  anderer  werden ,  so  wie  man  die 
übrigen  Grössen  auf  die  einen  oder  die  andern  Maasse  oder 
Einheiten  bezieht.  Sobald  wir  nun  die  übrigen  Grössen  p,  A, 
t  und  s  durch  bestimmte  Maasse  ausdrücken,  nimmt  auch  }. 
einen  bestimmten  Werth  an,  welcher  so  beschaffen  sein  muss, 
dass  er  in  einem  einzigen  Falle  die  Wahrheit  darstelle;  alsdann 
wird  er  stets  denselben  Werth  beibehalten,  so  lange  wir  uns 
nämlich  derselben  Maasse  bedienen.  Diesen  Werth  muss  man 
aber  aus  der  Erfahrung  nehmen,  da  auch  die  angenommenen 
Maasse  sich  hierauf  stützen.  Durch  die  Erfahrung  lernen  wir 
ferner,  wie  gross  die  Höhe  ist,  aus  welcher  ein  schwerer  Kör- 
per in  einer  gegebenen  Zeit  herabsinkt,  nesshalb  wir  \  einen 
solchen  Werth  beilegen  müssen,  dass  unsere  för  die  Höhe  ge- 
fundene Formel  s— -^t-,  wenn  sie  diesem  Falle  angepasst  wird, 
eben  die  durch  die  Erfahrung  gegebene  Höhe  darstelle, 
Anmerkung. 
§.  lyO.  Es  kommt  demnach  alles  darauf  hinaus,  dass  wir 
für  alle  in  unsere  Formeln  eintretenden  (irössen  bestimmte 
Maasse  aufstellen,  deren  wir  uns  in  der  Folge  beständig  bedie« 
uen,  wenn  wir  nämlich  die  Erscheinungen  aller  Bewegungen 
dureh  bekannte  Maasse  ausdrücken  wollen.  Es  sind  aber  RinI 
Arten  von  Grössen,  in  denen  die  Bestimmung  einer  jeden  Be- 
wegung enthalten  ist: 

1)  der  durchlaufene  Weg,  welcher  eine  Linie,  also  eine  geo- 
metrische Grösse  und  dessen  Maass  daher  keinem  Zwei- 
fel unterworfen  ist; 

2)  die  Zeit,  deren  Maass  sehr  bekannt  ist,  und  die  Haupt- 
sache besteht  darin ,  eine  wie  grosse  Zeit  wir  als  Ein- 
heit annehmen  wollen; 
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•i)  die  Gesthivindj^l.eit,  deren  Erkoiintinss  niilit  tleutlichei 
sein  kititi,  aK  wenn  svir  denjenigen  We^  anzuheben  im 
Stande  isind,  t^elcher  mit  deiaelben  Ge^chnrndigkcit  in 
einer  gegebenen  Zeit  gleichturnng  dinchhtiten  nerden 
»urde, 

4)  die  antreibende  Kraft  viird  man  luf  bekannte  Maasse  zu 
rflckluhren  müssen; 

5)  die  Masse  bewegter  Körper  tritt  in  die  Rechnung  ein  und 
wie  man  ihre  Grüsse  abzuschätzen  habe,  muss  auch  fest- 
gesetzt werden. 

Von  diesen  fünf  Arten  von  Grössen  bietet  die  erste  keine 
Schwierigkeit  dar,  wie  man  die  vier  übrigen  am  passendsten 
durch  bekannte  Maasse  in  die  Rechnung  einzuführen  und  ihnen 
angemessen  den  Wertli  von  k  zu  bestimmeD  habe,  wollen  wir 
in  den  lolgenden  Hypothesen  fesstellen, 
Hypothese    1. 

§.  19!.  Die  antreibenden  Kräfte  wollen  wir  durch 
Gewichte,  welche  ihnen  gleich  sind,  beständig 
ausdrücken. 

Erläuterung 

§.  192.  Diese  Weise,  die  Kr-iftc  durch  den  hto  -»uszu 
drücken,  hat  keine  Schwier  gke  t  da  namlich  l\s  deviicht 
eines  Körpers  die  Kraft  ist,  welche  ihn  abwärts  antreibt  so 
sind  antreibende  Kräfte  und  Genithte  unter  sich  homogene 
Grössen.  Welche  beJiehige  Ki  ift  aber  auch  irgend  einen  K  r 
per  antreiben  mag,  so  wird  min  «ich  dich  immer  einen  K  r 
per  denken  können,  welcher  an  der  Oheiflache  der  Fi  le  durch 
eine  gleiche  Kraft  abwärts  angetrieben  werden  wurde ;  das  Oe- 
wicht  des  letztern  wird  alsdann  das  richtige  IVlaass  jener  Kraft 
darstellen.  Ist  die  Rede  von  einet  so  grossen  Kraft,  dass  kein 
Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde  existiren  kann,  welcher 
gleiches  Gewicht  hätte;  so  ist  es  hinreichend  zu  wissen,  wie 
vielmal  jene  Kraft  grösser  ist,  als  das  Gewicht  eines  massig 
grossen ,  an  der  Oberfläche  der  Erde  befindlichen  Körpers ,  in- 
dem hierdurch  die  Grösse  jener  Kraft  eben  so  sicher  bestimmt 
werden  kann.  Da  wir  nun  aber  erfahren  haben,  dass  dieselben 
Körper  in  allen  Gegenden  der  Erde  nicht  durch  gleiche  Kräfte 
abwärts  getrieben  werden,  so  muss  man  eine  bestimmte  Ge- 
gend zu  dieser  IVlessung  auswählen  und  dieser  müssen  dann 
die  übrigen  sogleich  zu  erklärenden  Maasse  angepasst  werden. 
Es    kommt  hier   gar   nicht   darauf  an,  welehe  Gegend  wir  aus- 
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wählen,  wenn  wir  nur  die  VersHche,  worauf  tlie  folgenden  Muassc 
»ich  statten,  in  derselben  annehmen. 

Hypothese  "2, 
@.  103.  Die  Masse  eines  jeden  Körpers  drucken 
wir  aus  durch  das  Gewicht,  welches  er  haben  vTiirde, 
wenn  er  sich  in  der  Nähe  der  Erde  befände. 
Erläuterung. 
Der  Grund  dieser  Messung  beruht  darauf,  dass  die  Ge- 
wichte der  Körper  ihren  Massen  proportional  sind,  wesshalb 
man  anzunehmen  hat,  dass  das  Gewicht  eines  jeden  Körpers 
das  richtige  Maass  semer  Masse  darbieten  werde.  Wenn  es 
sich  aber  um  die  Massen  von  Körpern  handelt,  welche  sich 
ausserhalb  der  Erde  befinden,  so  wird  man  sie  wenigstens  im 
Geiste  nach  der  Erde  und  Bwar  nach  derjenigen  Gegend  der- 
selben, welcher  wir  die  Maasse  der  Kräfte  entnommen  haben, 
flbertragen  mässen.  Hiernach  wird  die  Masse  eines  jeden  Kör- 
pers gemessen  durch  das  Gewicht ,  welches  er  haben  würde, 
wenn  er  nach  jener  Gegend  versetzt  wäre.  Handelte  es  sich 
um  Körper,  welche  Wegen  ihrer  Grüsse  von  der  erwähnten  Ge- 
gend nicht  genommen  werden  könnten ,  so  miisste  man  sie 
theilweise  befrachten;  es  wird  daher  alsdann  hinreichend  sein, 
das  Verhälfniss  zu  kennen,  welches  die  Masse  des  vorliegenden 
Körpers  zur  Masse  irgend  eines  gegebenen  und  in  dieser  Ge- 
gend befindlichen  Körpers  einhält.  Auf  diese  Weise  sind  die 
Kräfte  und  Massen  auf  gleichartige  Grössen  zurückgeführt,,  da 
wir  beide  durch  Gewichte  ausdrucken  werden.  Weil  ferner  in 
unsern  Formeln  stets  die  Kralle  durch  die  Massen  dividirt  vor- 
kommen, so  ist  es  gleichgültig,  welcher  PJnheit  wir  uns  bei  der 
Messung  der  Gewichte,  ob  Pfunde  oder  Unzen,  bedienen. 
Stets  wird  nämlich  der  Quotient,  welcher  aus  der  Division 
irgend  einer  Kraft  durch  die  Masse  hervorgeht,  durch  eine  ab- 
solute Zahl  ausgedrückt  werden.  Im  Fall  der  Schwere,  wo  so 
wohl  die  antreibende  Kraft  p,  als  auch  die  Masse  des  Körpers 
A  durch  sein  Gewicht  ausgedrückt  wird,  haben  wir  ^  =  1;  da- 
her steigt  ein  schwerer  Körper  während  der  Zeit  t  durch  die 
Höhe  fi=\l& 

herab  und  erlangt  die  Geschwindigkeit 

dt  —  "■ 


y  Google 


Körper  entnommenen  absoluten  Maassen.  8t) 

mit   welcher   gleichfiirmig  fortgehend  er  in  der  Zeit  t  den  We^ 
U*z=2s  durchlaulen  würde. 

Hypothese  3. 
§.  194  Bei  der  Messung  der  Zeiteti  wollen  wir 
stets  die  Secunde  als  Einheit  annehmen. 
Erläuterung. 
§.  1Ü5.  Dass  die  Secunde  der  60.60  .  24ste  Theil  des  na- 
türlichen Tages  ist,  ist  hinreichend  bekannt,  da  man  den  Tag 
in  24  Stuuden,  die  Stunde  in  60  Minuten  und  die  Minute  in  60 
Secunden  einzutheilen  pflegt.  Als  Tag  nehme  ich  hier  den 
mittleren  Sonnentag  an,  in  welchem  die  Sonne,  nach  mittlerer 
Zeit  (gerechnet,  einen  Umlauf  um  die  Erde  macht.  Wenn  diese 
Zeit  etwa  nicht  i'ür  alle  Jahrhunderte  von  derselben  Dauer  zu 
sein  scheint,  so  ist  es  hinreichend,  dieselbe  für  einen  gewissen 
gegebenen  Zeitpunkt  und  zwar  denjenigen,  um  welchen  man 
die  Sestimmung  der  Massen  durch  die  Gewichte  der  KOrper 
zu  erhalten  strebt,  zu  kennen.  Wenn  wir  daher  irgend  eine 
Zeit  durch  den  Buchstaben  <  bezeichnen,  so  ist  dieselbe  eine 
absolute  Zahl,  welche  angibt,  wie  viel  Secunden  in  jener  Zeit 
enthalten  sind.  Dieses  Zeitmaass  ist  aber  das  bequemste,  da 
man  bei  allen  Versuchen  die  Zeiten  in  Secunden  anzugeben 
pflegt;  auch  werden  wir  auf  diese  Weise  zu  häufige  Brüche 
vermeiden,  welche  eintreten  worden,  wenn  wir  einen  grössern 
Zeitraum  als  Einheit  annähmen. 

Hypothese   4. 
g.  IÖ6.     Die    Geschwindigkeit  werden  wir   am   be- 
quemsten durch  den  Weg  messen,    welchen    der  mit 
derselben  sich  bewegende  Körper  in    den   einzelnen 
Secunden    durchlaufen    wird. 

Erläuterung. 
Wir  erkennen  die  Geschwindigkeit  nicht  deutlicher,  als 
wenn  wir  den  Weg  anzugeben  vermögen,  welchen  ein  mit  der- 
selben gleichförmig  sich  bewegender  Körper  in  einer  Secunde 
zurücklegen  wird.  Wenn  ich  etwa  sage,  eine  aus  einem  Ge- 
schütz abgeschossene  Kugel  habe  eine  so  grosse  Geschwindig- 
keit, dass  sie  mit  derselben  in  einer  Secunde  einen  Weg  von 
1000  Fu SS  durchlaufen  würde;  so  hat  jeder  eine  gleiche  Idee 
von  dieser  Geschwindigkeit.  Auf  diese  Weise  werden  daher 
die   Geschwindigkeiten    und    die    durchlaufenen    Wege    durch 
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gleichartige  Grüsseu,  nänilich  Linien  ausgedrückt,  und  da  so 
wolil  die  Zeiten,  als  auch  die  Quotienten  der  Kräfte  durch  die 
Massen  durch  absolute  Zahlen  dargestellt  werden ;  so  bleiben 
in  unsern  Formeln  nur  Grösse»  von  zweierlei  Art  übrig,  näni- 
lich  geometrische  Linien  und  absolute  Zahlen. 

Hypothese  5. 

§.  1Ö7.  Es  bezeichne  in  der  Folge  der  Bnchstah  g 
beständig  die  Hohe,  durch  welche  ein  schwerer  Kör- 
per   in  Einer    Secunde    irei  berabsteigt. 

EiUiiterung. 
§.  198.  Durch  Beobachtungen  und  Versuche,  welche  zu 
diesem  Ende  mit  der  grössten  Sorgfalt  angestellt  worden  sind, 
hat  man  erfahren,  dass  ein  von  der  Ruhe  an  frei  herabsteigen- 
der Körper  in  der  ersten  Secunde  eine  Höhe  von  15%  Rhein- 
ISndisehen  Füssen  zurücklegt,  so  dass,  wenn  wir  dieses  Fuss- 
maass  anwenden,  g  =  15%  sein  wird.  Da  man  aber  die  Schwere 
nicfat  fiberall  auf  der  Erde  als  dieselbe  findet,  so  ist  diese 
(irösse  keine  hinreichend  feste.  Ich  habe  des s halb  schon  oben 
daran  erinnert,  dass  man  eine  bestimmte  Gegend  auf  der  Erde 
auszuwählen  habe,  auf  welche  die  durch  Gewichte  auszu- 
drückenden Kräfte  und  Massen  bezogen  werden;  bat  man  diese 
Gegend  aber  festgestellt,  so  bestimme  man  daselbst  durch  ge- 
naue Versuche  die  Hohe  g,  aus  welcher  ein  schwerer  Körper 
in  Einer  Secunde  frei  herabsteigt.  Man  könnte  die  Epoche  hin- 
zufügen, weichet  man  zugleich  das  Maass  der  Secunden  ent- 
nimmt, wenn  man  etwa  glaubt,  dass  mit  dem  Verlaufe  der  Jahr- 
hunderte die  Dauer  der  mittlem  Tage  sich  ändere.  Es  ist 
aber  gleichgültig,  welche  Gegend  man  zu  diesem  Zweck  aus- 
wählt und  wenn  man  alle  bisher  erwähnten  Maasse  auf  dieselbe 
zurückfuhrt,  werden  die  letzte»  Schlüsse  übereinstimmen  müssen. 
Hieraus  erbellt,  dass  diese  nach  unserer  Willkühr  aufgestellten 
Maasse  die  Principien  der  Mechanik  selbst  nichts  angehen  und 
dass  nichts  Wlllkührliches  dadurch  eingeführt  wird,  indem  wir 
durch  dieselben  nur  zu  Schlüssen  gelangen,  welche  in  bekann 
ten  Maassen  ausgedrückt  sind. 

Lehrsatz    5. 
§.  199.    Wenn  wir  alle  Grössen    nach    den  eben  aufgestell- 
ten Hypothesen  auf  Maasse   Kuriickführen ,    muss  man   in    de» 
frühern  Formeln  statt  i.  den  Werth  'ig,  d.h.  die  doppelte  Höhe 
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amiehmen,  aus  welcher  ein  schwerer  Kürpor  in  Einer  Seciinde 
herabsteist. 

^  Beweis. 

(Figur  18.)     Für   den    Fall   schwerer   Körper  wird    Dämlich. 
wenn  wir  nach  unserti  Hypothesen  die  Kraft  p  und  die  Masse 

A  ausdrücken,  -^  ==  1  nnd  die  Hühe,  ans  welcher  ein  Kör- 
per in  der  Zeit  (  herabsteigt,  oder 

Hieraus  niuss  ferner,  wenn  die  Zeit  t  in  Secunden  ausgedrückt 
und  ( ^=  l  gesetzt  wird,  für  *  sich  jene  Hfihe  g  ergehen ,  durch 
welche  ein  schwerer  Körper  nach  der  Ämiahme  in  Einer  Se- 
Gunde  herahsteigt;  offenbar  haben  wir  daher  ff  =  iA  und  es 
muss  l  ^=  2i;  gesezt  werden.  Es  wird  nun  ferner  die  am  Ende 
der  ersten  Secunde  erlangte  Geschwindigkeit,  oder 

|  =  A,  =  i=2i,. 

Diese  Geschwindigkeit  ist  also  so  gross,  dass  der  Körper, 
wenn  er  sich  mit  derselben  gleichförmig  bewegte,  in  den  ein- 
zelnen Secunden  einen  Weg  =  2^  durehlauren  würde,  ganz  wie 
die  von  uns  angenommene  Weise,  die  Geschwindigkeit  zu  mes- 
sen, es  erfordert. 

Zusatz  l, 
§,  200.     Es   bezeichnet  daher  X   nicht    eine   Zahl,    sondern 
eine  Linie,   welche   mit    dem   durchlaufenen  Wege  s  gleichartig 

ist,  während  die  übrigen  Grössen  (  und  •-:  durch  absolute  Zah- 
len ausgedrückt  werden. 

Zusatz  2. 
§.  20!.     Wird  demnach  ein  ruhender   Ideiner  Körper,    des- 
sen Ulasse  =  j4  ist ,  durch    eine   Kraft  p  angetrieben ,  so  legt 
er  im  Zeittheilchen  dt  den  kleinen  Weg 
ffpdt^ 
A 
zurück,    wenn    man     nämlich    beständig    die    vorgeschriebenen 
Maasse  anwendet. 

Zusatz  3. 
§,  202.    Wenn  aber   der  kleine   Körper  A  sich,  bereits  be- 
wegt und  durch    eine  Kraft  p  angetrieben  wird,  so  wird  nach 
Zerlegung  der  Bewegung  die  Seitenhewegung,  mit  welcher  er 
'nach  der  Richtung  der  antreibenden  Kraft  fortgeht  und  im  Zeit 
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theilchen  dt    den   kleinen    Weg  dx    zurücklegt,    so    geändert, 
dass  wir  haben 

2npd^        ,  ddx        2npdl 
dda^^^-^-^nd-^^-^^. 

Hier   ist  -37-    die    Zunahme     der     Geschwiudigkeit    in    dieser 

Richtung. 

Zusatz  4. 

g.  '203.  Wenn  man  ferner  hieraus  auf  die  Geschwindig- 
keit der  Seitenbewegung  in  dieser  Richtung  d.  h.  —r:  schliesst, 
80  wird  diese  nach  unserm  angenommenen  Maasse  so  ausge- 
drückt werden,  dass  sie  den  Weg  angibt,  welchen  der  mit  die- 
ser Geschwindigkeit  gleichfilrmig  sich  bewegende  Körper  in 
Einer  Secunde  durchlaufen  wurde. 

Anmerkung. 
§.  204.  Durch  die  Anwendung  solcher  Maasse  und  Ein- 
heiten, wie  wir  sie  beschrieben  haben,  werden  wir,  wenn  man 
2,9  statt  l  schreibt,  mittelst  unserer  Formeln  sehr  leicht  alle 
Bewegungen  auf  absolute  Maasse  zurückführen.  Diese  Weise 
scheint  viel  bequemer  zu  sein  als  diejenige,  welche  wir  vo^ 
diesem  angewandt  haben,  wo  wir  die  Geschwindigkeiten  mittelst 
der  Quadratwurzel  aus  den  Höhen,  nach  deren  Zurücklegung 
der  schwere  Körper  eben  diese  Geschwindigkeiten  erlangen 
würde,  ausgedrückt  hatten  und  zu  welchem  Ende  statt  der  Ge- 
schwindigkeiten die  ihnen  zukommenden  Höhen  in  die  Rech- 
nung eingeführt  waren.  Aus  der,  der  Geschwindigkeit  zukom- 
menden, Höhe  erkennt  man  aber  nicht  so  leicht  die  Geschwindig- 
keit selbst,  sondern  mau  bedarf  noch  einer  gewissen  Rechnung, 
um  sie  auf  die  gewöhnlichen  Maasse  zurückzufuhren.  Ferner 
erfordert  auch  das  Verhältniss  der  Zeit  eine  besondere  Rech- 
nung, wonach  in  diese  eine  gewisse  neue  Einheit  eingeführt 
werden  muss,  damit  die  Zelt  in  Secunden  ausgedrückt  werde. 
Diese  Weitläufigkeit  sowohl  in  Betreff  der  Geschwindigkeiten, 
als  auch  der  Zeiten  werden  wir  aber  durchaus  vermeiden,  wenn 
wir  uns  der  vorgeschriebenen  Maasse  bedienen;  der  ganze  Un- 
terschied besteht  ferner  darin,  dass  früher  in  den  allgemeinen 
Formeln  i.  den  absoluten  Bruch  ä  bezeichnete,  hier  aber  für  i. 
die  Linie  iff  geschrieben  wird.  Wenn  daher  jemand,  zur  Be- 
stimmung irgend  einer  Bewegung,  nach  der  frühem  Welse  die 
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Rechnung  angestellt  hat,  so  wird  diese  sehr  leicht  auf  unsere 
jetzige  Weise  zurückgeführt  und  man  wird  daraus  sehr  lasch 
alle  absoluten  Maasse  erhalten.  Hieraus  ersieht  man  ferner 
auch  leichter  die  Homogeiieität  in  den  Gleichungen,  welche  die 
Bewegung  umfassen,  da  nur  die  durchlaufenen  Wege  und  der 
Buchstab  ff  lineare  Grössen  und  gleichsam  von  Einer  Dimen- 
sion sind,  und  von  derselben  Art  sind  die  Geschwindigkeiten, 
wenn  sie  etwa  in  die  Rechnung  eingeführt  werden.     Die  Zeitt:n 

i  hingegen  und  die  Brüche-^  werden  durch  absolute  Zahlen 
ausgedrückt  und  sind  daher  als  von  der  Dimension  =  0  an- 
zusehen. 

In  der  nach  der  fi'üher  angenommenen  Weise  angestellten 
Rechnung  wurden  so  wohl  die  Geschwindigkeiten,  als  auch  die 
Zeiten  durch  Quadratwurzeln  aus  linearen  Griissen  ausgedrückt, 
sie  konnten  also  nur  als  von  der  Dimension  5  angenommen 
werden.  Indem  wir  daher  diese  frühere  Weise,  zu  absoluten 
Maassen  zu  gelangen,  verwerfen,  nehmen  wir  diese  neue  weit 
einfachere  und  leichtere  Weise  an  und  werden  sie  in  der  Folge 
stets  beibehalten. 
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Kapitel    Y. 


i  der  absoluten  Bewerjung  kleiner,   durch  beliebif/e  Krilfle 
anijetriebener  Körper. 


Aufgabe   13. 

§.  205.     Ein  kleiner  Körper  wird  durch  Kräfte  so  angetrie- 
ben,   dasa  er    seine  Bewegung  in    derselben  Ebene    ausfahrt; 
man  soll   sowohl   den   durchlaufenen   Weg,  als    zu    jeder    Zeit 
Reinen  Ort  und  seine  Geschwindigkeit  bestimmen. 
Auflösung. 

(Figur  19.)  Damit  die  Bewegung  in  derselben  Ebene  er- 
folge, müssen  sowohl  die  Richtungen  der  Kräfte,  welche  den 
Kürper  beständig  antreiben,  als  auch  die  Richtung  der  zuerst 
beigebrachten  Bewegung  notbwendig  in  derselben  Ebene  liegen 
unti  es  werde  diese  durch  das  Papier  selbst  dargestellt.  In 
derselben  nehme  man  nach  Beliehen  zwei  Äxen  OA  und  OB, 
7,ur  Bequemlichkeit  der  Rechnung  auf  einander  norm:d  an,  es 
sei  ESF  der  vom  Körper  beschriebene  Weg,  auf  welchem  er 
nach  Verlauf  der  in  Secunden  ausgedrückten  Zeit  (zum  Punkte 
S  gelangt  sei.  Von  diesem  l^lle  man  auf  OÄ  das  Perpendikel 
SX  und  es  seien  alsdann  die  Coordinaten  OXz^x  und  XS=: 
y,  so  dass,  wenn  man  den  durchlaufenen  Weg  ES=:s  setzt, 
man  habe  ds  =  ydx^  +  dy\ 

Es  sei  nun  die  Masse  des  kleinen  Kiirpers  =  A,  dieselbe 
würde  nämlich  sein  Gewicht  angeben,  wen»  er  sich  in  der  zu 
den  absoluten  Messungen  ausgewählten  Gegend  befände;  mag 
er  nun  durch  beliebige  Kräfte  in  S  angetrieben  werden,  so 
kann  man  dieselben  durch  statische  Zerlegung  auf  zwei  zurück- 
führen, welche  längs    der  den  Axen  parallelen  Richtungen  SP 
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und  SQ  wirken.  Es  sei  die  Kraft  SP=P  und  die  Kraft  SQ=Q, 
beide  in  den  ihnen  gleichen  Gewichten  gegeben.  Unter  diesen  Vor- 
an SE>etzun  gen  nehmen  wir  das  Zeitelemcnt  dt  constant  an  und 
denken  uns  auf  gleiche  Weise  die  Bewegung  nach  den  lÜRh- 
tungen  SP  und  SQ  zerlegt,  alsdann  Wird  die  Bestimmung  dei- 
Bewegung  in  den  zwei  Formeln 

2gIW        ,    .,         2ffQdP_ 
ddx  =  -"^ — -  und  ddy  =  -^-^ — 

enthalten  sein.  Hier  bezeichnet,  was  stets  festzuhalten  ist,  g 
die  Hohe,  aus  welcher  ein  schwerer  Körper  in  der  erwShnteu 
Gegend  der  Erde  in  Einer  Secunde  herabsteigt.  Hieraus  crgilit 
sieh  die  Geschwindigkeit  der  Seitenbewegung  längs  SP 

fpdt 


4/- 


Qdt. 

Setzt  man    nun    die    wahre   Geschwindigkeit   i«  S:^v, 

ds 
erhält  man,  weil  v  =  tt  und  ds^  =  dx^  +  dy^  ist,   hieraus 

Gleichung 

dx  ddx  +  dy  ddy  =  ds  dda  =  -^—  (Pdx  +  Qdy) . 
Da  nun  ferner  di  =  vdi  und  dds^^dvdt  ist,  so  ergibt  s 
vdm  =  -J-  (Pdx  ^-  Qdy)  und  c"  =:  ^jJiPdx  \    Qdy} . 


und 


Man   setze    ferner    dy:^pdx,  so   i 
1.  »Isilann  epliäitm».. 
diy  =pdda:+dpdx  =  ?s!^  = 

Da  aber  ds  =  i!dt  =  dx  V  1  +  p*  , 

iass  ds  =  d.x  Vi 
(Qdi-Pd,) . 

j2 

,.0         ..=  M. 

P^^d. 

-Pd,). 

Der    Krilnimungshalbroesser   der    Curve  ESF,    i 
diese  gegen    OJ  concav  ist,  ist  aber 

^     dx(i  +  p^)yi-\-p^  ^    ds(i+p'^)  _ 

"  dp  ~  dp 

,              ds  (1  +  p^) 
also  dp^^ — f — 

und  wir  erhalten  so  die  Gleichung : 
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_  rfs  _  mQdx—Pdy)  ^^j  ^  Pily  --  Qdx  ^  A^ 
r  Av^  ds  2(/r ' 

ZusuU    1. 
§.  206.     Wenn    man    daher  statt  der  Zeit  (  die  Geschwin- 
digkeit V  einfuhrt,    so    wird   die   Bewegung  ausgodruckt    durch 
die  zwei  Gleichungen: 

Avdv  =  lg  {Pdx  +  Qdy)  und  Aa^d%  ■=  tfjv  {Pdy—Qdx). 
Dieselben  sind  bequemer  zur  Anwendung,  wenn  etwa  die  Kräfte 
P  und  Q  von  der  Geschwindigkeit  des  Kurpere  abhängig  sind. 

Zusatz  2. 
§.  207.     Es    muss  hier    bemerkt  werden,   dasa    die  Purmei 
Pdx  +  Qdy    ..     .           ,.  ,             Pdy-fidx 
^ -^  die  tangentiale  und  — ■—, die  normale   Kraft 

ausdrückt  und  wenn   man  jene  —  T,  diese  =  N  setzt;   so  er- 
halten wir  die  Gleichungen 

Avdv=%jrds  und  ^«a  =  2j7ZVr, 
welche  mit  den  im  frühem  Theile  aufgestellten  i'ib ereinstimmen. 


Zu 

satz   3. 

§.  208.    Hat 

man  aber  di 

lese  Maasse  ei 

ngefühvt. 

die  Wirkung  der 

fange 

ntialen 

1  Kraft  T  dari 
Avdv 

.,  J.S.  > 

~  %gd.s 

und  die  Wirkung 

der  r 

lurmah 

IS 

ju  Kraft  N  da 

vin,  ilass 

haben.     Da  aher 

dy  = 

pda: 

und.  =  -^ 

N- 

~~l 

Av^dp 

halten  wir 

•gdsa+p'^)' 

wenn  wir  nämlich  ann< 

■hmen 

,    dass  die  no 

niide  Kn 

Äxe  OA  hin  gerichtet 

sei. 

Beispiel. 

§.  ■Mfl.  Es  werde  ein  kleiner  Kiirper  heständig,  längs  der 
Richtung  BO ,  durch  eine  constante  und  seinem  Gewicht  A 
gleiche  Kraft  angetrieben,  so  dass  wir  den  Fall  eines  oberhalb 
der  Erde  geworfenen  Körpers  haben.  Es  wird  also  P  =  0, 
Q=i— jl  und  wir  erhalten  mithin  die  Gleichungen 
ddx  =  0  und  ddij  =  -  '2ffdt^. 
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Gesetzt  der  kleine  Körper  sei  anfaogs  in  O  so  fortgoworfen 
worden,  dass  seine  Geschn'itjdigkeit:=c  gewesen  und  die  Rich- 
tung mit  der  horizontal  gedachten  Linie  OA  einen  Winkel  =  £ 
gebildet  habe;  alsdann  nird  also  anfangs  seine  Geschwindig- 
keit längs  0^  =  ceos£  und  längs  Oß  — cainj  gewesen  sein. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  die  erste  der  vorhergehen- 
den Gleichungen  ergeben 

^  =  ccos£ 
und  die  zweite  -^  =  fsini; — Ifft, 

weil  für  i—  0  die  Formeln  -jr  und  -ly  die  Anfangsgeschwindig- 
keiten ergeben  müssen.  Wenn  man  nun  diese  zwei  Gleichun- 
gen welter  integrirt,  so  wird 

a;:=;c(cos£  «ndy=:cisin£ — i)t- 
oder  —igi/=^if/''f^~ici/tsinS 

und  so 

c^äin^~4gy=(2fft^csinO^=  (''^'"^-^^J- 
Hieraus    geht    hervor,    dass  die  hesehrieheiie  Curve    eine 
Parabel  ist,  deren  Gleichung 

/c^ sin r cos?         V_c^co8ga    /c^singa         N 

l i^ -/)    ~  ~r~  \^9  V  ' 

deren    Parameter  ; 


I  OA  in  der  Höhe  — j— 
ds 


so  wird  die  Geschwindigkeit  im  Punkt  S,  nämlich 
D—  Vc* — igi/- 
Setzt  man   endlich  y  =  0,    so   findet   man    die  Weite   des 
Wurfes  =  f_?i5>-£^^- , 

Anmerkung. 
§.  210.     Ich  verweile  hier   nicht   bei  der  Entwickelung  an- 
derer hierher  gehüriger  Fragen,  da  ich   diesen   ganzen  Gegen- 
stand schon  ausführlich   untersucht  habe.    Man  bemerke  aber, 
dass  es  sich  hier  um  die  aiisolufe  und  freie  Bewegung  handelt. 
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Wenn  ich  nämlich  auch  die  Bewegung  schwerer  Körper  hieraus 
ahgeleitet    habe  und   diese,   in   so   fern  man  sie   auf  die  Eitle 
bezieht,   allerdings   eine  respective  imtl  von  der  absoluten  Be- 
wegung   sehr    abweichende    ist,    so   werden  wir    doch   in    der 
Folge  zeigen ,  dass   man  sie  als   eine   absolute  ansehen  kann. 
Da  nämlich  alte  irdischen  Körper  durch   ähnliche  Kräfte,   wie 
die  Erde  selbst  angetrieben  werden,  so  wird  hierdurch  bewirlit, 
dass    sie    sich    in   Beziehung  auf  die  Erde  eben  so   benegen, 
als  ob  diese  ruhete  und  jene  nicht  da  wären;  diess  werden  wir 
im  folgenden  Kapitel  deutlich  zeigen.     Ausserdem   hat  nmn  die 
freie  Bewegung  so  zu  verstehen,   dass   von   aussen    her   nichts 
den  kleinen  Körper  verhindere,    der  Wirksamkeit    der    Kräfte 
Folge  KU  leisten  und   man    muss    diese  Belegung  wnhl  unter- 
scheiden von  einer  gezwungenen,   bei  welcher  ein  gleichsam  in 
einen  Kanal  eingeschlossener  Körper   nur  ISngs  dieses  Kanals 
sich  bewegen  kann;  derartige  Bewegungen  habe  ich  im  zweiten 
Theile    betraclitet.     Hier  will  ich   nur  eine    einzige  Aufgabe  in 
Betreff  eines  in  derselben  Ebene  gebildeten  Kanales  hinzufügen, 
wobei   ich  von   aller  Reibung    absfrahire,    damit    man    leichter 
einsehe,  auf  welche  Weise  derartige  Aufgaben  mittelst  dieser 
neuen  Methode  aufgelöst  und   zugleich  der  Druck   des  kleinen 
Körpers  gegen  die  Seiten  der  Röhre  besllmnit  werden  kann. 
Aufgabe   14. 
§.  211,     Ein  kleiner  Körper  ist  in  einen,  in  derselben  Ebene 
gebildeten,   Kanal  eingeschlossen  und  wird  zugleich  durch  be- 
liebige Kräfte  angetrieben;  man  soll  seine  Bewegung  im  Kanäle 
und  den  Druck,  welchen  er  gegen  diesen  ausübt,  bestimmen. 
Auflösung. 
(Figur  19.)     Die   Figur  des  Kanals  ESF  wird  also  als  ge- 
geben  betrachtet  und    man    beziehe   dieselbe,   wie  vorhin,   auf 
je  zwei  aufeinander  normale  Axen  OA  und  OB.    Wenn  niim- 
lich  nach  Verlauf  der  Zeit  t  der  kleine  Körper  nach  S  gekom- 
men ist,   so   sei    OX  =  w,   XS  =  ynndES^s,    ferner  seien 
die  auf  dieselben  Richtungen    bezogenen    antreibenden  Kräfte 
SP=--P,    SQ^Q  und    liie    Masse   des  Körpers  =  ^.    In   so 
fern    nun   der  Kanai    die   Richtung,    welche  der  kleine   Körper 
für  sich   verfolgen  würde,   verändert,  übt   er   zu  diesem  Behuf 
Kräfte  aus,    welche  zwar  unbekannt,    aber  auf  dieselben  Rich- 
tungen   reducirt,    nämlich    längs    SP=X  und    längs  SQ=  Y 
seien;  von  diesen  Kräften  ist  aber  bekannt,    dass    sie   die  Be- 
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»legunif  des  Körpers  weder  beschleunigen  noch  vefziigern  «er- 
den, bi  nun  die  Kiaft  längs  5/*=:  "p  +  ^  und  längs  ÄQ  = 
Q-)-  I"  ist  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Gescbivindigkeit  in 
8  =  «  lind  den  Krümmungshalbmessern  i*  setzen,  nach  §.  '206, 
die  folgenden  Gleuhungen: 

4vflv  ==  2g\iP^■  X)dx^(Q-{^  Y)dy\ 
«nd  -)ö^rf*=25r[(/»+  ^)<i!;y-(Q+  Y)dx]. 

Da  aber  die  Kräfte  A'  und  ¥  nichts  zum  Incremcnt  (7t.-  der 
Geschwindigkeit  beitngen,  so  wird 

Xdx-\^  F(f3f=:0 
und   wir  erhalten   aus   der    zweiten   Gleichung  zur  Bestimmung 
dieser  Kräfte 

Xdy-^  Ydw  _Aj^_  Pdy  —  Qdx 
ds  2yc  di 

Es  wird  demnach  erstens  die  Bewegung  b'uigs  des  Kanals 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

Avdr,=1g  {Pdx-{-Qdy], 
woraus    man    die    Geschwindigkeit  v    des    kleinen    Körpers   in 
jedem   beliebigen  Punkte   kennen   lernt.     Zweitens  übt  der  Ka- 
nal selbst  derartige  Kräfte  X  und   Y,  längs  der  Richtungen  SP 
und  SQ  aus,  dass  wir  haben: 

1  ^Ay—Ydx  ^A^  _  Pdy—Qdx 
ds  ~"  'ifli-  di 

Wenn  man  nämlich  diese  Kräfte  auf  die  Richtung  des  Ka- 
nals Ss   und  der  Normalen  ÄiVreducirt,   so   entspringt  in   der 
ersten  Richtung  die  Kraft  ^0  nnd  in  der  zweiten  eine  Kraft 
Av'i        Pdy—  Qdx 
"~  2gr  ds 

Mit  einer  eben  so'  grossen  Kraft  drückt  umgekehrt  der 
kleine  Kürper  gegen  den  Kanal,  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  Sn  und  dieses  ist  der  gesuchte  Druck. 

Zusatz    1. 
g.  -212.     Wird  daher   der  kleine  Körper,    während  er  sich 
längs  des  Kanals  bewegt,    durch    keine  äussern    Kräfte  P  und 
<i  angetrieben,  so  wird  seine  Bewegung  gleichfürmig ,  weil 
Avde  ^^  0. 
Er   wird    alsdann  aber  liberall  normal  gegen  den  Kanal  mit 

einer  Kraft  :iz  ^ —    drücken;    längs   der  Richtung   Sn,   welche 
die  entgegengesetzte  Lage  des  Krümmungshalbmessers  hat. 
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Zusatz   -2. 

§.  213.  Die  Kraft  ^ — >  welche  gegen  den  Kanal  drückt, 
wird  die  Centrifugalkraft  genannt  und  sie  entspringt  daraas, 
dass  der  kleine  Kürper  dem  Äntrielj  der  Trägheit  zuwider  auf 
einer  krummen  Linie  fortzuschreiten  gezwungen  wird.  Diesell>e 
steht  im  zusammengesetzten  directen  Verhältni^s  der  Masse  A, 
des  Quadrats  der  Geschwindigkeit  v  und  dem  umgekehrten 
Verhältniss  des  Krümmungshalbmessers  r. 


§.  214.  Wird  der  kleine  Körper  ausserdem  durch  eine  tan- 
gentiale Kraft  T  längs  Ss  und  eine  normale  iV  längs  SN  an- 
getrieben, so  haben  wir 

Av  dv  ^=  Iff  Tds 
und    es   erleidet   der  Kanal    in   der    Richtung   Sn  einen  Druck 

durch  die  Kraft  ~^]S. 

igr 

Iteispiel. 
g.  215.  (Fig.  20.)  EinkleinerKörper,welcherdiirclidie  Schwere 
angetrieben  wird,  ist  gezwungen,  längs  des  Kreisbogens  OS, 
dessen  Mittelpunkt  B  und  Radius  OB  ^6  ist,  aufzusteigen. 
Es  sei  OB  vertikal,  OA  horizont^d,  die  Geschwindigkeit  in  O 
=  c;  alsdann  wird  P=0,  Q=:~~A,  r  ^=  b  und  zur  Bestim- 
mung der  Bewegung  des  Körpers  ^ürf«  = — 2Agdy  oder  vdv 
=!  —  ''iffdy.     Wir  erhalten  daher 

und  es  wird  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  Z>  verschwin- 
den, wo  J  =  i~  'st-    Di«  Kraft,  welche  längs  SB  gegen  den 

Kanal  drückt,  wird 

A(c'^ — 4*/!/)      Ada: 

~  2^fi^  dT' 

Es  wird  aber,  weil  :t^  +  (6 — yf  =  b^\si,  x  =  \f  2öy— y*^ 
j^ —    —  ■  — ^  '""t  ds  ~  — :=^^£ — ^-;   demnach   der  Druck 


V"2%= 


Da  derselbe  negativ  ist,  so  wird  der  Druck  gegen  den  Ka- 
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durch  ftelicOiffe  Kräfte  ant/etrle/ietier  Körper 


Hill  in  Jev  Iticlitung 

Weil  ferner  v  -- 

oder                     tU  = 

SiVwir 
_ds_ 

keil  und 

so  wird  das  Element  der  Zeit 
Ms 

vdv 

■iS3)V'h~3'' 

) 

dt~ 


Ist  die  Antinigsgeschwindiglieit  c  gewiss emiaasseii  unend- 
lich klein  im  Vergleich  mit  6,  so  wird,  weil  v  nicht  grösser 
als  e  werden  kann. 


Ist  demnach  n;  die  halbe  Peripherie  des  Kreises,  dessen 
Radius  =  1,  so  wird  die  Zeit  der  ganzen  aufsteigenden  Bewe- 
gung bis  D,  wo  die  Geschwindigkeit  c  —  0  ist, 

diese  nennt  man  die  halbe  Schwingungszeit.     Diirait  nun 

TtSTT 
die  Zeit  einer  ganzen  Schwingung  oder — ~:=:Eine  See  und  e  sei, 

■      -  V  2/7 

müssen  wir  den  Radius 

BO  =  ö  =  % 
annnebmen;   diess  ist  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  wel- 
ches in  jeder  Secunde  ein«   Schwingung  macht.     Ist  nun  g  = 
15'.6'25  Rheioländisch ,  so  wird  die  Länge  dieses  Pendels 
=  3',166287  Rheinländisch. 
Anmerkung. 
g.  216.     Es  bedarf  nicht  der  Erinnerung,  dass  wir  hier  nur 
desshalb  einen  Kanal  angenommen  haben,  damit  die  Bewegung 
längs     einer    gegebenen     Linie     erfolgen     müsse;    diess    kann 
aber     auf     mehrfache     Weise,    wie    durch     Pendel,     bewirkt 
werden  und  es  erschien  uns  angemessen,  einen  derartigen  Fall 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe  zu  entwickeln.     Uebrigens  habe 
ich    die   hierher   gehörigen    Äufgalien    im  zweiten   Theile   der 
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Mechanik  -lUstuhtliLh  behandelt  A-\  ibet  dort  äu  v\uns'chen 
übrig  bleiben  konnte  iliss  die  Methode  nicb  vielchei  min 
jetzt  die  bevtegung  der  Himmelsk  rper  zu  berechnen  pflegt  nnd 
welche  icb  erst  nacbhei  vor/ inehmen  ange langen  habe  ans 
einanderge'ietat  wurde  so  wird  e&  der  Muhe  wertb  lein  die 
selbe  hier  genauer  diirzu>.tellen  Sie  geh  irt  ubngens  zur  Auf 
gäbe  13  (5  205)  und  ist  nur  dann  »erschieden  da&s  die  Be 
wegunf;  nicht  durcb  Coordinaten  sondern  durch  die  Abstandi 
von  einem  featen  Punkte  und  die  um  denselben  beschriebenen 
Winkel  bestimmt  wird  Soweit  diese  Bewegung  in  einer  1  bene 
erfotijt,  werde  ich  die  VorachriFten  !>eben,  nach  denen  man 
dieselbe  dieser  Methode  entsprechend  zu  erforschen  hit  nach 
her  »erde  ich  dasselbe  für  eine  t  iclit  in  derselben  tbene  er 
folgende,  Bewegung  zeigen 

Aufgibe  15 
§.  217,  (Figur  21.)  Ein  kleiner  Korper  bewegt  sich  Ire* 
in  einer  Ebene  und  wird  in  derselben  stets  durch  zwei  Kräfte 
angetrieben,  von  denen  die  eine  nach  einem  gewissen  feäte» 
Punkte  O  gerichtet  ist,  die  andere  eine  auf  jene  normale 
Richtung  hat;  man  soll  für  jede  Zeit  den  Abstand  des  Kör- 
pers «  vom  Punkte  O  und  den  Winkel  AOS  bestimmen, 
Auflüsung. 
Nach  Verlauf  der  Zeit  t  sei  der  kleine  Körper,  dessen 
Masse  =:  A  ist,  von  A  nach  S  gelangt  und  man  setze  den  Ab- 
stand OS  =  u  und  den  Winkel  AOS  =  rp.  In  Ä  wertle  ei 
aber  angetrieben:  erstens  durch  eine  längs  iSO  gerichtete  Kraft 
^  V,  zweitens  durch  eine  längs  SV,  normal  auf  OS  gerichtete 
Kraft  =  S.  Um  diesen  Fall  leichter  auf  die  Aufgabe  13.  -m- 
rü ckzu fuhren ,  fallen  wir  von  S  auf  die  feste  l^inle  OA  das 
Perpendikel  SX  und  führen  die  Coordinaten  OX=^x  und  SX 
=:y  ein;  es  wird  alsdann 

x=-u  cos  q)  und  y  —  tt  sin  tp . 
Hierauf  reduciren  wir  die   Kräfte    V  nnd  S  auf  dieselben 
Richtungen  SP  und  SQ  und  erhalten  so 

die  Kraft  SP——  Kcos-jj  — S8in<p 
und  -         -      SQ=—  Tsinqi  +  Scosy; 

beläe  haben   wir    oben   respeetive   P  und  Q  genannt.     Wir  er- 
halten demnach  diese  zwei  Gleichungen: 

ilfj.v  ~ —  "--j      I  Fcostp +  Ssin7)] 
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und  ddy=- ~4""  [l^sioip  —  Scoaq»], 

Huicii  ilerea  Combinatinn  wir  eihalfen 

,  ,     .  2o  Vdt^ 

ddx  coä(p  +  adysmrp:=—  -   ■■:■■■ 

.        '.  ,,  2f,Sdt^ 

"Tid  ddx  sin ip — «rf^cos^^;—  ~     -j — 

Aus  a;^^j»cosqj  iiiid  y^us'inip  erlialteii  ivir  aber 
X cos ip-i-y sin <p=zu  und  ä: sin  tp  —  y  cos  <p  ^^  0 
und  wenn  wir  diese  Gleichlingen  differentiiren , 

dxcoäip-i- tlysiit(p  =  ilu  und  dxsintp  —  dycostp -\- tid<p=^{t 
oder  da:  sin  (p  —  dycoa  ip= — udip. 

Differentiiren  wir  aufs  neue,  so  erhalten  wir: 
ddx  cos  <p-\-dd/Jis\Ticp-{-udrp'^^=ddu 
und  ddx  Bin  ip-^dily  cos  ip  -(-  dudqy^  —  dadip  —  iiddip. 

Sübstituiren   wir  diese  Werthe  in  die  obigen  Gleithungei 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Bewegung : 
^    „  ,  „     2oFrf(»      „ 

I)  ddu—ud(p^  +  ■■■-,-  --  =  0 

II)  wrffZqp + 2rfM dtp -j-     =  ** ■ 


§.  218.    Wenn  man  die  zweite  Gleiohung  mit  u  multipliciit 
ind  hierauf  integrirt,  so  ergibt  sich 


,=?^yi 


Sudt, 


wobei  man  zu  bemerken  hat,    dass  siA^gi    das   Element    der 
Fläche  AOS  ausdrückt;  es  wird  daher  diese  Fläche  selbst 


=  'i.frfi' 


j  Sudt. 
Verschwindet    demnach    die    Seitenkral't    S ,     so  wird    die 
Fläche  jlOSder  Zeit  (proportional,  wie  auch  immer  die  andere, 
gegen  den  Punkt  O  antreibende,  liraCt  V  beschaffen  sein  mag. 
Zusatz  2. 
£.  219.     lUuUiplicirt  man   die  erste  Gleichung  mit  du,   die 
zweite  mit  udrp  und  addirt  beide  Producte,  so  erhält  man 
,     ,,           ,     ,„       „,     ,,             Ht/FdP'du      iqSudt^d<p 
duddtt+iidtiüip^  +  u'dq>ddq>  := -■■  ■  j 1-  -'     -  •: — — 

und  wenn  man  integrirt 

^..,u,.,,,.,-'j!^f- 


^-ßsuil^—l- 
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Hier  drückt  V~«/i(*  +  w"^(/q)*    das   Ü^lement    des    Bogen»  AS 
^     <rn  .u==  r.   A^s,  Quadrat  der  Gcachnindigkeit  im 


§.  220-     Molt'iplicirt  man  die  zvTeite  Gleichung  iiiit  %i^dqi, 
so  findet  man,  weil  dt  crastant  ist,  tiaa  Integral 

u*dip''  :=  --  .  ■    /  Am*  drp 

und  wir  erhalten  hieraus  mittelst  der  letzten  Gleichung  (§.  219.) 

w^rfa*  :^  ^^' \ulfSHdq>  -  fSu^ d<f  -  u'fVd-u]. 

=  ^2^  [ifadufSu  dp  —  tflJVdu] . 
Hierbei  hat  man  zu  hemerken,  dass  das  Element  der  Zeit 
dt  sich  ausserhalb  der  Integralzeichen  befindet. 
Zusatz  4. 
§.  ^1.     Hat  man  S  =  ü,  welches  der  Fall  der  Onlripctal- 
kiSfte  ist,  so  wird 

u'^d<p=pdt  und  nd>p  =  '-~~- 
8ubstitui<'t  man  diesen  Wcrth  in  Zusatz  2.,  so  erhiilt  muii 

M«  A    J 

.,._  w'^« 


und 


V^^a  „3  __  ^  _  igtfifVdn :  A 

'^  uVc'^u^-~f*—AtfuyVdu:A ' 
Anmerkung. 
§,  222,  Man  pflegt  diese  Formeln  sehr  häufig  in  der  Theorie 
der  Astronomie  anzuwenden  und  mittelst  derselben  die  Länge, 
die  Anomalie  und  den  Abstand  eines,  gegen  einen  bestimmten 
Punkt  getriebenen,  Planeten  zu  bestimmen.  Es  ist  hier  nicht 
der  Ort,  diess  weiter  zu  verfulgeu,  da  es  zur  Astronomie  ge- 
hört; es  mag  hier  genügen,  die  Methode  der  Behandlung  sol- 
cher Aufgaben  im  allgemeinen  dargelegt  zu  haben.  Wir  gehen 
nun  zur  Betrachtung  von  Beweisungen  über,  welche  nicht  in 
derselben  Ebene  erfolgen. 

Aufgabe   16, 
§.  323.     Ein  kleiner  Kursier  bewogt  sich  frei  und  wird  durch 
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beliebige  Kräfte   angetrieben;    man  soll  seine  Bewegung,   mit- 
telst drei  auleinaiider  normaler  Coordinaten ,  bcstiniineii. 

Auflösung. 
(Figur  22.)  Es  sind  die  drei  weehselseitig  auf  einander 
Dormalen  Äsen  OA,  OB  und  OC  aufgestellt  und  es  bewege 
sich  ein  kleiner  Körper,  dessen  Masse  —  A  ist,  auf  der  Linie 
ESF.  Nach  Verlauf  der  Zeit  (  sei  er  nach  S  gelangt  und  man 
fälle  aus  diesem  Punkte  auf  die  Ebene  AOB  das  Perpendikel 
SY,  aus  Kauf  OA  die  Normale  YS,  so  dass  man  die  drei 
auf  einander  normalen  und  den  Axen  parallelen  Coordinaten 
OA^a,  XY=:y  und  YS  =  z  erhält.  Der  bereits  durchlau- 
fene Weg  £Ssei^j(,  also  rfs— V^(Za:'--f rf^^  +  rfi'  und  die 
Geschwindigkeit  in  Ä  — -j^  =rii.  Mag  nun  der  kleine  Körper 
in  'S  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  werden,  so  kann  mau 
sie  doch  auf  dieselben  drei  Richtungen  zurückltihren.  Er  werde 
demnach  durch  die  drei  KrSfte  SP  =  P,  SQ=Q  und  Sli  =  K 
angetrieben ,  deren  Wirkungen  nach  dem  Obigen  durch  die 
drei  folgenden  Gleichungen 

dilx  =  ~ — j —  ;    ddy  =  -■— j —  und  rfrft  =        Ä — 
bestimmt  werden,    wo  man   das  Element  dt  als  constant  ange- 
nommen  hat.    Je   nachdem   also   die  Kräfte   P,    Q  und  ß  von 
den   Coordinaten  x ,  y  und  i  oder  auch  von    der  Geschwindig- 

ds 
keit  ;^  =  ^  abhängig  sind,  hat  man  aus  der  Analysis  die  Htllt's- 

[lüsung  KU  entnehmen. 

zu  bemerken ,  dass  weg 

ds'^  =  dx*^dy^-k-dz'^  und   V^—J^i 

dsdds       dxddx  +  dyddy4-dtddz 
also  .,!.=  -jj5-= 1^ 

wir  haben  werden : 

vdi!  =  '^  (Pdx  +  Qdy  +  Udi)  , 
durch    welche  Gleichung  die  ISeschleunigung  des  kleinen  Kör- 
pers bestimmt  wird.    Um   die  Curve  zu  linden ,  setze  man  rfy 
^pdx  und  dz-:^fjdx,  so  dass  '.^ir  haben 

As  =  dx  VT+^M^  nnd  c  =  ^  VHtJMV 


mittel  der  Auflösung  nu  entnehmen.     Inzwischen  wird  es  ang< 
messen  sein,  zu  bemerken,  dass  wegen 
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Oii   null  tl(h/  =  pd(Lv  +  dpd.r  und  ddi~  qdd.v-\-  dqdx ,  so 
^dPdP 
liiidet  man,  indem  man  statt  ddx  seinen  Werth  ■■  — .— ~  sub^tituiit: 

dpdx^'^'iQ-Pp)  und  dqd.x  =  ^-^ili~Pq). 

Schreibt  man  imn  für  df^  seinen  Werth  'Ji^ittPl±^  ^ 

so  erhalten  wir 

'igda:(l+p'^+ffl) 
dp=    "  aS-^   <e-/-',0 


oder  Qdx  -  P</^  =  ^—J^P-. 


Substituiit  man  nun  statt  p  und  q  die  Werthe   y^  nnd-^". 
so  gehen  diei^e  zwei  Gleichungen  iiher  in  ä'in  folgenden: 


Qdx — Pily: 


Av'^^dxddy  —  dyddx) 
Av^  (dx  ddx  —  dz  ddx 


und  Rdx  —  Pdz  - 

und  wenn  man  die  eine  durch  die  andere   dividivt,  endlich 

i\dzdd.y—d.yddi)-\-Q(fh;ddt — dzddx)+H{dydda, — dxd.dif)=ß. 

Zusatz  I. 
§.  2^4.     Die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte    der  Cuive 
wird  bestimmt  durch  die  Differentialgleichung 
Avdv  =  i3(Pdx-t-Qdy+  Rdz) , 

Pdx  +  Qdy  +  ndz ,.  ,  .    -u     j      i^a 

wo- — — — — Y^— die  aus  den  antreibenden  Kräften  entsprun- 
gene Tange  ntiiilkralt  bezeichnet. 

Zusalz    2. 
§,  2'25.     Zur  Hestimmting  der  Curve  sind  je  zwei  Gleicliun- 
gen  von  den  dreien: 
•igds^iQ,!^ ~  Pdy)  =  Av^{dj!d<hi—dyddx)=.Av^dx'^d.'^, 

df 
■ig  du'' {Pdz— Rd^)  =  Av\dzddx—dxddz)  =  Äf)-^dz'^d.^, 


ausreichend;   indem   je  zwei   von  ihnen  zugleich  die  dritte  ent- 
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halten.  Ahdann  taut  aber  die  Betrachtung  des  constaiiten 
Diffeieiitiais  fürt. 

Zusatz    3. 
§.  226.     Die    lelzle    von    der    Geschwindigkeit    freie    Glei- 
chiing    ist,    obgleich   sie  Differentiale    zweiten   Grades   enthalt, 
doch  an  das  als  constaiit  angenommene  Differential  dt  nicht  ge- 
bunden,   indem    sie  folgendermaassen  dargestellt  iverden  kann; 

Anmerkung. 
§.  227.     Die  drei  KrJifle  P,    Q  und  K,    welche    nach    der 
Voraussetzung  den  kleinen  K<Jrper  in  8  antreiben,   werden  auf 
Eine  zurückgeführt,  welche 

ist.  Setzen  wir  diese  =2  V,  so  bildet  ihre  Richtung  mit  den 
drei  Linien  SP,  SQ  und  SR  Winkel,  deren  Cosinus  resfieclive 

Kraft  V  mit  der  Richtimg  der  Bewegung  Ss  einen  Winkel  =w, 
so  wird  die  beschleunigende  oder  längs  Ss  antreibende  Kraft  = 

Fcosw  und  da  dieselbe  auch  = (7s~~~ '^^'    *"'"'''' 

Pdx^-Qdy\Rdz 
ten  « ir  cos  «  = -^^ , 

M'oraus  wir  schliessen,  dass  die  normale  Kraft  ^=  Vswia  ist.  Die 
Lage  der  letztern  wird  am  bequemsten  mittelst  der  s^)härischen 
Trigonometrie  dargestellt.  Man  denke  sich  S  (Figur  23.)  als 
den  JVIltfelpunkt  einer  Kugel,  von  wo  nach  der  Oberfläche  die 
geraden  Linien  SP,  SQ  und  SR  gesogen  werden,  so  dass  PQ, 
PR  und  QR  Quadranten  sind.  Die  Richtung  der  Bewegung 
gehe  durch  s  und  die  mittlere  Richtung  der  Kräfte  durch  V; 
alsdann  erhalten  wir 

dx  ^        d.y  ^        dz 

ds  ds  «s 

cosPF=-p-    cosQV^^,     cos7^F— -^ 

_Pda:  +  Qdy -i-  Rdz 

cos  M—  y^f^ 

Ist  nun  der  Winkel  ca  bekannt,  so  nehme  man  sFiV— W 
an  und  es  wird  alsdann  die  aus  dem  Mittelpunkt  S  durch  N 
gezogene   gerade  Linie   die  Richtung    der  normalen  Kraft  sein. 


ind  ausserdem   Vs 
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Die  Lage   des  l'uiiktes   N  «irtl  so  dui 
(ieii  Punkten  P,  Q  und  II  bestimmt,  il. 


>sPiV= 


casQN— 


»eine  Alistiinde   ' 


[)a  es  alsrt  hieriiacli  iinendlkli  viele  j^crade  Linien  gil)(, 
welche  auf  die  Richtung  der  Ben-ef;uiig  Ss  normal  sind,  so 
wird  diejenige  unter  llineii  bestluimt,  längs  welcher  die  normale 
Kralt  wirkt  und  welche  die  Richtung  der  Ueivegung  so  kriinmif, 
dass  der  Krümmungshallimesser  auf  die  gerade  Linie  SN  fallt. 

Derselho  viird  alsdann^zj— y  .         {-g.SC?.)- 

Aufgabe   17. 
§.  228.     Ein    kleiner  Kcjrper,    dessen    Masse    ^^  A  ist,    be- 
wegt  sicli    in   einer  Rühre   oder    eineni  Kanäle  und  ivird  durch 
keine  Kräfte   angetiieben ;    man  soll  seine    Bewegung  und   deiv 
Druck  bestimmen,   welchen  er  ühetall  gt'geu  die  Rühre  ausübt. 

Auflösung. 
(Figur  22.)  Ea  sei  ESF  die  Figur  der  Ridire,  iri  welcher 
der  Körper  sich  bewegt  und  nach  Verlauf  der  Zeit  (  auni  Punkt 
S  gelangt  ist,  nachdem  er  den  Weg  ES  =  s  zurückgelegt  hat. 
Der  Ort  iS  werde  wie  vorher  auf  drei  feste,  unter  sich  normale 
Axen  OA,  OB,  OC  hei^ogen  und  man  setze  die,  ihnen  paral- 
lel gezogenen  Ordinaten  OX~x,  XY=y  und  YS=i.  Da  nun 
der  kleine  Körper  gezwungen  ist,  überall  die  Richtung  der  Rühre 
zu  verfolgen,  muss  diehe  nothwendig  Kiäfte  auf  ihn  ausüben, 
welche  jedoch  s»  beschaffen  sind,  dass  die  Geschwindigkeit 
keine  Aenderung  dadurch  eileido.     Es  nird  daher  die  Geschwin- 


digkeit constant  und   i 


ih 


und  i^=ct   wird, 
ausübt,   auf  dieselbi 


ietze  sie  —  c,    nodiireh    a!sc 

ehe   die    Kräfte,  welche  die  Rühre 
Aien  ui,d  es  sei  SP=X,   SQ=  Y 

und  SR  =  Zi    alsdann    haben    wir,    »eil    die    Geschwindigkeit 

unveränderlich  ist,     Xdx  l  Ycli/  \^  Zdz^O. 

ih 
Da    ferner  dt  =  —  ,    so   nird  stait  dt  das  Element  ds  con- 


atant  sein  und  wir  erhalfen  so 
AcUdx—lgXds'',  Ac-'<l'}y  = 


die  Ilauptformeln: 

iffVds^  und  AcHd:~2r,Zds", 
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durch  lieliefjif/e  Kräfte  ant/etriefieJier  Körper.  lO'J 

wobei  ds*  =  (i,«*+rfy* -l-*/!*  ist.    Die  ganze  Kraft,   welche  die 
Rühre  auf  den  kleinen  Körper  ausflbt,  wird  demnach 


=  VÄ:3+ra+z 


%(/sa 


und  ihre  Richtung   ist  gegen  die  Linien  SP,    SQ  und  SR  nni 
Winkel  geneigt,  deren  Cosinus  respective 
_  ^___^ ddx 

_  F d^ 

~  V~  y/^ddx^  +  ddy^  +  ddx^' 

_  Z ddz 

~  V~  V  d.dx'^  ^~7idy-^  +  ddz^ 
ist.  Dieser  Kraft  ist  aber  der  Druck  ,5 welchen  umgekehrt  der 
kleine  Körper  auf  dieROhre  ausübt,  gleich  und  entgegengesetzt. 
Zusatz  1. 
§.  229.  Setzt  man  den  KTümmungs Halbmesser  der  Cnrvo 
im  Punkte  ■$  =  !-,  so  hat  man,  weil  die  normale  Kraft  =  V  und 
die  Geschwindigkeit  =  c  ist, 

_Af;  _  ds^ 

'^~2gV~  ^^dd^-flidy^  +  ddi^' 
wo  ds  als  constant  angenommen  ist. 
Zusatz   2. 
§.  230.    Die  Lage  des  Krümmungshalbmessers  stimmt  aber 
mit    der  Richtung  der  Kraft   V  Überein  und   bildet  daher  mit 
den  geraden  Linien  SP,   SQ  und  SR  Winkel,   deren  Cosinus 
respective 

dda^  ddy 

~  Vddx^  +~dd;/^^T~dü^'    ~  ^^Tdda?-  +  ddf  +  d<0- 

_   _<l(h 

~  VrfrfS"  +  ddy^  +  ddi^ 
ist. 

Anmerkung, 
§.  231.  Wir  könnten  hier  auch  die  Bewegung  untersuchen, 
wenn  der  kleine  Körper  nicht  auf  einer  gegebenen  Linie,  son- 
dern nur  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  fortzuschreiten  gezwun- 
gen ist,  weil  aber  dieser  Gegenstand  im  zweiten  Theilc  der 
Mechanik  bereits  ausführlich  behandelt  worden  ist,  werde  ich 
ihn,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  sein,  hier  nicht  berühren;  be- 
s  auch  weil  offenbar  die  ganze  Sache  darauf  hinaus  kommt 
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dass  die  Kichtung  der  Kraft,  welche  die  Oberfläche  auf  den 
kleinen  Kiirper  ausübt,  auf  dieser  normal  stehen  muSH.  IVIan 
Itestimme  daher  mittelst  der  vorausgesetitten  Gleichung  dei 
Oberfläche  die  Lage  der  Normaleo  oder  ihre  Neigung  gegen 
die  drei  Richtungen  SP,  SQ  und  SR,  vielche  mit  der  vorhin 
bestimmten  Lage  der  Kraft  F  wird  äbereinslimmen  müssen. 
Hieraus  erhält  man  eine  neue  Gleichuni;  zwischen  den  Coordi- 
naten  x,  y,  z  und  verbindet  man  diese  mit  der  ersten,  so  wird 
man  den  auf  der  Oberfläche  durchlaufenen  Weg  heetimnien; 
dass  dieser  die  kürzeste  Linie  zwischen  seineu  Endpunkten  sei, 
ist  von  selbst  klar. 

Ich  kehre  nun  zur  freien  Bewegung  zurück  und  werde  zei- 
gen, wie  man  die  nicht  in  derselben  Ebene  erfolgenden  Bewe- 
gungen angemessen  durch  Winkel  zu  bestimmen  habe,  welche 
sich  auf  einen  bestimmten  festen  Punkt  bezieben,  nSmüch  auf 
die  Weise,  welche  ich  oben  in  Aufgabe  5.  {§.70.)  aus  einander 
gesetzt  habe.  Da  diese  Weise  in  der  theoretischen  Astrono- 
mie von  grüsstem  Nutzen  und  diese  Entwickelung  der  Bewe- 
gung in  den  vorhergehenden  Theilen  nicht  dargestellt  worden 
ist,  bestimmen  wir  für  sie  die  folgende  Aufgabe. 

Aufgabe  18. 
g.  '.»32,     fFigur  24.)    Ein   kleiner  Kiirper    wird    theils   nach 
einem  festen  Punkte  O  hin,  theils  durch  andere  beliebige  Kräfte 
angetrieben;    man    soll    seine    Beviegung    in   Bezug  auf  diesen 
Punkt  bestimmen. 

Auflösung 
Man  denke  sich  eine  Ebene,  nämlich  die  des  Papiers, 
welche  durch  den  festen  Punkt  O  geht  und  auf  welche  wir  die 
Bewegung  beziehen,  nehme  in  ihr  die  feste  Axe  OA  an  und 
es  sei  nach  Verlauf  der  Zeit  t  der  kleine  Körper  nach  iS  ge- 
langt. Von  diesem  fallen  wir  zuerst  auf  die  Ebene  das  Per- 
pendikel SFund  von  Tauf  die  gerade  Linie  OA  das  Perpendikel 
YX,  so  dass  wir  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  0Ä=  x, 
XT  =  y  und  FS=;i  haben.  Da  nun  der  kleine  Korper  in  S 
zuerst  durch  eine  Kraft  längs  SO  angetrieben  wiid,  so  zerlege 
man  dieselbe  nach  den  Richtungen  YO  und  S¥  die  übrigen 
Kräfte  aber  beziehe  man  so  wohl  auf  dieselben  Richtnngen  als 
auch  auf  die,  in  der  Ebene  des  Papiers  auf  OY  normale, 
Linie  ¥V.  Wir  haben  daher  im  ganzen  drei  Krnlte  die  erste 
längs   1"0  gonchtete  ™  V,  die    zweite   längs    YT  —  ^  und  die 
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dritte  längs  SR  gerichtete  =  ß.  Da  diese  Kräfte  bekannt  sind, 
reducire  man  sie  auf  die  likhtungen  der  Coordinaten  und  wenn 
man  dabef  den  Winkel  AOY=(p  setzt;  so  erliäit  man  fol- 
gende  Kräfte: 

längs  XO  die  Kraft   Fcosgi  +  Ssin^.^  — /» 
■       YX     ■        -       Vsin^  ~  Scas<p=^Q 
-      Sli     ■        -      R. 
Die  Wirkungen  derselben  werden  durch  die  drei  folgenden 
Formeln  ausgedrückt: 

A ddx  =-  -igdt^ {Vcoa cp  +  Ssingy) , 
Add^  =—  ^ffdP{Vsia(p~Scoä(p) 
und  Addi^^'iffRdC, 

wobei  die  Masse  des  kleinen  Körpers  =  ^  gesetzt  ist. 

Setzt  man  ferner  de«  Abstand   OF  =  k,   so  werden,  "eil 
3:^^Mcos(p    und  y  =  ue»\<p  ist,    die  zwei  ersten    GIcichuugen 
wie  oben  (§.  217)  zurückgeführt  auf  die  folgenden: 
•2q  Vdfi 
I.     ddu—udqfi  V      "a —  ^^  ^ 

li.      ti(/(Z.p+2rfM(/q,-?2^_0. 

Setzt  man  nun  den  Winkel  SOF  — lii,  welcher  die  Breite 
des  kleinen  Körpers  genannt  wird,  während  der  Winkel  AOY 
=  ip  seine  Länge  heisst;  so  wird  iSF=^  i  =  tttgip.  um  aber 
diesen  Winkel  ij'  bequemer  zu  bestimmen,  sei  OT  die  Linie  der 
Knoteji,  der  Winkel  JOT=a)  und  die  Neigung  der  durch  O 
und  die  Richtung  der  Bewegung  in  S  gelegten  Ebene  gegen 
die  angenommene  Ebene  ^=  q,  alsdann  wird  TOY  r={p  —  ca. 
Zieht  man  nun  YN  und  -SjV  auf  OT  normal,  so  wird  OA'  =  m 
Xcos(q>~«)   und    FiV^Msin(^-<a);  also 

FS=i(sin(9-«)tgp  =  iund  tg^^sin(9-<o)tst.. 
Wie  oben  (§.  70)  folgt  hieraus 

dm       __        dQ       _  2  I     n     l 
tg(9  — ro)       sin  9  COS  p"     ■     »'■"''■'' 

rfcösinpcose 

da  a  SO  da  =  — r — ;— ^^ — t —  ist ,  so  wird 

(/i  =  <iMsin(gi  — w)tg9  +  M((;i;p  — rfra)cos(q>-(a)lgp 

oder  f/j^  [dMsin(ip  —  M)+M(/q)Cos(g)  —  oj)]tgp. 

üifferentlirt  man  die&e  Gleichung  aufs  neue,  so  crliidtman 
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ddi^[flflnsin(^—a,)  +  du(itlg>~dD))ccis(i})  —  m) 
+uddqiv(iB(<p  —  w) — ud(p{d(p  —  dKi)  s\ri{rp  —  w)J  tg  p 

+  [du  sin  (qp  — m)  +  udgi  cos  (cp  -  w}]  /,"_^^j 
oder  ddz=:  [ddusiri((p —  w)  +MMrf5pcos(9  —  w) 

4- Mrf<;q) cos {(p—m)~~udip^sin(q,—m) -f  -"^ (^L^-,]  tgg. 
Mittelst  I.  lind  11.  crhült  man  also 

iFdf  .  ,  .  'IgSdt^  udq)d(o  - 


ddz 


-tsJ^- 


»(''-">+-.S(Ä]'s». 


da  aber  auch 

oder 

III.    ,io=?Z^^g=^t»'»ln(?-»)-S™,(y-»)+ßcotgs] 
und 


Wir  haben  daher  vier  Gleichungen  gefunden,  in  denen  die 
Auflösung  der  AuFgabe  enthalten  ist. 
Znsatz  1. 
g.  233.  Da  wir  also  für  eine  gegebene  Zeit  t  die  vier 
Grossen  u,  ip,  co  und  9  angeben  müssen,  so  haben  wir  zuerst 
die  Differentialgleichungen  zweiten  Grades  1.  und  IL,  ferner  die 
zwei  einfachen  Differentiale  III.  und 

d. log(tgp)=^T— 7-       -.  oder  d.tso  — 7-  ,  < 

erhalten. 

Zusatz  2. 

g.  234-.  Hat  man  diese  Werthe  gefunden,  so  ergibt  sich 
sowohl  der  Winkel  SOY=::ili,  dieBreite,  als  auch  der  wahre 
Abstand  SO  mittelst  der  l^ormeln 

tgifi=:sin(9  — ro)tgp  und   OS  —  — — . 
Man  pflegt  u  den  curtirten  Abstand  zu  nennen. 

Zusatz  3. 
§-■235.     Wenn    siD(q:-  — c)=0   ist,    d.  h.   wenn    der  kleine 
Ki>vt>ei  durch  die  angenommene  Ebene  gelit,  so  wird,   wie  wir 
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schon  gesehen  halien,  (/»=0.  Jetzt  aher  ist  es  klar,  dass  so 
ivohl  die  Knotenlinie,  als  auch  die  Neigung  keine  Aeiideiun^ 
erleiden,  wenn  wir  haben 

Fsin(9)  — (o)-Sco8(g)—  a)  +  Rcotgq=0. 
Zusatz  4. 

g.  236.  Es  ist  aber  Vsm(q>- a,)-Scos(<p—to)=  -  Qi-os 
(i}  +  PsinMund  wenn  wir  daher  die  ursprünglichen  Kräfte /*, 
Q  und  I{  einführen,  so  erhalten  wir 

Vs]n(<p — w)  —  Scos((p— 0))  +  Äcotg0=Psini»— Qcosw+  Äcotgp. 
Diess    ist    gewiss ermaassen  eine    Kraß:,    welche  sowohl    den 
Ort  der  Knotenlinie ,  als  auch  die  Neigung  verändert. 
Anmevkung. 

§.  237.  Es  verdient  hier  besonders  bemerkt  zu  werden, 
das3  die  augenblickliche  Aenderung  in  der  Lage  der  Knoteit- 
hnie  und  in  der  Neigung  nach  dieser  ziemlich  geschickten  Me- 
thode ausgedrückt  werden  kann,  woraus  sich  Cur  die  theore- 
tische Astronomie  ausgezeichnete  Vortheile  ergeben.  Aus  die- 
ser Quelle  hat  Tobias  Mayer  mit  unglaublichem  Fleisse  die 
vorzüglichen  Mondtafeln  abgeleitet,  welche  die  Astronomie  zum 
hüchsten  Gipfel  geRirdcrt  zu  haben  scheinen.  Da  aber  die  Be- 
wegung des  Mondes,  welche  man  nach  dieser  Methode  bestimmt, 
keineswegcs  eine  absolute,  sondern  eine  auf  den  Mittelpunkt 
der  Erde  sich  beziehende  ist,  so  muss  man  bei  dieser  Untersuchung 
zugleich  auf  die  Bewegung  der  Erde  Kücksicht  nehmen.  Damit 
wir  nun  diese  Methode  benutzen  können,  müssen  wir  die  Leh- 
ren vortragen,  mittelst  deren  man  die  respcctiven  Bewegungen 
in  Kechnung  ziehen  kann;  sobald  nämlich  die  Bewegung  des- 
jenigen Körpers,  in  Bezug  auf  welchen  man  die  Bewegungen 
der  andern  Körper  abschätzt,  bekannt  ist.  Da  dieser  Gegen- 
.'«tand  in  den  frühern  Theilen  der  Mechanik  nicht  deutlich  genug 
dargestellt  worden  ist,  werde  ich  ihn  hier  mit  grösserer  Sorg- 
falt behandeln;  nachdem  dies  geschehen  ist,  werden  wir  zu 
den  Bewegungen  endlicher  Körper,  welche  ich  dort  noch  nicht 
berührt  hatte,  mit  griisserm  Erfolge  fortschreiten  können. 
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Kapitel     VI. 

Von  der  res-pectiven  Bewegung  Meiner,  durch  licliebiifc  Kräfte 
angetriebener  Körper. 


LehrsitU 


g.  238.  (Tigur  25.)  Wenn  ein  kleiner  Körper  A  durch  l)c- 
liebige  Kräfte  angetrieben  wird,  so  wird  seine  Bewegung  in 
Bezug  aul'  den  Punkt  O,  welcher  sieli  gleichförmig  und  gerad- 
linig bewegt,  durch  dieselben  Kräfte  bestimmt  werden. 

Beweis. 

Im  Zeittheilchen  dt  werde  der  kleine  Kiirper  A,  in  Folge 
der  ihm  Iieigehr achten  Bewegung,  über  den  Weg  Aa  furtgefiihrt, 
durch  die  antreibenden  Kräfte  aber  längs  des  kleinen  Weges 
ab  abgelenkt,  so  dass  dieser  die,  während  des  Zeittheilcbeus 
dt  im  lileinen  Kiirper  A  hervorgebrachte,  Wirkung  der  Kräfte 
darstellt.  Inzwischen  schreite  aber  der  Punkt  O  über  den  Weg 
Oo  fort,  so  dass  nach  Verlauf  des  Zeittheilchens  dt  dieser 
Punkt  sich  in  o  befinde,  »jährend  er  sich  vorher  in  O  befand, 
der  kleine  Kiirper  aber  jetzt  in  b  und  vorher  in  A.  P4un  ziehe 
man  aus  O  die  Linie  Ott  ^^  und  :^  on,  eben  so  k/S  ■=.  und  4t  alt 
und  es  wird  der  Körper  in  liezug  auf  den  Punkt  0  in  demsel- 
ben Zeittheilchen  dt  von  A  nach  6  gelangt  /.u  sein  scheinen; 
diese  Bewegung  wird  sich  alsdami  so  verhalten,  als  ob  er  in 
Folge  der  beigebrachten  Bewegung  den  Weg  Aa  beschrieben 
hätte  und  zugleich  aus  a  über  den  kleinen  Weg  k|3  aligelenkt 
worden  wftre.     Wenn  nämlich   der  Kiirper,   durch   keine    Kräfte 
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angetrieben,  sich  längs  Aa  gleichfürmi«;  und  gurudlini^  bewegte, 
so  würde  auch,  wie  tvir  oben  gezeigt  haben,  die  respevtive 
Bewegung  längs  Aa  gleichfürmig  und  geradlinig  sein.  Jetzt 
aber  bringen  die  antreibenden  Kräfte  in  der  absoluten  Bewe- 
gung den  kleinen  Weg  «6,  in  der  respectiven  den  kleinen  Weg 
aß  hervor  und  da  a(/=  und  ü-ctß,  so  wird  die  respecfive  Be- 
wegung durch  dieselben  Kräfte,  als  die  absolute  gctiitürt.  Be- 
wegt sieh  daher  der  Punkt  O  gleichförmig  und  geradlinig,  so 
wird  in  Bezug  auf  ihn  die  Bewegung  des  kleinen  Körpers  A, 
durch  welche  Kräfte  dieser  auch  angetrieben  werden  mag,  sich 
eben  so  verhalten,  als  ob  der  Punkt  O  sich  in  Ruhe  befände 
und  der  Körper  durch  dieselben  Kräfte  angetrieben  würde. 

Zusatz   1. 

^  239  Kennen  wir  deinntch  die  Kralte,  »ekhe  den  I  ki 
nen  kuper  -1  antreiben  so  k<  nnen  wir  mittelst  derselben  nach 
den  oben  gegebenen  ^oi  schritten  nicht  nur  -.eino  absolute 
sondern  auch  seine  lespectne  Bewegung  m  Be/u,;  aiii  den 
Punkt  O  bestimmen  nekher  letztere  sich  ^leichfoiniig  in  ge 
rader  Linie  bewegt 

Zusit-5    > 

«  210  %-.  «eulpti  audi  -.elbst  die'-elben  ÜiÜeieutialf >r 
mein  7«eiter  Ordnung  so>iohl  die  ibsolute  ils  luch  dieiespec 
ti\e  Bewegung  bestimmen  der  Unfeischied  beschränkt  sich 
nur  auf  die  Integration  welche  in  beiden  Fällen  dem  anfan^ 
liehen  Zustande  geh  )rij,  in^episst  werden  musa 


Q  241  Mag  nun  der  Punkt  O  in  Bezug  aul  welchen  nitn 
die  Bewegung  ihscbätzt,  ruhen  oder  »ich  gleichlurmig  und  ge 
radlmig  bewegen  so  wird  die  Untersuchung  '•ich  auf  gleiche 
Weise  \ erhalten  Wie  mmlich  in  diesem  Talk  die  Wirkung 
der  Trägheit  sich  nicht  andeit  wiid  lucb  die  Hiikung  dei 
Kräfte  dieselbe  bleiben 

Erläuterung   1. 

§.  242.  Während  der  Punkt  und  der  kleine  Körper  im 
Geiste  von  o  und  b  nach  0  und  ß  übertragen  werden,  müssen 
wir  bewirken,  dass  ß  in  Bezug  auf  O  dieselbe  Laije  beibehalte. 
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als  h  in  Bezug  auf  o;  da  wir  min  O  und  o  als  Punkte  ansehen, 
so  scheint  hierdurch  die  Sache  keinesneges  bestimmt. zu  sein, 
insofern  als  nach  unserer  obigen  Andeutung  die  Abstände  ob 
und  0|3  allein  ihre  rcspective  Lage  beibehalten.  Ist  ab«r  der 
absolute  Weg  schon  festgestellt,  so  kann  man  die  festen  Rich- 
tungen dergestalt  annehmen,  dass  0|3  nicht  nur  gleich  06,  sondern 
auch  nach  derselben  Seite  gerichtet  sein  niuss;  diess  geschiebt, 
wenn  man  Oß  =^  und  i^  ob  annimmt.  l)ie  Sache  kommt  auf 
dasselbe  hinaus,  wenn  wir  nach  de»  ersten  VorschriFten  statt 
des  Punktes  O  einen  aiisgedobnten  Kjtri)eT  annehmen,  in  wel- 
chem man  sich  drei  oder  vier  teste  Punkte  denken  kann.  Als- 
dann niuss  man  aber  annehmen,  dass  dieser  Korper  O,  in  Be- 
zug auf  welchen  wir  die  Bewegung  des  andern  abschätzen, 
sich  so  l&ngs  Oo  bewege,  da^s  seine  einzelnen  Punkte  mit 
gleichen  Geschwindigkeiten  längs  einander  parallelei'  Richtungen 
fortgeführt  werden.  Welche  Lage  nSmIich  der  kleine  Korper  6 
In  Bezug  auf  die  vier  im  Körper  o  angenommenen  Punkte  ein- 
halten mag,  so  wird  alsdann  der  nach  ß  übertragene  kleine 
Kiirper  in  Bezug  auf  dieselben  vier  Punkte  dieselbe  Lage  bei- 
behalten, nährend  der  Körper  sich  noch  in  O  belindet.  Durcb  diese 
Bemerkungen  wird  es  klar,  dass  die  absolute  Bewegung  des 
kleinen  Körpers,  vermöge  weither  er  von  A  nach  0  übertragen 
wird,  während  der  Punkt  O  nach  o  fortschreitet,  mit  der  re- 
spectiven  Bewegung  uberemstimmt,  vermöge  welcher  er  von  A 
nach  ß  übertragen  wird.  Ist  dies  auch  uur  in  Betreff  des  Zeit- 
elements dl  gezeigt  wurden,  so  können  wir  doch,  weil  es  sich 
auf  ähnliche  Welse  in  Betreff  aller  Zeitelemente  zeigen  Ifisst, 
mit  Recht  aligemein  behaupten,  dass  die  ganze  hier  bestimmte 
respective  Bewegung  der  absoluten  entspreche. 
A  n  m  e  r  k  II  n  g. 
g.  '243.  Das,  was  wir  hier  über  die  respective  Bewegung 
des  kleinen  Körpers  A  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  gelehrt 
haben  und  ferner  lehren  werden,  pflegt  sonst  und  besonders  in 
der  Astronomie  unter  der  Benennung  der  scheinbaren  Be- 
wegung anfgestellt  zu  werden.  Im  Punkt  O  nämli(:h,  in  Be- 
zug auf  welchen  man  die  Beilegung  des  kleinen  Körpers  A 
abschätzt,  befindet  sich  der  Beobachter  und  es  wird  die  Frage 
so  vorgelegt,  auf  welche  Weise  diesem  Beobachter  die  Bewe- 
gung des  Körpers  erscheinen  wird.  Wie  nämlich  auch  der 
Punkt  O,  der  Standpunkt  des  Beobachters  sich  bewegen  mag, 
so    nimmt    man   an,    dass    der   letztere  seine  Bewegung    nicht 
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iiierice  und  bes^tänclig  an  demselben  Orte  zu  verliarren  glaube. 
Da  er  nun  «uevst  den  K-irper  in  A,  nach  Verlauf  des  Zelt- 
tlieUchens  (2^  aber  in  ß  erblickt,  so  wird  er  glauben,  Act  Kilr- 
l»er  sei  inzwischen  von  A  nach  ß  übertragen,  da  er  doch  in 
der  Wirklichkeit  von  A  nach  b  gelungt  ist.  Diese  TJebeifra- 
gung  von  A  nach  ß  lieisst  die  scheinbare  Bewegung,  In 
dem  Falle  unseres  Lehrsatzes  nehmen  wir  an,  dass  der  Deob- 
achtor  sich  gteichfiirmig  in  gerader  Linie  bewege  und  haben 
bewiesen,  dass  die  scheinbare  Bewegnng  des  kleinen  Kürpera 
A  nach  den  Lehren  der  Mechanik  bestimmt  nerden  wird,  wen» 
man  sich  vorstellt,  dass  er  durch  dieselben  Kritfte  ungetriehen 
werde,  weltbe  in  der  Tliat  auf  ihn  »iikeu,  Dieselben  Dill'eren- 
tialformeln  zweiter  Ordnung  drucken  nämlich  sowohl  die  schein- 
bare, als  die  wahre  Bewegung  auf^;  für  die  erstere  müssen  sie 
aber  so  integrict  werden,  dass  sie  im  Anfange  oder  zu  irgend 
einer  gegebenen  Zeit  mit  der  schebibareu  Bewegung  überein- 
stimmen. Der  ganze  Unterschied  zeigt  sich  daher  erst  bei  der 
Integration. 

Erläuterung  2. 
§.  244.  Die  Kräfte,  welche  die  respective  Be"  cg«ng  stören, 
müssen  daher  denjenigen  gleich  sein,  welche  auf  die  absolute 
Bewegung  einwirkten,  weil  wir  finden,  dass  ihre  Wirkungen 
oder  die  kleinen  Wege  ab  und  aß  einander  gleich  sind.  Diese 
Gleichheit  der  Kräfte  nimmt  man  leicht  in  der  Rechnung  wahr, 
wenn  sie  zu  der  Art  der  absoluten  Kräfte  gehören,  welche  auf 
gleiche  Weise  auf  einen  sich  bewegenden,  wie  auf  einen  ru- 
henden kleinen  Körper  wirken.  Wird  aber  der  Körper  A  durch 
Kräfte  angetrieben,  welche  von  seiner  Geschwindigkeit  abhän- 
gen, wozu  der  Widerstand  der  Flüssigkeiten  gehört;  so  hat 
man  die  GrGsse  dieser  Kräfte  aus  der  wahren  Geschwindigkeit, 
welche  der  kleine  Körper  bei  der  absoluten  Bewegung  hat,  ab- 
zuleiten und  dieselbe  hei  der  respecfiven  Bewegung  anzuwen- 
den. Bewegt  sich  der  kleine  Körper  A  etwa  in  einer  Flüssig- 
keit, so  wird  der  Widerstand  oder  die  Kraft,  welche  er  durch 
sie  erleidet,  von  seiner  absoluten  Geschwindigkeit,  womit  er  den 
kleinen  Weg  Aa  durchläuft,  abhängig  sein  und  dieselbe  Kraft  nmss 
man  in  die  Rechnung  liir  die  respective  Beilegung  einführen.  Man 
würde  einen  grossen  Irrthum  begehen,  wenn  man  den  Widerstund 
durch  die  Geschwindigkeit  derrespectiven  Bewegung,  womit  der 
kleine  Weg  .J«  Kuröckgelegt  wird,  bestimmen  wollte.  Um  die. 
sen  Irrthum  zu  vermeiden,    müssen   wir  die  Flüssigkeit,  in  so 
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fern  sie  absolut  ruhet,  ansehen,  als  ob  siß  mit  einet  derjenigen 
des  Punktes  O  (gleichen  und  entgegengesetzten  Bewegung  fort- 
geli'ihrt  wiirde.  AlsOann  wird  nämlich  die  mit  dieser  Bewegung 
begabte  Flüssigkeit  eben  so  auf  den ,  mit  regpectiver  Bewegung 
längs  Aa  fortschreitenden,  kleinen  Kürpcr  wirken,  als  die  ru- 
hende Flüssigkeit  auf  den  mit  absoluter  Bewegung  über  An 
fortgeführten  Körper.  Stets  aber,  so  oft  von  einer  respectiveu 
Bewegung  die  Rede  ist,  muss  man  sich  vorstellen,  dass  nicht 
nur  der  kleine  Körper  A,  sondern  gleichsam  der  ganze  ßaum 
mit  allen  Krirpern,  welche  auf  jenen  einzuwirken  im  Stande 
sind,  mit  einer,  der  des  Punktes  O  gleichen  und  engegenge- 
setzten,  Bewegung  fortschreite,  indem  durch  diese  erdachte 
Bewegung  der  Punkt  O  zur  Kühe  gebracht  wird. 

Lehrsat?;    7. 

g.  245.  Wenn  «wei  Kiirper  A  und  B  sich  lieliebig  be- 
wegen, indem  sie  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  und  ihnen 
ausserdem  in  demselben  Augenblick  gleiche  Bewegung  nacli 
derselben  Richtung  beigebracht  worden  ist;  so  werden  sie  unter 
sich  dieselbe  Bewegung  beibehalten. 

Beweis. 

(Figur  20.)  Es  drücke  die  gerade  Linie  Aa  die  liewe- 
gung  des  Körpers  A  aus  oder  es  sei  dieselbe  der  von  ilini 
im  Zeittheilchen  dt  beschriebene  Weg,  auf  ähnliche  Weise 
habe  der  Kiirper  B  eine  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  in 
demselben  Zeittheilchen  dt  den  Weg  Bb  beschreiben  würde. 
Durch  die  antreibenden  Kräfte  werde  jener  von  a  nach  m,  die- 
ser aber  von  b  nach  n  abgelenkt,  so  dass  nach  Verlauf  der 
Zeit  dt  die  gerade  Linie  »in  die  relative  Lage  beider  Kiirper 
darstellt,  welche  vorher  durch  die  gerade  Linie  j4ß  dargestellt 
wurde.  Im  Anfang  des  Zeifthellchens  dt  werde  aber  ferner 
beiden  Kürpern  plötzlich  eine  gleiche  Bewegung  nach  derselben 
Richtung  eingeQüsst,  vermiige  welcher  allein  der  Körper  A  nach 
p  und  JB  nach  »/  im  Zeittheilchen  dt  geführt  werden  wfJrd«, 
so  dass  Ap=  m\A^  Bq  wird.  Tritt  aber  die  bereits  inwoh- 
nendo  Bewegung  hinzu,  so  werden,  wenn  man  die  Parallelo- 
gramme ^oa/j  und  Bh^q  vollendet,  die  Diagonalen  Aa  und  ßß 
die  Wege  darstellen ,  welche  die  Körper  in  Folge  beider  Be- 
wegungen   während  des   Zeittheilchena  dt  Kurficklegen  würden. 
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Da  nüti  aK=tim\1^b^,  so  wird  auch  oA^und#ß/?,  so  dass 
die  relative  Lage  aß  nach  beigebrachter  neuer  Bewegung  mi£ 
der  relativen  Lage  ab  übereinstiinuit.  Man  nehme  ferner  ßf» — 
und  #  am,  und  ßv  =  und  4t  (>n  an»  da  nun  p,  und  r  die  Oertei' 
der  Kürper  sind,  wenn  die  antreibenden  Kräfte  hinzutreten; 
so  wird  auch  ^v  =  und  :^  mn.  Wenn  daher  die  antreibenden 
Kräfte  dieselben  bleiben,  wird  eine  beigebrachte  Bewegung 
nichts  in  der  relativen  Lage  und  Bewegung  beider  Kürper  ändern. 
Zusatz   h 

§.  246.  Dies  gilt  iiuch  für  mehrere  Körper,  wieviel  näm- 
lich derselben  auch  da  sein  mögen,  so  wird,  wenn  ihnen  eiii/,eln 
zugleich  gleiche  und  parallele  Bewegungen  eingeflösst  werden, 
ihre  relative  Bewegung  nnter  sich  nicht  geändert  werden ,  welche 
einzelnen  Kräfte  sie  auch  immer  antreiben  mögen. 
Zusatz   2. 

§.  247.  Diese  aufs  neue  eingeiliisste  Bewegung  kommt  auf 
dasselbe  hinaus,  als  wenn  der  ganze  Raum  mit  den  KDrperii 
durch  jene  neue  Bewegung  gleichfürmig  in  gerader  Linie  fort- 
geführt würde.  Die  hier  angewandte  zusammengesetzte  Bewe- 
gung stimmt  mit  einer  Fortführung  des  Itaumes  flbercin. 
Anmerkung    1. 

§.  248.  E«  ist  hier  nicht  sowohl  von  einer  wirklichen  Ein- 
flussung  der  Bewegimg  die  Rede,  welche  allerdings  nicht  ohne 
einen  bemerkbaren  Stoss  geschehen  könnte,  als  von  einer  Be- 
wegung, welche  wir  uns  nur  Im  Geiste  den  Körpern  beigebracht 
denken.  Die  in  diesem  Kapitel  vorgetragenen  Lehren  sind 
nämlich  nicht  auf  wirkliche,  in  der  Bewegung  erfolgende  Ver- 
änderungen zu  beziehen,  da  unsere  Aufgabe  hier  ist,  beliebige 
absolute  Bewegungen  auf  vespective  zu  reduclren,  so  dass  die 
Formeln  nur  die  respective  Bewegung  angeben,  während  die 
absolute  durchaus  keine  Aenderung  erleidet.  Ferner  kann  man 
liiernach  diesen  Lehrsatz,  dem  vorhergehenden  entsprechend, 
auch  folgender maassen  beweisen.  Man  denke  sieh  ausser  den 
Körpern  A  und  B  den  Punkt  O,  welcher  nach  der  Richtung 
Oo  parallel  derjenigen,  nach  welcher  den  Körpern  eine  neue 
Bewegung  beigebracht  wird,  sich  gleichförmig  mit  derselben  (Ge- 
schwindigkeit bewegt,  so  dass  er  im  Zeittheilchcn  dt  den  Weg 
Oo  =  ^^  =  -0?,  den  letztern  parallel  aber  in  entgegengesetz- 
ter Richtnng  diiBchlaufen  würde.     Da  wir  nun  vorher  bewiesen 
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haben,  dass  die  respecfive  He«eg«ng  der  Kiirper  A  unA  B  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  durch  dieselben  Kräfte,  wie  die  abso- 
lute bestimmt  wird,  so  viird  man  offenbar  diese  respective  Be- 
wegung erhalten,  wenn  man  dem  ganzen  Räume  nebst  den 
Kürpern  eine  gleiche  und  derjenigen,  womit  der  Punkt  O  sich 
bewegt,  entgegengesetzte  Bewegung  beilegt.  Auf  diese  Weise 
wird  der  Punkt  O  zur  Ruhe  gebracht,  den  Körpern  A  und  ti 
ahet  jene  Bewegung  längs  Ap  und  Bq  beigelegt  und  weil  sie 
in  Bezug  auf  den  Punkt  O  dieselbe  Bewegung  beibehalten,  be- 
halten sie  auch  dieselbe  relative  Bewegung  unter  sich. 

.\nmerkung2. 
§.  249.  Die  Frage  in  Betreff  der  Bestlninmng  einer  belie- 
bigen respectiven  oder  scheinbaren  Bewegung  durch  Rechnung 
kommt  darauf  zurück,  dass  man  zuerst  bestimmt,  was  für  eine 
Bewegung  man  ausserdem  denii  Kiirper  wenigstens  in  Gedan- 
ken beizulegen  habe,  ferner  durch  was  für  Kräfte  ausser  denen, 
welche  wirklich  auf  ihn  wirken,  man  ihn  angetrieben  denken 
muss,  damit,  wenn  man  diese  Bewegung  als  eine  absolute  be- 
handelt und  durch  die  oben  dargestellten  Formeln  ausdrückt, 
eben  die  verlangte  respective  Bewegung  sieh  ergehe.  Es  ist 
nämlich  einleuchtend,  dass  wh'  stets  so  wohl  in  der  inwohnen- 
den Bewegung,  als  auch  in  den  antreibenden  Kräften  eine  der- 
artige Veränderung  uns  denken  kOnnen ,  dass  die  auf  diese 
Weise  veränderte  Bewegung  mit  der  gesuchten  respectiven  über- 
einstimme. Diese  ganze  Arbeit  wird  daher  durch  eine  doppelte 
Aenderung,  die  eine  in  der  inwohnenden  Bewegung,  die  andere  in 
den  antreibenden  Kräften  ausgeführt,  lieide  aber  nur  im  Geiste  an. 
gestellt;  es  kann  aber  hierbei  keine  Schwierigkeit  daraus  entstehen, 
wie  wir  den  Körpern  A  und  ß  jene  Bewegungen  längs  Ap  und  Bq 
ausser  den  Bewegungen,  durch  welche  sie  bereits  fortgetiihrt  werden, 
einflössen  sollen,  Es  ist  ngmlich  hinreichend,  wenn  wir  erklären, 
diese  Einflüssung  sei  so  zu  verstehen,  dass  der  mit  der  Ge- 
schwindigkeit ^n  sich  bewegende  Körper,  wenn  ihm  ausserdem 
die  Geschwindigkeit  Ap  beigelegt  wird,  als  mit  der  durch  die 
Diagonale  Aa  ausgedrückten  Geschwindigkeit  fortgehend  ange- 
sehen werden  muss.  Diese  Eintlössung  oder  vielmehr  Zugabe 
der  Bewegung  ist  gleicher  Form  mit  den  oben  gegebenen  Re- 
geln in  Betreff  der  Zerlegung  einer  Bewegung  in  zwei  oder 
drei  Seitenbewegungen,  indem  diese  auch  nur  in  Gedanken  an- 
gestellt wird.     Man  pflegt  eine   solche  Einflüssung   von    Bewe- 
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gung  auch  so  darzustellen,  dass  man  steh  denkt,  es  werde  der 
ganze  Kaum  nebst  (ien  in  ihm  entfaaltenen  Körpern  durch  eine 
gewisse  Bewegung  fortgeffihvt.  Im  frühem  Lehrsatz  haben  wir 
gesehen,  dass,  wenn  der  Funkt,  in  Bezug  auf  tvelchen  man 
die  Bewegung  abzuschätzen  hat,  gleichflirmig  und  geradlinig 
fortschreitet,  zur  Besfimmung  der  respeetiven  Bewegung  nichts 
in  den  antreibenden  KrSften  geändert  werden  luuss.  Man  hat 
vielmehr  die  inwohnende  Bewegung  nur  so  abzuändern,  dass 
man  ausserdem  eine  Bewegung  einfliisst,  welche  der  jenes 
Punktes  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 


§.  250.  CFig.-27).  Wenn  die  kleinen  Körper  ^,ß,und  Csich  unter 
dem  Antrieb  beliebiger  Kräfte  irgendwie  bewegen  und  diesel- 
ben ausserdem  längs  paralleler  Richtungeri  durch  Kräfte  ange- 
getrieben werden,  welche  ihi^n  Massen  proportional  sind;  so 
erleidet  ihre  relative  Lage  keine  Störun'i;. 

Beweis. 
Es  mögen  sich  jetzt  die  Körper  in  A,  B,  und  6' befmden 
und  sowohl  in  Folge  der  ihnen  inwohnenden  Bewegung,  als 
auch  der  antreibenden  Kräfte  während  des  Zeittbeilchens  dt 
nach  ffl,  b  und  c  gelangen,  alsdann  bestimmen  diese  Punkte 
ihre  relative  Lage.  Denken  wir  uns  nun,  dass  dieselben  ausser 
durch  diese  Kräfte  einzeln  durch  Kräfte,  welche  ihren  Massen 
proportional  sind  und  längs  der  parallelen  Richtungen  aa,  bß 
und  cy  angetrieben  werden;  so  werden  sie  sich  nicht  mehr  in 
a,  b  und  c,  sondern  in  a,  ß  und  y  befinden,  dergestalt 
dass  die  kleinen  Wege  na,  bß  und  cy  einander  parallel  und 
gleich  sein  werden.  Es  ist  alsdann  einleuchtend,  dass  die  re- 
lative Lage  der  Punkte  «,  ß  und  y  unter  sich  dieselbe  sein  wird, 
als  die  der  Punkte  ö,  b  und  c,  in  welchen  sie  sich  befinden 
würden ,  wenn  diese  neuen  Kräfte  nicht  hinzugetreten  wären, 

Zusatz  L 
§.  251.  Wenn  daher  die  kleinen  Körper  A,  B  und  C  in 
jedem  Äugenblick  ausser  durch  die  Kräfte,  welche  in  der  Wirk- 
lichkeit sie  forttreiben,  durch  ihren  Massen  proportionale  Kräfte 
längs  einander  paralleler  Riclitungen  angetrieben  werden;  so 
werden  sie  in  jedem  Augenblick  dieselbe  relative  Lage  unter 
sich  behalten,  als  ob  diese  neuen  Kräfte  nicht  da  wären. 


y  Google 


122  Kapitel  VI.     Von  d<iT  res/iecltcen  Beweijunif  kleiner, 

Zusutz  '». 

§.  25'2.  Die  relative  Bewegung  der  Sonne  und  Planeten 
unter  sich  erleidet  daher  keine  Aenderang,  wenn  man  sich 
denkt,  d.iss  diese  einzelnen  Kürper  ausser  durch  die  Kräfte, 
welche  sie  wirklich  forttreiben,  durch  neue  ihieii  Massen  pro- 
portionale Kräfte  längs  unter  sich  paralleler  Richtungen  unge- 
stössen  werden, 

Zusatz  3. 

§.  '253.  Nimmt  man  diese  hinzugefügten  Kräfte  bu  an, 
dass  die,  welche  auf  den  Körper  A  wirkt,  derjenigen  gleich 
und  entgegengesetzt  ist,  durch  weiche  er  wiri<lich  angetrieben 
wird  ,  so  wird  seine  Bewegung  nicht  geändert  werden.  IJeu- 
ken  wir  uns,  dass  diess  in  den  einzelnen  Äugenhlicken  ge- 
schehe, so  wird  der  kleine  Körper  A  in  seinem  Zustande  ver- 
harren und  gleichförmig  sich  in  gerader  Linie  hewegcn. 

Erläuterung. 

§.  254.  Es  kann  hieraus  ein  Zweifel  entspringen,  ol>  auch 
die  Punkte  a  und  ß  dieselbe  Lage  unter  sich  hehalten,  wie  u 
und  b  und  oh  sich  nicht  eine  andere  relative  Lage  ergeben 
werde.  Um  diesen  Zweifel  zu  heben,  lassen  wir  zuerst  die 
Kräfte  zur  Seite,  welche  wirklich  diese  kleinen  Körper  antrei- 
ben und  indem  wir  auch  die  Kräfte  entfernen,  welche  hinzuge- 
fügt worden  sind,  mögen  jene  im  folgenden  Zeittheilchen  nach 
a'  und  b'  gelangen,  so  dass 

aa-  =  Aa  und  bb'^Bh 
wird.     Wenn    man  aber  diese  Kräfte  im    vorhergehenden  Zeit- 
theilchen  dt  zulässt,  werden  die  Kräfte  nach  «'  und  ß'  gelan- 
gen, so  dass 

ß«'  =  Aa  und  i?^'  =  Bß,  also  b'§'  =  und  #  «V 
und  die  relative  Lage  der  Punkte  a'  und  (I'  dieselbe  ist,  als 
die  der  Punkte  a!  und  b'.  Mit  Recht  würde  man  hier  zwar 
einwerfen,  dass  die  kleinen  Wege  aa'  und  ?^'  lalschlich  denen 
Aa  und  Bß  gleich  angenommen  werden ,  da  in  Folge  der  Wirk- 
samkeit der  Kräfte  die  Geschwindigkeiten  verändert  worden 
sind.  Weil  aber  die  beiderseitige  Äenderung  einander  ähnlich 
ist,  werden  nichts  desto  weniger  die  kleinen  Wege  «V  und 
b'p'  unter  airh  gleich  und  parallel  bleiben,  was  hinreichend  ist, 
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wenn  sie  auch  nicht  genau  doppelt  so  gross  als  aa  uni\  bß 
sind.  Was  aber  auch  immer  für  Kräfte  während  dieses  zweiten 
Zeittheilchens  dt  auf  b<;ide  kleine  Kürper  wirken  iniigen,  so 
wird  der  erste  A  eben  so  stark  aus  c^  als  aus  a' ,  und  der 
zweite  B  eben  so  stark  aus  ß'  als  aus  b'  abgelenkt  werden; 
es  wird  demnach,  mögen  neue  den  Massen  proportionale  Kriifte 
hinzugefteten  sein  oder  nicht,  doch  dieselbe  relative  Lage  bei- 
behalten werden.  Setzen  wir  nämlich  voraus,  dass  durch  ei- 
genthfim  liehe  Kräfte  der  kleine  Körper  A  von  «'  nach  m  über- 
tragen werde,  so  würde  derselbe  auch  von  a'  nach  (t  versetzt 
werden,  so  dass  «'ni  =: und  :^  ct'fi  wäre;  auf  ähnliche  Weise 
würde,  wenn  der  kleine  Körper  fi  durch  cigenthiimliche  Kräfte 
von  b'  nach  ji  Abertragen  wSre,  derselbe  von  ß'  nach  v  versetzt 
werden,  so  dass  ^'vt=  und:f:):  d'n  wiire.  Da  also  u  und  r  dieselbe 
relative  I^age  wie  m  und  n  beibehalten,  so  wird  offenbar  auch 
im  Verlaui'e  der  Zeit  durch  jene  ausserdem  binzugel'ügten 
Kräfte  die  relative  Lage  nicht  verändert  werden. 

Aufgabe    10. 

§,  '253.  (Figur  2C.)  Der  kleine  Körper  B  bewegt  sich, 
indem  er  irgendwie  durch  Kräfte  angetrieben  wird;  man  soll 
in  Bezug  auf  ihn  die  respect'ive  Bewegung  des  Kiirpers  A  be- 
stimmen, welcher  ebenfalls,  unter  Antrieb  von  irgend  welchen 
Kräften,  sich  beliebig  bewrgt. 

AuClosung, 

Es  werde  im  Anfange  beiden  Körpern  eine  Bewegung  bei- 
gebracht, welche  derjenigen  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
womit  der  kleine  Körper  B  fortgeführt  wird,  alsdann  wird,  we- 
nigstens im  ersten  Augenblick,  dieser  Körper  zur  Ruhe  gebracht 
werden.  Beide  Körper  werden  ferner  mit  relativer  Bewegung 
eben  so  fortschreiten,  als  ob  diese  gemeinschaftliche  Bewe- 
gung ihnen  nicht  beigebracht  worden  wäre  und  da  diese  Ver- 
änderung nur  im  antanglichen  Zustande  geschehen  ist,  wird 
die  darauf  folgende  Bewegung  beider  Körper  durch  dieselben 
Formeln  ausgedrückt  werden.  Der  Körper  B  wird  sich.  In  so 
weit  er  der  Wirksamkeit  der  Kräfte  unterworfen  ist,  hierauf 
zwar  bewegen;  wird  er  aber  ausserdem  beständig  durch  Kräfte 
angetrieben ,  welche  jenen  gleich  und  entgegengesetzt  sind , 
so    begreifen  «ir,    dass  die    Wirkung  der  letztem   aufgehiiben 
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und  derKiirper  bestänJig  in  Rtilie  veiliarren  wird.  Damit  aljer 
die  relative  Beweguii|T  nicht  gestört  werde,  wollen  wir  uns 
denken,  dass  auch  an  dem  kleinen  Kürpev  A  in  den  einzelnen 
Augenblicken  ähnliche  Kräfte  angebracht  werden,  welche  jenen, 
den  KOrper  B  antreibenden,  entgegengesetzt  sind  und  sich  zu 
ihnen  verhalfen,  wie  die  Masse  A  zur  Klasse  B.  Anf  diese 
Weise  wird  der  Körper  B  ganz  zur  Ruhe  gebracht,  indem  die 
Bewegung  des  andern  Körpers  A  in  Bezug  auf  diesen  nicht 
verändert  wird,  es  wird  dalier  diese  Bewegung,  welche  A  hat, 
seine  lespective  sein,  wie  sie  dem  in  B  befindlichen  Beobach- 
ter erscheinen  würde.  Um  diese  respective  Bewegung  durch 
liechnung  zu  bestimmen,  müssen  wir  den  Körper  A  als  durch 
Kräfte  von  zweifacher  Art  angetrieben  betrachten,  zuerst  näm- 
lich durch  eben  die  Kräfte,  welche  ihn  wirklich  antreiben, 
zweitens  müssen  die  Kräfte,  durch  welche  der  Körper  B  ange- 
trieben wird,  im  Verhältniss  der  Massen  B:A  vermehrt  oder 
vermindert  und  nach  den  entgegengesetzten  Itichtnngen  ausser- 
dem am  Körper  A  angebracht  gedacht  werden.  Mittelst  dieser 
Kräfte  wird  man  die  Bewegung  des  kleinen  Körpers  A,  als  ob 
sie  eine  absolute  wäre,  nach  den  vorher  auseinander  gesetiten 
Vorschriften  bestimmen  und  seine  gesuchte  respective  Bewe- 
gung erhalten. 

Zusatz    1. 

g.  '256.  Wird  daher  nach  Verlauf  der  Zeit  (  der  Körper  A 
durch    eine  Kraft  ^^P,   der  Körper   B  durch    eine   Kraft  =Q 

angetrieben,  so  nehme  mau  die  Kraft  =r—g—  und  bringe  die- 
selbe ausserdem  an  dem  kleinen  Kürper^an,  und  zwar  in  der 
entgegengesetzten  Richtuni^,  nach  welcher  Q  auf  B  wirkt. 

Zusatz  2. 

§.  257.  Wenn  man  von  diesen  Kräften,  welche  zu  jeder 
Zeit  am  kleinen  Körper  A  angebracht  werden ,  auf  Differenti- 
alformeln zweiter  Ordnung  schliesst,  weiche  seine  Bewegung 
bestimmen ;  so  ist  die  Integration  dem  als  bekannt  betrachteten 
Anfangszustande  anzupassen,  indem  man  näniiich  die,  durch 
die  Integration  eintretenden,  Constanten  diesem  Zustande  ent- 
sprecliend  bestimmt. 

Anmerkung  1. 

5-  258.    Nacli    dieser  Regel  pflegt  man    die  Bewegung  des 
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Mondes,  wie  sie  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gesehen  nei- 
den wörde,  zu  bestimmen.  Obgleich  zwar  die  Himmelskiirpor 
\vegeii  ihrer  ungeheuern  Grösse  hier  ausgeschlossen  zu  sein 
scheine»,  wird  doch  unten  gezeigt  iierden,  dass  dieselben  sich 
eben  so  bewegen,  als  ob  die  Masse  eines  jeden  in  seinem 
Schwerpunkte  vereinigt  würe,  so  dass  man  sie  als  Punkte  bc- 
trnchten  kann.  Um  diese  scheinbare  Bewegung  des  Mondes  zu 
bestimmen,  reicht  es  daher  nicht  hin,  die  KrSfte  zu  kennen, 
welche  den  Mond  beständig  antreiben;  sondern  man  muss  auch 
sorgfaltig  diejenigen  Kräfte  erforschen,  deren  Wirksamkeit  die 
Erde  selbst  unterworfen  ist.  Uiese  Kräfte  muss  man  hierauf 
im  Verhaltniss  der  Erd-  zur  Mondmasse  vermindern  und  sie 
ausserdem  in  Richtungen,  entgegengesetzt  denen,  wonach  sie 
auf  die  Erde  wirken,  am  Monde  angebracht  denken.  Durch 
diese  Kräfte  zusammengenommen  muss  die  respective  Bewe- 
gung des  Mondes,  vvie  sie  einem  im  Mittelpunkte  der  Erd©  be- 
findlichen Beobachter  erscheinen  würde,  bestimmt  werden.  Auf 
ähnliche  Weise  mflssen,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Sonne  nicht 
ruhet  und  die  Bewegung  der  Planeten  in  Bezug  auf  diesen 
Mittelpunkt  zu  bestimmen  ist,  alle  Krüfte,  denen  die  Sonne 
unterworfen  ist,  nach  vorgeschriebener  Weise  ausserdem  auf 
die  Planeten  übertragen  werden.  Hieraus  gelit  hervor,  dass 
diese  Aufgabe  in  der  gesammten  theoretischen  Astronomie  die 
ausgedehnteste  Anwendung  findet;  allein  auch  für  die  Erfor- 
schung anderer  Bewegungen,  wo  es  oft  von  Nutzen  ist,  die 
Tespectiven  Bewegungen  zu  kennen,  ergeben  sich  hieraus  die 
grössten  Hülfsmiltel. 

Anmerkung  ± 

§,  259.  Durch  das  Bisherige  habe  ich  dasjenige,  was  in 
den  frühem  Tbeilen  über  die  Bewegung  der  Punkte  auseinan- 
der gesetzt  worden  ist,  theils  zu  erläutern,  Iheils  zu  ergänzen 
geglaubt  und  es  scheint  mir,  dass  ich  hierdurch  nicht  nur  die 
Principien  der  Bewegung  deutlicher  auseinander  gesetzt  und 
bestätigt  habe,  sondern  ich  habe  auch  ihre  Anwendung  auf  be- 
liebige Fälle  und  die  Reduction  auf  absolute  Maasse  nicht  we- 
nig erleichtert.  Kerner  habe  ich  auch  die  Lehre  von  der  re- 
speetiven  Bewegung,  welche  in  jenen  Theilen  fast  ganz  ver- 
nachlässigt worden  war,  hier  sorgfältiger  auseinander  zu  setzen 
fiir  nothwendig  gebalten,  weil  dieselbe  in  der  Folge  den  gn'iss- 
ten  Nutzen  verschaffen  wird.     Ich  gehe  nun  zu  decL  Abschnitten 
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der  Mechanik  über,  welche  ich  in  jenen  Theilen  gar  nicht  be. 
rührt  bitte  und  hier  stossen  uns  znerst  starre  Kürper  auf,  deren 
Geatalt  gtr  keiner  Veränderung  fähig  ist  und  deren  Bewegung 
wir  entmckeln  müssen ,  sowohl  wenn  sie  sich  selbst  überiüsseu 
sind,  ah  auch  wenn  sie  durch  Kräfte  angetrieben  werden. 
Hierauf  er&t  werden  wir  diese  Untersuchungen  auf  die  Bewe- 
gungen biegsamer  elastischer  und  flüssiger  Körper  ausdehnen 
können,  wollin  wir  auch  die  Bewegungen  zu  zählen  haben, 
welche  aus  dem  Zusammentreffen  mehrerer  Körper  jeder  Art 
entspringen.  Wenn  wir  diese  verschiedenen  Arten  erwägen, 
werden  «ir  einsehen,  dass  sich  in  der  Mechanik  ein  sehr  wei- 
tes Feld  für  unsere  Studien  eröffnet,  dessen  Bebauung  die 
reichste  Erndte  verspricht. 
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Kapitel     I. 

Von  der  foris<:breUemlen  JBeweffuny  starrnr  Körper. 


Evkliirung    1. 
§.260.     Ein    starrer    Kürpevwird   ein 
dessen    Gestalt   keine  Aenderung  erleidet  ode 
Elemente     beständig     dieselben    gegenseitige 
behalten. 


solcher  genannt, 
'  dessen  einzelne 
1    Abstände    bei- 


g    261      kennt 
eines  starren    Koijier'. 


Znsatz    1 
daher    den  Ort  i 


|e    Mer    Punkten 
I  et  innt      indem 
Orte    aller  uljrigen   Punkte  kennen    lernen 
nicht  m  derselben  Ebene  liegen 


g  262  llleistenfheili  genilgt  zur  Be^tininiung  der  Lagt, 
eines  starren  Kapers  die  Kenntnis«  von  diei  Punkten  dessel 
ben  nenn  diese  nur  niiht  aut  einer  geraden  Linie  hegen  ob 
gleich  niiralich  aul  die-e  Weise  eine  zneifatlie  Laä{e  flbiig 
bleibt  so  neiss  man  do<.h  sehr  oft  ton  andern  Seiten  her 
«eiche  lon  beiden  «tattlmdet 

Erläuterung. 

§,  263.  Für  starre  KOrper  gebe  ich  niclit  die  Erklärung, 
dass  ihre  Gestalt  durchaus  gar  keine  Aenderung  erleiden  bflnne, 
indem  es  bekannt  ist,  dass  es  keine  so  harte  Körper  in  der 
Welt  gibt,  zu  deren  Formänderung  gar  keine  hinreichenden 
Kräfte  esistlren,  da  ja  selbst  der  sehr  harte  Diamant  zerbrochen 
werden  kann.  Zur  Klasse  der  starren  Körper  zühle  ich  dem- 
nach alle  diejenigen,  welche  während  ihrer  Bewegung  wirklich 
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keine  Veränderung  ihrer  Gestalt  erieiden  oder  welche  KrJlfte, 
deren  Einwirkung  sie  wirklich  unterworren  sind,  ohne  ir^^end 
eine  Veränderung  ihrer  Gestalt  nuszuhalten  vermJigen ,  wenn 
sie  auch  grossem  Kräften  nicht  widerstehen  würden.  So  setze 
ich  in  den  Körpern,  deren  Bewegung  ich  hier  zu  hetrachten 
gedenke,  einen  derartigen  Bau  oder  eine  solche  Verhindung 
ihrer  Theile  voraus,  dass  dieselbe  durch  die  wirklich  antrei- 
benden Kläffe  nicht  gestürt  werden  kann;  ich  kümmere  mich 
dabei  aher  gar  nicht  darum,  ob  etwa  andere  Kräfte  darauf  ein- 
wirken. Man  hat  daher  am  meisten  diejenigen  Kräfte  zu  be- 
achten, in  Bezug  auf  welche  solche  Körper  für  starr  gehalten 
werden  müssen,  deren  Zusammenhang  der  Theile  der  Einwir- 
kung jener  hinreichend  widersteht,  wenn  dieselben  auch  in 
Bezug  auf  andere  Kräfte  keinesweges  für  starr  zu  halten  sind. 
Es  ist  daher  möglich,  dass  sehr  weiche  und  zerbrechliche  KOr- 
per  fflr  uns  starre  sind,  andere  aber  an  sich  weit  härtere  hier- 
von ausgeschlossen  werden  müssen.  Während  wir  daher  die 
Bewegiing  derartiger  Körper  erforscheu,  ist  es  angemessen, 
eifrig  diejenigen  Kräfte  zu  untersuchen,  welche  auf  ihren  Zu- 
sammenhang und  die  Verbindung  ihrer  Theile  wirken,  um  so 
zu  erfahren,  eine  wie  grosse  Festigkeit  erlorderlich  sei,  damit 
sie  ihre  Gestalt  beibehalten.  Wir  werden  daher  einen  Körper 
aU  einen  starren  betrachten,  wenn  die  Verbiixlung  seiner 
Tbeüc  hinreichend  fest  ist,  so  dass  nicht  einmal  zwei  Elemente 
durch  die  Kräfte,  welche  er  wirklich  ausznhalten  hiit,  einander 
genähert  oder  von  einander  entfernt  werden  können. 

Anmerkung, 
g.  Ü64.  Ein  starrer  Körper  kann  demnach  nur  eine  solche 
Bewegung  annehmen,  bei  welcher  alle  seine  Punkte  beständig 
dieselben  gegenseitigen  Abstände  beibehalten;  nichts  desto 
weniger  ist  aber  ein  solcher  Körper  unendlich  vieler  Bewegun- 
gen fähig,  während  selbst  ein  einziger  seiner  Punkte  sich  in 
Buhe  befindet,  kann  ein  anderer  auf  dem  Umfange  einer  Kugel 
herumgefiihrt  werden  und  wie  dieser  sich  auch  immer  bevyegen 
mag,  irgend  ein  dritter  Punkt  sich  schneller  oder  langsamer 
bewegen,  so  dass  er  jedoch  von  jenen  zweien  die  richtigen 
Abstände  beibehält.  Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  kein 
Punkt  sich  In  Ruhe  beGndct,  noch  weit  mannigfaltigere  Bewe- 
gungen innerhalb  des  Körpers  stattfinden  können;  kennt  man 
aher    die    Bewegung  dreier  Punkte,    welche   picht    In    gerader 
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Linie  liegen,  so  wird  auch  die  Bewegung  aller  übrigen,  d.  b.  die 
des  gan/.en  ROrpers  bekannt,  lliitev  allen  diesen  Bewegungen 
ist  aber  diejenige  die  einfaubste,  bei  welcbev  die  einzelnen 
I'unkte  des  Kurpers  längs  einander  paralleler  Richtungen  und 
nüt  gleicben  Gescbwindigkeiten  in  jedem  ÄngeiiWick  furtrücken; 
durch  eine  solche  Benegung  wird  nämlich  die  relative  Lage 
aller  Tbeilchen  durchaus  nicht  gestüit.  Diese  Art  ^er  Bewe- 
gung, welche  allen  Kürpecn  zukommt,  wollen  wir  genauer  be- 
trachten, 

Erklärung  '2. 
g.  265.    Eine  fortachreitende  Bewegung  i«t  (licjenige, 
bei  welcher  die  einzelnen    Punkte  eines  Kiivpers  mit  gleichen 
Geschwindigkeiten    nach    unter   sich    parallelen  Richtungen  i« 
jedem  Äugenbllk  fortrücken. 

Zusatz  l. 
g.  206.  Ist  dabei  die  Belegung  eines  einzigen  Punktes 
bekannt,  so  kennt  man  aui-h  die  ihr  gleiche  Bewegung  aller 
Punkte,  indem  diese  nämlich  einzeln  in  jedem  Augenblick  nach 
derselben  Richtung  nnd  mit  derselben  Geschwindigkeit,  wie 
jener  Punkt  fortgeiiihit  werden. 

Zusatz  ■>. 
g.  267.     Es    mag  nnn  irgend  chi   Punkt  eine   gerade  oder 
krumme  Linie  mit  beliebiger  Bewegung  beschreiben,  so  werden 
durchaus  alle  Punkte  sich  Iftngs  gleicher  geiader  oder  krummer 
Linien  auf  ähnliche  Weise  bewegen. 

Zusatz  3. 
g.  268.  Durch  eine  solche  Bewegung,  sei  dieselbe  gerad» 
oder  krummlinig,  werden  die  gegenseitigen  Abstände  je  zwei 
lieliebiger  Punkte  des  Körpers  nicht  verändert;  es  werden  auch 
selbst  die  geraden  Linien,  welche  je  zwei  beliebige  Punkte 
mit  einander  ver!)inden,  einander  stets  parallel  bleiben, 

Anmerkung. 
269.  Diese  Bewegung  als  die  einfachste  und  welche  alle 
Körper  annehmen  können,  bietet  sich  zuerst  der  Betrachtung 
dar  und  wir  nehmen  sie  auch  zuerst  hei  den  Bewegungen  der 
Himmelskörper  wahr.  Indem  wir  diese  nämlich  als  Punkte  be- 
trachten, stellen  wir  die  Rechnung  so  an,  als  ob  sie  nur  mit 
fortschreitender    Bewegung    durch    die    Himnielsrünme    geführt 
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würden  und  hierauf  legen  wir  ihnen  erst  aussevileni  eine  tlre 
heiide  Bewegung  bei;  die  erste  pflegt  man  die  periodische, 
die  zweite  die  Bewegung  der  Äxendrebung  mi  nennen. 
Wenn  wir  aber  dem  Kilrper  mir  eine  fortschreitende  Be«egung 
beilegen  und  keine  drehende  hinzul'ägen,  Tassen  wir  die  Sache 
so  auf,  dass  die  geraden  Linien,  weiche  je  zwei  Punkte  des 
Körpers  verbinden,  beständig  einander  paraliel  oder  nach  den- 
selben Stellen  des  Himmels  gerichtet  bleiben.  So  oft  aber 
diese  Bedingung  bei  irgend  einer  Bewegung  nicht  stattfindet, 
nmss  man  annehmen,  dass  jener  Körper  nicht  bloss  mit  reiner 
furtschreitender  Bewegung  fortrucke,  sondern  dass  ansserdem 
eine  gewisse  drehende  Bewegung  beigemischt  sei ;  nie  eine  derar- 
tige Mischung  erfolge,  werden  wir  unten  ausführlich  auseinander 
setzen.  Uebrigens  ergibt  sich  hieraus  sogleich,  dass  der  Mond, 
weil  er  der  Erde  immer  fast  dieselbe  Seite  zuwendet,  nicht 
mit  reiner  fortschreitender  Bewegung  fortrückt,  sondern  dass 
derselben  eine  geviisse  drehende  Bewegung  beigemischt  ist. 
Dasjenige,  was  in  diesem  Kapitel  vorgetragen  werden  wird, 
ist  von  der  veiren  fortschreitenden  Bewegung  zu  verstehen, 
wenn  auch  das  Wort  rein  nicht  hinzugefügt  wird,  denn  wenn 
man  ausserdem  eine  gewisse  Drehung  zugibt,  geht  die  Bewe- 
gung in  eine  andere  Art  über. 

Lehrsatz    1. 

g.  270.  Ein  Körper,  welchem  einmal  eine  fortschreitende  Be- 
wegung beigebracht  worden   ist,    wird   in   Folge    der  Trägheit 
mit    dieser    Bewegung    stets  gleichförmig  und   geradlinig    fort- 
schreiten, wenn  er  nicht  durch  äussere  Ursachen  gestört  wird. 
Beweis. 

Man  denke  sich  den  Kiirper  in  die  kleinsten  Elemente  zer- 
theitt,  alsdann  werden  dieselben,  da  sie  einzeln  gleiche  Ge- 
schwindigkeiten nach  parallelen  Richtungen  empfangen  haben, 
während  sie  in  ihrem  Zustande  zu  verharren  streben,  ihre  re- 
lative Lage  unter  sich  nicht  verändern.  Sie  können  daher  alle 
zugleich  ihre  Bewegung  gleichförmig  in  gerader  Linie  fortsetzen, 
ohne  irgend  eine  Gefahr  der  Durchdringung  und  es  entspringt 
hieraus  keine  Kraft,  welche  den  Znstand  irgend  eines  Elements 
KU  verändern  strebt.  Die  einzelnen  Elemente  werden  daher 
ihre  Bewegung  eben  so  fortsetzen,  als  ob  sie  wechselseitig 
von  einander  getrennt  wären  und  durch  kein  gegenseitiges 
Band  zusammenhingen.     Wenn    daher  keine  äussern   Ursachen 
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faiiizutietcii,   wild  der  Körper,    welcher  einmal  eine    fortschrei- 
tende  Bewegung  empfaDgen   hat,  mit  dieser  lieständig  gleich- 
förmig in  gerader  Linie  weiter  zu  gehen  fortfahren. 
Zusatz  1. 

§.  ^J7I.  So  wie  also  ein  endlieher  Körper,  wenn  er  einmal 
ruhet,  zu  ruhen  fortfährt,  behält  er,  wenn  er  einmal  eine  fort- 
schreitende Bewegung  empfangen  hat,  diese  bestündig  bei. 
Es  gilt  demnach  das  Verharren  in  demselben  Zustande  auch 
für  Körper  von  endlicher  Grosse,  wenn  nur  die  Bewegung  eine 
fortschreitende  ist. 

Zusatz  2. 

§.  272.  Weil  dnrch  die  Portsetzung  dieses  Zustandes  der 
Theile  der  Zusammenhang  des  Körpers  keine  Kraft  zu  erlei- 
den hat,  ist  auch  /.ur  Erhaltung  seiner  Gestalt  keine  Festig- 
keit erforderlich;  in  Bezug  auf  eine  solche  Bewegung  können 
daher  alle  Körper  als  starre  angesehen  werden. 
Zusatz  3. 

§.  373.  Die  Trägheit  ist  daher  die  Ursache,  wesshalb 
alle  Körper,  die  flüssigen,  deren  Theilchen  durch  kein  Band 
mit  einander  zusammenhängen,  nicht  einmal  ausgenommen,  in 
demselben  Zustande  der  Ruhe  oder  der  fortschreitenden  Be- 
wegung verharren. 

Erläuterung. 

g.  'i74.  Die  Wahrheit  des  Lehrsatzes  stäfnt  sich  auf  die 
Grundlage,  dass  die  einzelnen  Elemente  ihre  Bewegung  frei 
verfolgen  können  und  kein  einziges  die  tihrigen  verhindert,  in 
ihrem  Zustande  zu  verharren.  Der  Grund  hiervon  wird  noch 
deutlicher  aufgefasst  werden,  wenn  wir  den  Fall  betrachten, 
in  welchem  dem  Körper  anfangs  eine  gewisse  drehende  Bewe- 
gung beigebracht  worden  ist,  so  dass  die  einen  Elemente  ge- 
schwinder, die  andern  langsamer  sich  zu  bewegen  begonnen 
haben.  Wenn  alsdann  jedes  einzelne  Element  seine  Bewegung 
fortsetzte,  würden  sie  bald  von  einander  getrennt  und  zerstreut 
und  so  der  Zusammenhang  des  Körpers  aufgelöst  werden.  In 
diesem  Falle  würde  also  die  Verbindung  der  Theilchen  wider- 
stehen,  so  dass  die  einzelnen  Elemente  die  ihnen  beigebrachte 
Bewegung  nicht  fortsetzen  könnten.  Da  diesa  sich  nicht  ereig- 
net, wenn  den  einzelnen  Elementen  gleiche  Bewegungen  längs 
paralleler  Richtungen  beigebracht  worden  sind,  was  nämlich 
die  Bedingung  der  fortschreitenden  Bewegung  ist,    so   ist  auch 
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keine  Orsache  vorlianden,  durch  ivcichc  der  Zustand  irgend 
eines  Elements  verändert  werden  sollte.  Es  kann  kein  Ele- 
ment in  seiner  Bewet^ung  eine  Veränderung  erleiden,  ohne 
dass  zugleicli  der  Zustand  der  übrigen  gestört  wurde.  Hieraus 
folgt  nothwendig,  dass  ein  Körper,  welcher  einmal  eine  derar- 
tige fortschreitende  Bewegung  angenommen  hat,  mit  derselben 
bestündig  gleiehrürmig  in  gerader  Linie  fortschreiten  muss. 
Hierbei  ist  besonders  zu  bemerken,  dasa  bei  einer  solchen  Be- 
wegung der  Zusammenhang  der  Theile  keine  Kraft  auszuhallen 
hat,  so  dass  dieselben,  wenn  sie  auch  jedes  Bandes  entbehr- 
ten, doch  beijtändig  dieselben  gegenseitigen  Abstände  beibe- 
halten würden.  Da  also  hierdurch  keine  Kraft  erzeugt  wird, 
welche  die  Gestalt  des  Kiirpers  zu  verändern  strebt,  und  wel- 
cher die  Starrheit  des  letztern  widerstehen  müsste;  so  kann 
man,  in  Beziehung  auf  eine  solche  Bewegung,  alle  KiJr|ter  als 
starre  ansehen. 

Lehrsatz  % 
g.  275.     Wenn  die  einzelnen  Elemente  eines  mit  fortschrei- 
tender Bewegung   fortrückenden  Körpers   durch  ihren   Massen 
proportionale  Kräfte,  nach   einander  parallelen  Richtungen  an- 


getrieben 

werden,  so  wird  ihre  relativi 

i  Lage  sich  nicht  ändern 

und  jede 

s   der  einzelnen   Elemente  se 

ine   Bewegung    frei   fort- 

setzen. 

Beweis. 

Da  wir  die  Kräfte,  welche  die  einzelnen  Elemente  antrei- 
ben, als  ihren  Massen  proportional  voraussetzen,  so  werden 
die  in  demselben  Zeittheilchen  hervorgebrachten  Wirkungen 
einander  gleich  sein  und  da  die  Richtungen  der  Kräfte  einander 
parallel  sind,  wird  durch  ihre  Wirksamkeit  die  relative  Lage 
der  Theile  nicht  verändert  und  es  werden  die  einzelnen  Ele- 
mente, indem  jedes  seiner  Kraft  Folge  leistet,  sich  eben  so 
bewegen,  als  ob  sie  von  einander  getrennt  wären.  Alle  Ele- 
mente werden  sich  nämlich  in  jedem  Augenblick  auf  gleiche 
Weise  bewegen,  so  dass  die  Bewegung  des  ganzen  Körpers 
derjenigen  gleich  sein  wird,  womit  jedes  seiner  Elemente,  wenn 
es  vereinzelt  wäre,  fortrücken  würde;  daher  wird  die  Bewe- 
gung des  Korpers  eine  fortschreitende  sein. 

Zusatz   l. 
§.  276.    In  diesem  Falle  hat  daher,  wenn  auch  antreibende 
Kräfte   da   sind,    der   Zusammenhang  der  Theile  keine  Kraft 
auszuhalten.     Wäre  daher  der  Körper  (liissig  und  hingen  seine 
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Theile  durch  kein  wethaelseitiges  I3aiid  msanmieii,  so  würde 
er  doch  seine  Gestalt  beihehalten  und  für  einen  starren  gehal- 
ten werden  köonen. 

Zusatz  2. 
§.  277.  Wie  daher  anch  die  antreibenden  Kräfte  in  den 
einzelnen  Zeitnioinenten  besuhaffen  sein  niiigen,  so  iverden  die 
einzelnen  Elemente  des  Körpers  sieh  anf  geraden  oder  Itrnm- 
inen  Linien  bewegen,  und  wenn  die  Beweguni;  eines  einzigen 
von  ihnen  bestimmt  ist,  vrird  zugleich  die  Bewegung  des  gan- 
zen Körpers  bekannt. 

Zusatz  3. 
§.  278.  Nach  der  Voraussetzung  wird  aber  der  Körper 
durch  Kräfte  angetrieben,  welche  derartig  auf  seine  einzelnen 
Elemente  wirken,  dase  sie  ihren  Massen  proportional  sind  und 
einander  parallele  Riebfungen  haben.  Ferner  ist  erforderlich, 
dass  der  Körper  sich  anfangs  entweder  in  Hube  befunden  oder 
eine  reine  fortschreitende  Bewegung  empfangen  habe,  mit  wel- 
cher seine  einzelnen  Elemente  gleich  geschirind  und  nach  der- 
selben Richtung  fortzurücken  angefangen  haben. 
Anmerkung. 
§.  279.  Wenn  jemand  daran  zweifelte,  ob  es  derartige 
Kräfte  gebe,  welche  auf  die  einzelnen  Elemente  eines  Körpers 
so  wirken,  dass  sie  den  Massen  derselben  proportional  iverdcn 
und  zugleich  dieselbe  Richtung  haben;  so  kann  man  das  Bei- 
spiel der  Schwere  anführen,  welche  nach  unserer  frühem  Be- 
merkung auf  die  einzelnen  Elemente  der  Körper  im  Verhälfniss 
ihrer  Massen  wirkt.  Man  kann  aber  diese  Eigenschaft  nur  bei 
Körpern  von  so  geringer  Ausdehnung  zugeben,  dass  diese  im 
Vergleich  mit  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  der  Erde  für  nichts 
gehalten  werden  darf.  Hat  nämlich  ein  Kiirper  eine  bedeutende 
Ausdehnang,  so  werden  seine,  in  grösserer  oder  geringerer  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  der  Erde  sich  befindenden  Elemente 
ungleiche  Einwirkungen  der  Schwere  erleiden ;  ferner  werden  auch 
die  Richtungen  der  einzelnen  Kräfte,  welche  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Erde  hin  convergiren,  nicht  mehr  fiir  parallel  gehalfen 
werden  können.  Es  handelt  sieh  hier  aber  keinesweges  um  die 
Frage,  ob  derarilge  Kräfte,  wie  wir  sie  im  Lehrsätze  angenommen 
haben,  in  der  Welt  existiren  ;  es  ist  vollkommen  genügend,  wenn 
wir  seine  Wahrheit  fiir  solche,  vielleicht  erdichtete  Kräfte  erkannt 
haben.  Das,  was  wir  aber  in  Betreff  dieser  Kräfte  bewiesen  haben, 
wird    auch    für    andere    ihnen   gleichgeltende  Kräfte   Gültigkeit 
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haben,  und  von  hier  müssen  wir  ileii  Ausgang  nehmen,  nenn 
wir  die  Wirkungen  beliebiger  Kräfte  auf  starre  Kiiviier  erfor- 
schen wollen.  Was  fiLr  KrSfte  aber  den  hier  angenommenen 
gleich  geltend  sind)  vorausgesetzt,  dass  der  Kürper  ein  starrer 
sei,  wird  in  der  Statik  gelehrt,  aus  welcher  die  Aufsuchung 
einer  einzigen,  jenen  gleichgeltenden  Knift  zu  entnehmen  ist. 
Die  Reductioii  aller  dieser  unendlich  vielen  Krälite  auf  eine 
einzige  hat  aber  nur  insofern  statt,  als  der  Körper  ein  starrer 
ist  und  dei  Aenderung  seiner  Gestalt  widersteht;  wären  näm- 
lich alle  seine  Elemente  gänzlich  von  einander  getrennt,  so 
dörfte  man  statt  dieser  Kräfte  keine  andern  ihnen  vollkommen 
gleichgeltenden  substituiren.  Es  tritt  daher  jetzt  das  Verhält- 
niss  der  Starrheit  oder  der  Fesligkeit,  mit  welcher  die 
Theile  des  Körpers  unter  einander  verbunden  sind,  in  die 
Rechnung  ein, 

Aufgabe   1. 

§.  280.  Die  einzelnen  Elemente  eines  starren  Kiirpers  wer- 
den nach  nnter  sich  parallelen  Richtungen  durch  Kräfte  ange- 
trieben, welche  ihren  Massen  proportional  sind;  man  soll  eine 
einzige  Kraft  finden,  iielche  ihnen  allen  zusammengenommen 
gleichgellend  ist. 

A«tl5.üng. 

(Figur  28.)  Man  beziehe  den  starren  Körper  auf  je  drei 
Axen  OA,  OB  und  OC,  welche  auf  einander  normal  stehen 
und  es  helinde  sich  in  Z  ein  beliebiges  Element  desselben, 
dessen  Masse  wir  ^dM  setzen,  wenn  die  Masse  des  ganzen 
Körpers  =IU  gesetzt  wird.  Zur  Bestimmung  der  Lage  des 
Punktes  Z  nehme  man  die  drei  Coordinafen  OX^x,  XY—y 
und  VZ=z  an.  Es  werden  nun  die  einzelnen  Elemente  des 
Körpers  durch  Kräfte  angetrieben,  welche  ihren  Massen  pro- 
portional und  nach  Richtungen,  welche  der  Axe  OC  paruilel 
sind,  so  dass  das  Element  dlfl  in  Z,  nach  der  Richtung  Zr, 
durch  eine  Kraft  =  i..dM  angetrieben  werde.  Da  alle  diese 
Kräfte  einander  parallel  sind,  wird  auch  die  ihnen  gleichgel- 
tende Kraft  dieselbe  Richtung  einhalten  und  gleich  der  Summe 
aller  einzelnen,  d.  h.  =X.!H  sein.  Es  bezeichne  nun  die  OC 
parallele  Linie  OV  diese  jenen  gleichgeltende  Kraft  =z  l.M, 
deren  Lage  durch  den  Durthschnittspunkt  G  mit  der  Ebene 
AOB  bekannt  wird.  Zieht  man  nun  die  Linie  Gi;#  OB  nnd 
GF:^OA  und  setzt  man  OE=e  und  OF=^f,    so  muss  nach 
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den  Lohren  Jer  Statik  das  Moment  der  Kraft  GV,  in  Bezug 
aul' jede  Axe,  den  Momenten  der  einzelnen  Kräfte,  in  Bezug 
auf  dieselbe  Ase,  zusammengenommen  gleich  sein.  Nun  ist 
das  Moment  der  Kratt  Zv=^  l.dM  in  Bezug  anf  die  Ase  OA 
=:hidM,  die  Summe  aller  Momente  :=  i/jrf^/  und  es  muss 
diese  dem  Moment  der  Kraft  GV,  d,  h.  AM/' glefch  sein,  wess- 

halb  wir  haben       f^  OF  =^  GE  ^^-^-L 

Auf  ähnliche  \Veise  ist  das  Moment  der  Kraft  Zv  in  Be- 
zug auf  die  Axe  OB=lxdM,  sein  Integral  — A/a:rfiM,  welches 
dem  Moment  der  Kraft  GV  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe,  d.  h. 
IMe  gleich  sein  muss;  wir  haben  daher 

Durch  diese  Formeln  wird  die  wahre  Lage  der  gleichgel- 
tenden Kraft  GV^^IM  bestimmt,  deren  Richtung  parallel  der 

Axe  OC  ist  und  welche  von  der  Ebene  ^OC  um   GE^-l^ , 

von    der   Ebene    BOC  um    GF=^- — rs—  absteht.     Auf   diese 

M 
Weise  erhält    man    Eine  Kraft    GF=litf,     welche  allen  ele- 
mentaren Kräften  Zu  gleichgeltend  ist,  wenn    nur   der  Körpec, 
wie  in  der  Statik  angenommen  wird,  ein  starrer  ist. 
Zusatz    1. 
§.  281,     Wahrend    daher    die    elementaren   Kräfte   Zv    den 
kleinen  Massen   proportional   und  unter  sich  parallel  sind,   hat 
die  allen  gletchgeltende  Kraft  GV  dieselbe  Lage,  jene  Kräfte 
mügen  nun  grössere  oder    kleinere  Werthe    haben,    denn   der 
Buchstab  l  beßndct  sich  nicht  in  den  Ausdrücken  der  Abstände 
GE  und  GF. 

Zusatz  2. 
§.282.     Da    die  Richtung    der    gleichgoUenden   Kraft    GV 
-.=  IM  der  geraden  Linie   OC  parallel  ist,  so  würde  ihre  Lage 
vollkommen  bestimmt  sein,  wenn  man  nur  einen  einzigen  Punkt 
etwa  /  kennte,  durch  welchen  sie  geht.     Aus  den  für  GE  und 
GF  gefundenen  Formeln  gebt  übrigens  hervor,  dass  die  Rich- 
tung GV  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  wird. 
Zusatz    3. 
8.  283.     Üie  Kraft  GVnziKM  wird  daher  auf  den  ganzen 
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Körper,  wenn  er  nur  mit  einer  reinen  fortschreit endeD  Bewe- 
guiig  foftnlckt,  eben  so  wirlsen,  als  jede  beliebige  elementare 
Kraft  Zv  =  \dM  auf  das  Element  des  Körpers  =  d^l/.  Die 
Bewegung  des  ganzen  Kiirpers  ivird  daher  eine  fortschreitende 
bleiben,  während  die  einzelnen  Elemente  mit  einer  gleichen 
Bewegung  fortrucken. 

Anmerkung. 
§,  Ü84,     Sind    die    einzelnen    elementaren   Kräfte    der   Äxc 
OC  parallel,  so  ist  die  mittlere  Kichtung  GV  von   der  Ebene 

AOC»m  den  Abstand  GE=^-^^^  und  von  der  Ebene  HOC 
um  GF^'^—ii— entfernt.    Eben  so  wird,    wenn  die  elementa- 

ren  Kräfte  ebenfalls  den  kleinen  Massen  der  Elemente  propor- 
tional und  der  Axe  OB  parallel  sind,  auch  ihre  mittlere  Rich- 
tung  derselben  Axe  parallel,   von    der  Ebene  ßOC  um    einen 

Abstand  =:'^—^jj —  und  von  der  Ebene  ^Oß  um  einen  Absfund 

_ßdM 

wenn  die  elementaren  Kräfte  der  Axe  0.4  parallel  wären,  auch 
ihre  mittlere   Ricbtuni^  derselben   parallel    und    von  der  Ebene 

AOß  um  den  Abstand  zz:''--    — ,    wie    auch    von    der    Ebene 

„      entfernt  sein.     Da  nun  diese 

mittlem  Richtungen  so  wohl  von  der  Ebene  AOB,  als  auch 
von  AOC  und  BOC  gleich  weit  entfernt  sind,  so  werden  sie 
sich  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  schneiden  und  wenn 
/  derselbe  ist,  wird  derselbe  so  liegen,  dass  wir  haben: 

Ist  1  her  d  eser  Pu  kt  /  einmal  gefunden,  so  wird,  nenn 
d  e  e  zel  en  I  le  ente  dei  K  rpers  durch  Kräfte,  welche  ihren 
Ma  sen  p  o]  ort  al  s  d  I  ngs  irgend  einer  gemeinschaftlichen 
It  chtn  g  ngetreben  werden  die  ihnen  allen  gleicbgelteiidc 
K  ft  durch  eben  1  eaen  Punkt  /  gehen.  Da  ferner  diese  gleich- 
"elte  de  K  alt  ler  S  n  e  Her  elementaren  Kräfte  gleich  ist 
dde     II      r    It     „   e    lalt,   so    wird  ihre  Lage   durch  den 


entfernt    sein.     Auf    ähnliche    Wei 
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Piinkl  /  vollkommen  liestimmt.  Derselbe  stimmt  mit  demjeni- 
gen Punkte  übereiii,  welchen  man  gewuhnlich  den  Schwerpunkt 
nennt  und  der  Gxund  dieser  Ueberein Stimmung  ist  offenbar, 
weil  die  einzelnen  Elemente  als  ihren  Massen  propurtlotial 
sohiver  und  die  Richtungen  der  Schwere  als  einander  parallel 
angenommen  werden.  Da  aber  diese  Voraussetzung  der  Wahr- 
heit zuwider  ist  und  der  Punkt  7  keinesweges  von  der  Schwere 
abhängt,  sondern  in  allen  Körpern  stattfindet,  so  ist  es  ange- 
messen, ihm  einen  andern  Namen  beizulegen. 
Erklärung  3. 
§.  285.  Der  Mittelpunkt  der  Masse  nJer  Mittel- 
punkt der  Trägheit  ist  derjenige  Punkt  in  jedem  Kiirper, 
um  weichen  seine  Masse  oder  seine  Trägheit  nach  jeder  Rich- 
tung, der  Gleicblieit  der  Momente  entsprechend,  gleich  ver- 
thcilt  ist. 

Erläuterung. 

g.  286.  Der  Mittelpunkt  der  Masse  oder  der  Trägheit  ist 
derselbe,  welchen  man  gewöhnlich  den  Schtrerpunkt  nennt, 
da  aber  jener  allen  Körpern  so  eigenthiimlich  ist,  dass  er  ihnen 
bloss  in  Folge  der  Trägheit  zukommt,  die  Schwere  hingegen 
für  eine  ausserhalb  Jes  Körpers  wirkende  Kraft  zu  halten  ist: 
so  habe  ich  es  vergezogen,  ihm  den  Namen  „Mittelpunkt  der 
Masse  oder  der  Trägheit"  beizulegen,  damit  man  einsehe,  dass 
er  durch  die  Trägheit  allein  bestimmt  wird.  Was  ich  aber 
über  die  gleiche  Vertheilung  der  Masse  um  diesen  Mittelpunkt 
angeführt  habe,  wird  weniger  leicht  erläutert.  Die  beste  Er- 
läuterung ist  ohne  Zweifel  aus  der  Regel,  nach  welcher  man 
diesen  Mittelpunkt  findet,  zu  entnehmen.  Man  beziehe  näm- 
lich de»  Körper  auf  je  drei,  auf  einander  normale.  Äsen  OA, 
OB  und  06',  denen  man  die  Coordinaten  so  wohl  für  jedes 
Clement  des  Körpers,  als  auch  für  den  gesuchten  Mittelpunkt 
der  Trägheit  /  parallel  annimmt.  Es  sei  die  Masse  des  ganzen 
Körpers  ^  jtf,  ein  beliebiges  Element  desselben,  dessen  Masse 
wir  =  ditf  setzen,  befinde  sich  in  Z  und  man  setze  die  Coor- 
dinaten OX=^x,  XYz=y  und  YZ  =  z;  alsdann  wird  der  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  /  so  bestimmt,  dass  man  hat 

indem  man  diese  Integrale  über  den  ganzen  Körper  ausdehnt. 
Nehmen  wir  daher  den  Punkt  O  im  Mittelpunkte  der  Trag- 
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heit  /  an,  so  wecden  die  drei  IntcgiAiefxdM.J'ydM  undj'zdifl 
verschwinden,  wodurch  wir  folgende  Eigenschaft  des  Mittel- 
punkts der  Trägheit  kennen  lernen.  Schneidet  man  einen  Kör- 
per durch  eine  beliebige ,  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
gehende  Ebene,  so  bringen  die  einzelnen  Elemente  des  Körpers, 
niultiplicirt  in  ihre  Abstände  von  dieser  Ebene,  beiderseits  die- 
selbe Summe  hervor.  Eben  so  ist  das  zu  verstehen,  was  wir 
über  die  gleiche  Vertheibnig  der  Materie  um  den  Mittelpunkt 
der  Masse  oder  der  Trägheit,  nach  der  Gleichheit  der  Mo- 
mente, gesagt  haben. 

Zusatz   1. 

§.  287.  Wenn  daher  die  einzelnen  Elemente  des  Küipers 
nach  derselben  Richtung  durch  Kräfte,  welche  ihren  kleinen 
Massen  proportional  sind,  angetrieben  werden;  so  wird  eine 
einzige  Kraft,  welche  der  Sunmie  aller  jener  gleich,  ihnen  pa- 
rallel im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht  ist,  allen  gleich- 
geltend sei»,  wenn  nämlich  der  Kiirpei'  ein  starrer  ist. 
Zusatz  2. 

§.  288.  Wenn  umgekehrt  im  Mittelpunkte  der  Trägheit 
eines  starren  Körpers  irgend  eine  Kraft  angebracht  ist,  so  kann 
man  dieselbe  betrachten,  als  ob  sie  über  alle  Elemente  des 
Körpers,  ihren  Massen  proportional,  vertheilt  wäre.  Wegen 
der  gleichen  Geltung  werden  die  Wirkungen,  in  Betreff  der 
Störung  der  Bewegung,  einander  gleich  sein. 
Anmerkung, 

§.  289.  Wird  demnach  ein  starrer  Körper  durch  eine  Kraft 
augetrieben,  deren  Richtung  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit geht,  so  wird  demselben,  wenn  er  sich  in  Ruhe  befindet, 
eine  fortschreitende  Bewegung  beigebracht,  wenn  er  sich  aber 
bereits  fortschreitend  bewegt,  wird  seine  Geschwindigkeit  oder 
Richtung  oder  beide  zugleich  verändert  werden,  jedoch  so, 
dass  die  Bewegung  eine  fortschreitende  bleibt.  Dicss  ist  so 
zu  verstehen,  dass  beliebige  gerade  Linien,  welche  wir  uns 
im  Körper  gezogen  denken,  während  der  Dauer  der  Bewegung 
beständig  einander  parallel  bleiben,  was  das  Kennzeichen  einer 
fortschreitenden  Bewegung  ist.  Wie  daher  eine  derartige  Be- 
wegung eines  starren  Körpers  angemessen  bestimmt  werden 
könne,  wollen  wir  in  der  folgenden  Aufgabe  sehen.  Man  muss 
sich  inzwischen   davor  hüten,    dass  man    die    hier    bewiesene 
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gleiche  Geltung  der  Kräfte  nicht  auf  Körper  ausdehne,  nelche 
keine  starre  sind,  indem  ihre  Grundlage,  welche  auf  dem 
Gleichgewichte  eines  Hebels  beruht,  zusammenstfirzen  würde, 
wenn  der  Hebel  durch  Kräfte  gekrümmt  werden  kötinte.  Ich 
nehme  daher  hier  so  starre  Körper  an,  dass  sie  durch  die  an- 
treibenden Kräfte  keine  Aenderung  ihrer  Gestalt  erleiden;  hier- 
auf werde  ich  ferner  untersuchen,  wie  fest  ihr  Zusamiiieiihang 
sein  müse  damit  sie  die  Einwirkung  der  Kr'ifte  ohne  irgend 
\  I  h        G     t  It  h  It  ogen. 

\    f       1 

§   2J0     E  n    t  Kl  I  h  h   n   Anfange  ent- 

d  Khlfd  d  fthtde  Bewegung 

jfg       ht  ibt      Ifcl       Ikit  trieben,   deren 

mttl        ß   It         11  Mtflp     Ut  1      Trägheit  geht: 

11  B  htm 

Auf]  g 

Da  die  Kraft,  welche  den  Körper  antreibt,  oder  wenn  deren 
mehrere  vorhanden  sind,  ihre  mittlere  Richtung  beständig  durch 
seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  geht,  so  wird  die  Keivegung, 
wie  sie  sich  auch  immer  so  wohl  in  Bezug  auf  ihre  Geschwin- 
digkeit, als  auch  ihre  Richtung  ändern  mag,  doch  stets  eine 
fortschreitende  bleiben.  Um  dieselbe  daher  kennen  zu  lernen,  ist 
es  hinreichend,  die  Bewegung  eines  einzigen  beliebigen  Punktes 
des  Körpers  zu  bestimmen.  Welche  Lage  nämlich  der  letztere  an- 
fangs in  Bezug  auf  diesen  Punkt  auch  eingehalten  haben  mag, 
so  wird  er  dieselbe  hernach  beständig  beibehalten,  wenn  näni- 
llcb  der  Körper,  wie  wir  angenommen  haben,  sich  anfangs  in 
Ruhe  befunden  oder  eine  reine  fortschreitende  Bewegung  em- 
pfangen hat.  Es  ist  daher  am  angemessensten,  die  Bewegung 
seines  Mittelpunkts  der  Trägheit  zu  erforschen,  weil  wir  uns 
die  antreibende  Kraft  gleichsam  an  diesem  angebracht  denken 
können.  Es  sei  also  die  Masse  des  Körpers  =  M  und  er 
werde  nach  Verlauf  der  Zelt  t  durch  eine  Kraft  =  V  angetrie- 
ben, oder  wenn  mehrere  antreibende  KrSfte  da  sind,  sei  Fdie 
ihnen  allen  gl  eich  gel  (ende,  welche  eine  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägkeit  gehende  Richtung  hat.  Denken  wir  uns  nun  in 
diesem  Mittelpunkte  ein  Element  des  Körpers,  dessen  kleine 
Masse  =  iM  sei ,  wo  i  einen  unendlich  kleinen  Bruch  be/eich- 
net,  so  haben  wir  dasselbe  anzusehen,  als  ob  es  durch  einen 
ähnlichen  kleinen  TheiliF  der  ganzen  Kraft  angetrieben  würde. 
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Naeli  der  oben  aufgestellten  Lehre  der  aiitieili enden  Krkl'tc  Ut 
es  aber  einleucbteml ,  dass  die  Masse  iM  durch  die  Kraft  iV 
eben  so  angetrieben  werden  wird,  als  die  Masse  M  durch  die 
Kraft  F,  weil  mir  das  Verhliltnjss  der  Masse  y.m  Kraft  in  die 
Rechnung  pintritt.  Wir  küunen  daher  die  Sache  so  auffassen, 
als  ol)  die  ganze  Mai<se  M  des  Körpers  in  seinem  Mittelpunkte 
der  Trägheit  befindlich  und  hieran  die  ganze  Kraft  V  ange- 
bracht wäre;  hiernach  wird  die  Aufliisung  dieser  Aufgabe  sich 
von  den  frühem,  welche  wir  über  die  Bewegung  eines  Punktes 
gegeben  haben,  nicht  unterscheiden.  Um  nämlich  die  Sache 
ganz  allgemein  aufzufassen,  beziehen  wir  die  Bewegung  auf 
die  drei,  auf  einander  normale  Axen  OA,  OB  und  OC  (Figur 
^J  und  es  sei  nach  Verlauf  der  Zeit  (  der  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit nach  S  gelangt,  des.sen  Coordinaten  OX^x,  XY^y 
und  FiS  =  i  sind.  Hierauf  zerlege  man  auf  gleiche  Weise  die 
antreibende  Kraft  F  nach  diesen  drei  Richtungen,  woraus  die 
respective  längs  SP,  SQ  und  SR  wirkenden  Kräfte  P,  Q  und 
B  entspmgen  werden.  INimnit  man  nun  das  Zeiteleinent  dt 
als  constant  an,  so  wird  die  ganze  Bewegung  bestimmt  durch 
die  drei  Formeln: 

md,lx  =  %qPdt^,  Mddy  =  'iffQd(^  und  Mddz  —  lgRdt^. 
Wie  diese  in  jedem  Falle  behandelt  werden  müssen,  ist  oben 
bereits  auseinandergesetzt  worden. 

Zusatz    1. 

§,  291.  Im  Fall ,  dass  ein  starrer  Körper  mit  fortschrei- 
tender Bewegung  fortrückt,  also  die  mittlere  Richtung  der  an- 
treibenden Kräfte  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gebt, 
können  wir  uns  seine  ganze  Masse  als  in  diesem  Mittelpunkte 
vereinigt  und  die  gleichgeltende  Kraft  daran  angebracht  denken. 

Zusatz  2. 
§.  292.  Ist  föreinegegebene  Zeit  der  Ort  des  Mittelpunktes  der 
Trägheit  gefunden,  so  witd  auch  die  Lage  des  ganzen  Körpers 
bekannt  werden ,  Indem  diese  in  Bezug  auf  jenen  Mittelpunkt 
stets  dieselbe,  wie  im  Anfange  bleiben  wird;  es  werden  näm- 
lich dieselben  Theüe  des  Körpers  beständig  nach  densetben 
Weltgegenden  gerichtet  sein. 

Zusatz  3. 
§.  293.     Ist  ferner  für  eine  beliebige  Zeit  die  Ooschwindip- 
keit  des  Mittelpunktes   der  Trägheit  gefunden,  so  werden  sich 
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zugleich  alle  Punkte  des  Kürpers  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
hewegen   und    die  Kiclituugen   aller    einander  parallel  sein;    sn 
dass  man  die  Bewegung   des    ganzen  Körpers  ans   ihr  Bewe- 
gung seines  Mittelpunkfes  der  Tragkeit  erkennen  niid. 
Anmerkung  I. 
§.  294.    Alles  dasjenige,    was   wir   über   die   freien    IJoivc- 
guiigen  von   Punkten  oder  unendlich   kleinen    Kijipern    in    den 
frühern.Theilen  gelehrt  haben,  gilt  daher  auch  von.  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  starrer  Körper  und  während  dasselbe  an  sich 
gar  unfruchtbar  erschien,  Mird  es  nun  die  häufigste  Anwendung 
linden,  da  man  es  auf  das  ganze  Geschlecht  der  fortscfa reiten- 
den   Bewegungen    zu    beziehen    haben    wird.     So  oft  nämlich 
starre  Körper  mit  fortschreitender  Bewegung  eluhergehen,  was 
geschieht,  wenn  die  mittlere  llichtung  der  antreibenden  Kräfte 
durch  ihren  Mittelpunkt  der  Trägheit  geht,    mögen   dieselben 
anfangs  sich  in  Rulie  befunden  haben  oder  durch  eine  fortschrei- 
tende Bewegung  angetrieben  worden  sein;   wird  man   ihre  Be- 
wegung  nach   der  ausführlich  dargestellten  Theorie  der  Bewe- 
gung von  Punkten  bestimmen  können.     Es  würde    daher  über- 
flüssig  sein,  diese  Behandlung  welter  zu  verfolgen.     Hiemach 
haben  wir  aber  sogleich  ausgesprochen,  dass,  wenn  die  mitt- 
lere Richtung  der  die  Himmelskörper  antreibenden  Kräfte  durch 
ihren  Mittelpunkt   der  Trägheit   ginge,  jene   einmal  mit  einer 
reinen     fortschreitenden     Bewegung     fortzurücken     angefangen 
haben,    dass  sie   dieselbe    beständig    beibehalten  und    niemals 
eine    drehende    Bewegung    annehmen    würden.      Da    mau    nun, 
wahrnimmt,  dass  dieselben  sich  um  ihre  Axe  drehen,  so  muss 
ihnen  nofh  wendiger  weise  eine  solche  Bewegung  von  Anfang  an 
beigebracht    worden  sein  oder  die   mittlere  Richtung  nicht  be- 
ständig durch    ihren  Mittelpunkt  der  Trägheit   gehen  und  dass 
dieses  heim  Mond  der  Fall  sei,  vermuthen  wir  mit  Recht. 
Anmerkung  2. 
§.  295.     Damit  aber,   wührend  die  durch  solche  Kr.iffe  an- 
getriebenen Körper  sich  bewegen,  sie  in  ihrer  Figur  keine  Aende- 
Tung  erleiden,  muss  ihr  Zusammenhang  hinreichend  fest  sein  und 
es  wird  daher  bestimmt  werden  müssen,  eine  wie  grosse  Kraft  er 
auszuhaiten  hat.    Zunächst  haben  wir  schon  bemerkt,  dass,  wenn 
an  den  einzelnen  Elementen  des  Körpers  ihren  Massen  proportio- 
nale Kriifle  iiach  derselben  Richtung  angebracht  innren,  der  Zu- 
sammenhang des  Körpers  durchaus  gar  keine  Kralt  auszuhaiten 
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habe,  bondern  er  «eine  Figur  duch  bcibelijlten  würde,  selbst 
wenn  fi  eine  Tb  eile  ganz  von  einander  gelust  nären  Dass  diese 
Kräfte  aber  nach  unserm  jetzigen  Beweise  )enen  ^leithgeltend 
sind,  ist  nur  in  Bezii^  luf  die  Bewegung  au  verstehen  und  in 
so  neit  als.  sie  von  jenen  ler^cbieden  sind,  nerden  sie  auch 
die  Fi^«i  zu  verandern  •-tteben  damit  diess  nicht  eintrete, 
muBs  der  Zusammenhang;  hinreichend  fe^t  «ein  Hieraus  ersieht 
man,  dass  das  ürtheil,  wie  gross  die  Festigkeit  des  Zusam- 
menhanges sein  müsse ,  darauf  zurückgeführt  w  ird ,  dass  man 
die  den  Körper  wirklich  antreibenden  Kräfte  mit  jenen  elemen- 
taren Kräften,  denen  sie  gleichgeltend  sind,  vergleiche,  weil 
sie  desto  mehr  zur  Zerstörung  des  Zusammenhanges  beitragen 
wflvden,  je  mehr  sie  von  ihnen  verschieden  wliren.  Um  daher 
diesen  Gegenstand  noch  deutlicher  entivickelu  zu  können,  wird 
es  angemessen  sein,  jene  Kräfte,  wenn  sie  auch  in  Bezug  auf 
die  Bewegung  gleich vemiügend  sind,  sorgfältlij  von  einander 
zu  unteischeiden ,  zu  welchem  Ende  Ich  die  folgende  Erklärung 
vorausschicke. 

Erklärung  4. 
§.  296.  Elementare  Kräfte  sind  diejenigen,  welche  an 
den  einzelnen  Elementen  des  Körpers,  jede  für  sich  angebracht, 
in  ihnen  eben  die  Aenderung  des  Zustantles  hervorbringen 
würden,  welche  sie  bei  der  Bewegung  des  Körpers  wirklich 
erleiden. 

Erläuterung, 
g.  2'J7.  Es  ist  angemessen,  diese  elementaren  Kräfte 
sorgfältig  von  denjenigen  zu  unterscheiden,  welche  wirklich 
den  Körper  antreiben.  Haben  wir  nämlich  die  Bewegung  eines 
Körpers  erkannt,  welche  durch  antreibende  Kräfte  hervorge- 
bracht worden  ist,  so  muss  man  zu  bestimmen  suchen,  wie 
sehr  der  Zustand  eines  jeden  Elementes  gestört  werde.  Hier- 
auf betrachte  man  die  einzelnen  Elemente,  als  oh  jedes 
fär  sich  exlstlrte  und  wird  dann  leicht  nach  dem  Vorherge- 
benden die  Kräfte  bestimmen,  welche  in  ihnen  dieselbe  Verän- 
derung des  Zustandes  hervorbringen  wurden;  diese  Kräfte  zu- 
sammengenommen sind  diejenigen ,  welche  ich  in  der  Folge 
unter  der  Benennung  elementarer  Kräfte  begreifen  werde. 
Hieraus  ergibt  sich  sogleich,  dass  diese  elementaren  Kräfte  zu- 
sammengenommen denjenigen  gleichgeltend  sindj  welche  wirk- 
lich den  Körper  antreiben,  weil  beide  in  der  Bewei^ung  des 
Körpers    dieselbe    Veränderung   hervorbringen.     Wird    nHmlich 
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dn  Element  dos  Kurpers,  dessen  Masse  =  dM  ist,  bei  einer 
entweder  wirklichen  oder  nach  einer  gewissen  Richtung  zer- 
legten Bewegung,  vermöge  welcher  es  in  dem  Zeittheilchen 
iJt  den  kleinen  Weg  dx  bet^cbreibt,  so  beschleunigt,  dass  für 
ein  constant  angenommenes  dt  sich  das  Increment  von  d.v 
gleich  ddu:  ergibt;  so  wird  die  nach  derselben  Richtung  an- 
treibende Kraft  =x:  -a  ..3  ■  Ist  daher  die  Bewegung  des  Ele- 
ments nach  je  zwei  oder  je  drei  Richtungen  zerlegt  worden, 
so  schliesst  man  auf  die  elementare  Kraft,  welche  seinen  Zu- 
stand stört  und  es  werden  so  die  elementaren  KrHfte  für  Jude 
beliebige  Veränderung  der  Bevvcgung  bekannt. 
Zusatz  1. 
§.  2Ö8.  Die  elementaren  Kräfte  zusammengenommen  sind 
daher  den  wirklich  antreibenden  Kräften  gleichgeltend  und  aus 
serdem  so  beschaffen,  dass  der  Zusammenhang  des  Körpers 
keine  Einwirkung  von  ihnen  erleidet;  weil  nämlich  die  einzel- 
nen Elemente  von  ihrien  eben  so  aflicirt  werden,  als  ob  sie 
allein  da  wären. 

Znsatz    2. 
§.  299.    Bei  der  fortschreitenden  Bewegung  sind  daher  die 
elementaren  Kräl'te   diejenigen,  welche  in   den   einzelnen   Ele- 
menten   dieselbe    Veränderung    der    Bewegung    hervorbringen, 
die  der  ganze  Körper  von  den  antreibenden  Kräften  erleidet, 

Aufgabe  3. 

g.  300.  Ein  Körper,  angetrieben  durch  beliebige  Kräfte, 
deren  mittlere  Richtung  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit 
geht,  bewegt  sich  frei  mit  fortschreitender  Bewegung;  man  soll 
die  Kräfte  bestimmen,  welche  sein  Zusammenhang  auszuhalteu 
hat,  damit  er  nicht  aufgelöst  woide. 
Auflösung. 

{Figur  29.)  Zu  einer  gegebenen  Zeit  werde  der  Körper 
durch  die  Kräfte  EP  und  FQ  angetrieben,  denen  die  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  1  gehende  Kraft  IVt=  V  gleich- 
geltend ist.  Diese  wird  daher,  wenn  die  Masse  des  ganzen 
Körpers  =  il!/  ist,  im  ganzen  Körper  eben  die  Wirkung  hervor- 
bringen,   welche    in    seinem   beliebigen    Elemente  M,    dessen 

Masse  =  dM  ist ,  eine  Kraft  Mm  =  ~~w~  hervorbringen  würde. 
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wobei  die  Riclitung  Mm  jener  IV  parallel  ist.  Es  wird  dahfr 
Mm  die  elementare  Kraft  darstellen.  Da  man  nun  fragt,  eine 
wie  grosse  KrEkft  die  Verbindung  des  Kürpers  von  den  wirk- 
lich antreibenden  Kräften  EP  und  FQ  ausznhalten  habe,  oder 
wie  stark  jene  Verbindung  sein  müsse,  damit  die  Figur  des 
Körpers  keine  Aenderung  erleide;  so  mnss  man,  weil  der  Kör- 
per sich  in  Bewegung  befindet,  seinen  Zustand  der  Ruhe  oder 
des  Gleichgewichts  angeben,  in  welchem  die  Figur  des  Kör- 
pers einer  gleichen  Einwirkung  der  Krüfte  unterworfen  ist.  Zu 
einem  solchen  Zustande  werden  wir  aber  gelangen,  wenn  wir 
dem  Körper  wenigstens  im  Geiste  eine  derartige  Bewegung 
und  derartige  Kräfte  beilegen,  daas  sein  Zusammenhang  gar 
keine  Kraft  auszuhalten  habe,  der  Körper  selbst  aber  zur  Ruhe 
gebracht  werde.  Wass  für  eine  Bewegung  aber  der  Körper 
auch  erhalten  haben  möge,  so  bringe  man  ihm  eine  dieser 
ersten  gleiche  und  entgegengesetzte  bei,  damit  er  wenigstens 
in  diesem  Augenblick  sich  in  Ruho  befinde;  diese  erdachte  Be- 
wegui^  übt  aber  keine  Kraft  auf  den  Zusammenhang  des  Kör- 
pers aus.  Nun  muss  ferner  die  von  den  antreibenden  Kräften 
herrührende  Bewegung  aulgehoben  werden  und  zwar  durch 
solche  Kräfte,  welche  auf  den  Zusammenhang  des  Körpers 
nicht  einwirken,  was  geschieht,  wenn  man  sich  an  den  einzelnen 
Elementen  den  elementaren  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte 
angebracht  denkt.  Man  muss  sich  nämlich  Forstellen,  dass  an  dem 

in  M befindlichen  Elemente  dM  die  Kraft  Mi)  =  — 'm~  wnd  derar- 
tige Kräße  an  allen  elnzetuen  Elementen  angebracht  seien;  als- 
dann wird  auf  diese  Weise  der  Körper  in  den  Zustand  der 
Ruhe  gebracht  werden.  Der  Körper,  angetrieben  durch  die 
Kräfte  EP  und  FQ,  denen  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit gehende  Kraft  IV  =  V  gleichgeltend  ist,  wonach  also 
der  Körper  mit  einer  beliebigen  fortschreitenden  Bewegung 
fortrückt,  wird  in  Bezug  auf  den  Zusammenhang  seiner  Theile 
eben  so  afficirt,  als  ob  er  ruhete  und  ausser  den  wirklich  an- 
treibenden Kräften  EP  und  FQ  an  seinen  einzelnen  Elementen 
den  elementaren  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  angebracht 
wären.  In  diesem  Zustande  des  Gleichgewichts  wird  es  nicht 
schwer  sein,  zu  heurlheiten,  wie  stark  die  Theile  des  Körpers 
an  einander  haften  müssen,  damit  ihr  Zusammenhang  durch 
diese  Kräfte  nicht  gestört  werde. 
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Zusatz   ). 

g.  301.  Die  Kräfte  also,  rlenen  der  Zusammenhang  dos 
Kiiipers  itideisteken  miiss,  sind  1.  die  den  Kürper  wirklich 
aufreibenden  Kräfte  und  2.  die  in  entgegengesetzter  Weise  an- 
gebradifcn  elementaren  KrSfte.  Drfk-kt  man  diese  Entgegenge- 
setzte Anbringung  durch  das  negative  Zeichen  aus,  so  ergeben 
die  antreibenden  Kräfte,  nach  Subtraction  der  elementaren, 
die  auf  den  Zusammeiilianjj  der  Theile  wirlienden  Kräifte. 
Zusatz    2. 

§.  302.  Da  hier  von  der  Bewegung  starrer  Körper  die 
Rede  ist,  so  niuss  ihr  Bau  so  fest  sein,  dass  er  den  Kräften, 
tvelche  auf  den  Zusammenhang  der  Tbeile  einwirken,  zu  wi- 
derstehen vermöge.  Hätte  er  keine  hinreichende  Festigkeit, 
so  würde  die  Bewegung  nicht  hierher  gchüren, 
Anmerkung  !. 

§.  303.  Die  Regel,  welche  wir  hier  zur  Bestimmung  der, 
auf  den  Zusammenhang  des  Körpers  einwirkenden ,  Kräfte  ge- 
funden haben,  erstreckt  sich  sehr  weit  und  hätte  auch  aus  dem 
metaphysischen  Prineip,  dass  die  Ursache  immer  der  vollstän- 
digen Wirkung  gleich  ist,  abgeleitet  werden  können,  wenn  man 
nur  dieses  Prineip  richtig  verstände.  Meistentheils  pflegt  man 
es  nämlich  zu  unbestimmt  atifzustelien,  als  dass  man  irgend 
etwas  mit  Sicherheit  daraus  schliessen  könnte.  Hier  aber  ver- 
treten die  wirklich  antreibenden  Kräfte  die  Stelle  der  Ursache, 
welche  wir  mit  V  bezeichnen,  die  Wirkung  ist  aber  eine 
zweifache.  Durch  die  eine  wird  die  Bewegung  des  Körpers 
afficirt,  statt  ihrer  müssen  wir  die  elementaren  Kräfte  anneh- 
men, welche  unmittelbar  die  Veränderung  der  Bewegung  hervor- 
bringen und  welche  KrSfte  wir  mit  T  bezeichnen  wollen.  Die 
andere  Wirkung  besteht  in  dem  Bestreben,  den  Bau  des  Kör- 
pers zu  zerstören  nnd  an  ihre  Stelle  müssen  wir  Kräfte 
setzen,  welche  auf  den  Zusammenhang  wirken  und  welche 
wir  mit  S  .bezeichnen  wollen.  Da  also  die  Ursache  V  die 
Wirkung  T  -{•  S  hervorbringt,  so  müssen  wir  annehmen, 
dass  F=:I'+S  sei,  woraus  man,  ganz  wie  wir  gefunden 
haben,  schliesst,  dass 

S=  V-~T 
ist.     Bei   dem  so   grossen  Mangel  an  Klarheit  in  der  Metaphy- 
sik zog   ich  es   vor,   den    angeführten  Beweis  zur  Belenchtung 
des  metaphysischen  Grundsatzes  anzuwenden. 


y  Google 


148  lii'pilrl  I.     Von  der  foHschreilentlcn 

Anmerkung  2. 
g.  304.  Für  uns  möge  es  hier  hinreicrieiitl  sein,  die  Kral'te 
iingegeben  zu  fiaben,  welche  der  Zusammen  bang  starker  Kür- 
per  aushalten  niiiss,  ivie  nämlich  ein  Kürper  diesen  Kräften 
widersteht,  hängt  von  seinem  Bau  ah  niid  von  der  Weise, 
nach  welcher  seine  Tbeüe  unter  sieh  zusammenhängen  und 
gleichsam  mittelst  cioer  Art  von  Leira  mit  einander  ver- 
bunden sind.  Da  dieses  Verhältniss  der  Cobäsion  in  ver- 
schiedenen Arten  von  Körpern  aebr  von  einander  abweicht, 
so  scheint  dasselbe  mehr  znr  Physik,  als  zur  Mechanik  zu  ge- 
hören. IMan  inuss  indessen  gestehen,  dass  dieser  Gegenstand 
noch  zn  wenig  behandelt  worden  ist  und  die  Principien,  worauf 
die  Festigkeit  der  Körper  sich  stutzt,  uns  nieistentheils  durch- 
aus anbekannt  sind;  diese  Lehre  verdient  aber  allerdings  mit 
allem  Elfer  erforscht  zu  werden.  Zu  unserm  gegen  iv artigen 
Vorhaben  gehurt  diess  aber  durchaus  nicht,  indem  wir  hier 
nur  annehmen,  dass  die  Kürper,  deren  Bewegung  wir  betrach- 
ten, mit  einem  hinreichenden  Grade  von  Starrheit  ausgestattet 
seien,  damit  sie  durch  die  auf  sie  einwirkenden  Kräfte  keine 
Aenderung  der  Figur  erleiden,  wobei  wir  uns  gar  nicht  darum 
bekümmern,  wie  der  Bau  und  die  Cohfision  der  Körper  be- 
schaffen ist.  Uebrigeni«  ist  es  ziemlich  M-ahrscheinlich,  dass 
keine  Verbindung  der  Theile  so  stark  sei,  um  der  wenn  auch 
so  geringen  Einwirkung  solcher  Kräfte  nicht  ein  wenig  nach- 
zugeben; so  wie  kein  Zweifel  stattfindet,  dass  auch  die  här- 
testen Körper  beim  nechselseitigeM  Zusanmieiitieffen  ge- 
wisse Eindrücke  auf  einander  hervorbringen,  wenn  dieselben 
auch  meistentheila  unsern  Sinnen  entzogen  werden.  Wenn 
diese  Meinung  richtig  sein  sollte,  so  würde  mau  durchaus 
nur  solche  Körper  ffir  starre  zu  halten  haben,  welche  gar 
keinen  Kräften,  die  ihren  Zusammenhang  zu  stören  streben, 
unterworfen  sind;  indem  nämlich  auch  durch  die  geringsten 
Kräfte  eine  gewisse  Veränderung  der  Figur  hervorgebracht 
werden  wurde.  Ob  aber  so  starre  Körper,  wie  ich  sie  hier 
annehme,  in  der  Welt  existiren  oder  nicht?  diese  Frage  berührt 
unsere  gegenwärtige  Abhandlung  nicht,  da  es  in  allen  Wissen- 
schaften gestattet  ist,  nicht  vorhandene  Gegenstände  zu  be- 
trachten, damit  hierauf  der  üebergaog  zu  vorhandenen  sich  um 
so  leichter  darstelle.  Man  darf  nämlich  in  der  Mechanik  nur 
dann    erst    die    Bewegung    nicht    starrer  Körper    untersuchen. 
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iiacluloni  voiliur  tlie  Bewegung  staner  Körper  aufgesfelif  worden 
ist.  Inzwischen  kann  man  nicht  leugnen,  dass  Korper  ejiisli- 
ren,  welche  den  Kräften  so  sehr  ividerstehen,  dasa  die  in  ihrer 
Figur  entstandene  Aenderung  durchaus  uiibemerkbar  ist  und 
diess  reicht  nieistenlhcirs  hin,  um  solche  Körper  liir  vülikoin- 
nieii  starr  halten  zu  künneii. 

Aufgabe  4. 
§.  305.  Ein  ruhender  starrer  Körper  wird  durch  eine  Kraft, 
deren  Richtung  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehl, 
angetrieben;  man  soH  den  kleinen  Weg  Uestimmen,  über  wel- 
chen er  in  einem  sehr  kleinen  Zeittheilchen  fortgelrieben  wird 
und  zugleich  die  Geschivindlgkeit,  welche  er  erlangt. 

Auflösung. 
(Figur  29.)  Da  die  Zeit  als  sehr  klein  angenommen  wird, 
so  kann  man  die  Kraft  während  derselben  als  constant  und  die- 
selbe Richtung  beiiiehaltend  betrachten.  Es  sei  demnach  die 
Masse  des  starren  Körpers  :^iM,  die  angebrachte  Kraft,  deren 
Ricbtnng  IV  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  I  geht,=  V. 
In  dieser  Richtung  IV  wird  der  Punkt  /  fortrucken  und  der 
ganze  Körper  eine  ähnliche  fortschreitende  Bewegung  anneh- 
men. Gesetzt,  er  sei  nach  Yeriauf  der  als  sehr  klein  angesehe- 
nen Zeit  t  über  den  Weg  Iir=x  fortgeführt  und  habe  in  i  die 
Geschwindigkeit  =  i>  erlangt;  alsdann  wird  für  rfj^conslans 


dx     2»7  Vt 
und    hieraus,    weil    die   Kraft   V  constant   ist,~jj=    j^  ■    Da 

nnn  -j:  die  Geschwindigkeit  v  ausdrückt  und  diese,  nach  der 
Voraussetzung,  für  i  — 0  verschwindet,  so  hedarf  es  nicht  der 
Hinzufügung  einer  Constanten.  Wir  haben  demnach  nach  Ver- 
lauf der  Zeit  (  die  Geschwindigkeit 

^~     M    ' 
ferner  da  dx  = -^  j^—  ist,   den   in    der  kleinen  Zeit  /  zurück- 
gelegten   kleinen  Weg 
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Zusatz    1. 
g.  306.    Es  ist  demiiaüii  tlet  kleine  Weg  ii,   weldien   der 
KJirper  in  der  kurzen  Zeit  (  anrüeklegt,  dem  Quadrat  der  lelz- 
terii,    die    erlangte  Geschwindigkeit  v  aber  der  Zeit  sellist  pro- 
portional.    Ferner  Iiabeii  wir 

2a;  =:^  vi, 
oder  es  bann  mit  der  erlangten  Geschwindigkeit  v  in  derseiben 
Zeit  (  der  doppelte  Weg  2,i;  durchlaufen  werden. 

Zusatz   2. 

§.  307.  Eben  diess  gilt  auch  ffir  eine  beliebig  grosse 
Zeit  t,  wenn  nur  während  derselben  die  Kraft  V  stets  dieselbe 
Grösse  und  Richtung  behält  und  der  Körper  sich  anfangs  in 
Ruhe  befunden  hat. 

Anmerkung. 

g.  308.  Die  Bewegung  starrer  Körper  muss  eben  so,  wie 
die  unendlich  kleiner  Körper  auf  doppelte  Weise  behandelt 
werden,  je  nachdem  sie  eine  freie  oder  in  Folge  äusserer  Hin- 
dernisse gebundene  ist.  Dieses  Kapitel  hat  es  nur  mit  der 
freien  Bewegung  zu  thun,  indem  wir  annehmen,  dass  kein  äus- 
seres Uinderniss  den  Körper  abhalte,  den  autreibenden  Kräften 
Folge  zu  leisten;  es  umlässt  aber  doch  nur  einen  sehr  kleinen 
Theil  derselben,  da  ein  sich  frei  bewegender  Körper  ausser 
der  hier  betrachteten  reinen  fortschreiteudeiij  auf  rielfache 
Welse  drehende  Bewegungen  annehmen  kann.  Von  der  Ent- 
wickeiung  eiaer  derartigen  compücirten  Bewegung  und  wie  die- 
selbe durch  beliebige  Kräfte  gestört  wird,  sind  wir  noch  sehr 
weit  entfernt.  Wir  können  auch  diese  Untersuchung  nicht  un- 
ternehmen, bevor  wir  nicht  die  drehenden  Bewegungen  um 
feste  Axen  betrachtet  haben;  von  hier  aus  können  wir  erst  zu 
den  drehenden  Bewegungen  um  bewegliche  Axen  und  weiter 
zu  den  freien  Bewegungen  im  allgemeinen  iihergebeii.  Indem 
wir  daher  gewissermaassen  die  Ordnung  der  Natur  verlassen, 
wollen  wir  jetzt  starre  Körper  hetrachten,  welche  von  aus- 
sen her  so  gebunden  sind ,  dass  sie  nur  eine  bestimmte  Art 
von  Bewegung  annehmen  können,  was  der  Fall  ist,  wenn  zwei 
feste  Punkte  desselben  durch  irgend  eine  äussere  Ursache  fest- 
gehalten werden,  IVlan  sieht  nämlJch  leicht  ein,  dass,  wenn 
drei  Punkte  eines  starren  Körpers,  welche  nicht  in  gerader 
Linie  liegen,  fest  oder  unbeweglich  bleiben,  der  g:(nze  Körper 
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keine  Beivegiing  wird  anuelimen  köiiiieii.  Worden  aber  nur 
zwei  Punlcte  l'estgelialten ,  so  kann  um  sie,  n'ie  um  eine  Axe, 
eine  drehende  Bewegung  erfolgen;  wie  aber  diese  Bewegung 
bescliafifen  und  durch  antreibende  Kräfte  afficirt  werde,  wollen 
wir  nun  erforschen.  Hierbei  wird  es  ausserdem  angemessen 
sein  zu  bestimmen,  so  wohl  eine  wie  grosse  Kraft  jene  festen 
Punkte  auszuhalten  haben,  als  auch  welche  Einwirkung  der 
Zusammenbang  des  Korpers  zu  erleiden  bat. 
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Von   der    durch  keine  Kräfte,   gestörten  drehenden  Bewegung 
um  eine  feste  Axe. 


§.  309,     Eine   ilrehende  Bewegung  Iieisst   diejenlg«,  bei 
welcher  ein   starrer  Körper  sich   um  eine  fest  mit  ihm  verbmi- 
tlene  gerade  Linie,  die  sogenannte  Drehungsase  lieivegt. 
Zusatz   !. 

§.  310.  Hei  der  drehenden  Bewegung  befindet  sich  die 
Drehungsaxe  in  Ruhe,  oder  es  bleiben  die  einzelnen  auf  ihr 
befindlichen  Punkte  unbewegt,  die  übrigen  Punkte  des  Körpers 
bewegen  sieb  abev  desto  geschwinder,  je  weiter  sie  von  der 
Drehungsaxe  entfernt  sind. 

Zusatz  2. 

§.  Sil.  Weil  die  einzelnen  Punkte  des  Körpers  beständig 
dieselben  Abstände  von  der  Axe  beibehaiten,  können  sie  sich 
nur  auf  Kreisbogen  bewegen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Dre- 
hungsaxe liegen.  Die  von  jedem  Punkte  des  Kürpers  normal 
auf  die  Axe  gezogene  gerade  Linie  wird  nämlich  der  Radius 
des  Kreises  sein,  auf  dessen  Peripherie  jener  Punkt  sich  bewegt. 
Zusatz  3. 

§.  312.  Da  alle  Punkte  des  Körpers  so  wohl  unter  sich, 
als  auch  von  der  Axe  stets  dieselben  Abstände  beibehalten, 
müssen  sie  nothwendig  in  derselben  Zeit  durch  ähnliche  Bogen 
fortgehen;  ihre  Geschwindigkeiten  werden  daher  zu  derselben 
Zeit  ihren  Abstiiriden  von  der  Axe  proportional  s-eiii. 
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Zusatz  4. 

§.  3J3,  Da  die  Drehmigsaxe  ia  Ruhe  bleibt,  so  wird  man, 
«enii  ausserdem  die  Lage  eines  einzigen  Punktes  des  Korpers 
bekannt  ist,  seine  ganze  Lage  kennen;  wenn  wir  ferner  die  Ge- 
schwindigkeit eines  einzigen  Punktes  kennen,  nivtl  mau  die  Ge- 
sell trindigkeit  aller  Punkte  angeben  können. 
Erläuterung. 

§.  314.  ("Figur  30.)  Bei  der  Drehung  ist  die  Bewegung 
des  Körpers  so  gebunden,  dass  awei  gewisse  Punkte  dessel- 
ben unbewegt  bleiben.  Man  denke  sich  nämiiuh  in  den  zwei 
Punkten  E  und  F  des  Körpers  ABCD  zwei  Stiele  eingel'iigt 
und  so  fest  gebalten,  dass  sich  dieselben  durchaus  nicht  be- 
wegen können;  alsdann  wird  der  Körper  sich,  ohne  dass  diese 
Stiele  im  Wege  stehen,  noch  auf  doppelte  Weise  bewegen 
können,  je  nachdem  nämlich  in  der  Figur  die  Punkte  A,  B  und 
C  auf-  oder  abwärts  getrieben  werden.  Diese  "Verschiedenheit 
pflegt  man  sehr  bequem  anzudeuten,  indem  man  sagt,  der 
Körper  drehe  sieb  in  diesem  oder  im  enf gegengesetzten  Sinne. 
Ausserdem  kann  die  im  beiderseitigen  Sinne  erfolgende  Bewe- 
gung auf  unendlich  vielfache  Weise,  nach  Verh&ttniss  der  Ge- 
schwindigkeit, verändert  werden;  ist  die  Geschwindigkeit  aber 
bekannt,  so  kennt  man  noch  nicht  die  Bewegung,  wenn  nicht 
zugleich  angegeben  wird,  in  ivelcbem  Sinne  dieselbe  erfolgt. 
Sobald  aber  die  Punkte  E  und  F  in  Ruhe  erhalten  werden, 
werden  auch  die  einzelnen  »wischen  ihnen  in  gerader  Linie 
Uegenden  Punkte  ebenfalls  ruhen  und  es  wird  daher  die  gerade 
Linie  FF  die  Drebungsaxe  sein.  Wenn  nun  m  ein  beliebiges 
Theilchen  des  Körpers  ist  und  ron  demselben  auf  die  Axe 
FF  die  Normale  mn  gezogen  wird,  mit  welcher  als  Radius 
wir  uns  in  der  auf  EF  normalen  Ebene  einen  Kreis  beschrie- 
ben denken;  so  kann  sich  dieses  Theilchen  in  nicht  anders, 
als  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  bewegen  und  es  wird 
immer  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  dem  Abstände  inn 
proportional  sein. 

Anmerkung. 

§.  315,  Ich  gebrauche  hier  das  Wort  Sinn  (sensus),  indem 
ich  die  französische  Bezeichnung  nachahme,  weit  das  Wort  Ge- 
gend (plaga),  dessen  andere  sich  zu  bedienen  pflegen,  den 
Unterschied  nicht  geni'igend  anzugeben  scheint.  (Fig.  31.)  Man 
denke  sich  nämlich  die  Drebungsaxe  normal  auf  der  Ebene 
des  Papiers  in   O  aufstehend,  auf  welche  aus  den  Punkten  des 
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Kiirpers  A,  B  und  C  die  Perpendikel  AO,  BO  und  CO  ge- 
föllt  sind;  alsdann  kann  dem  Kürper  eine  zweifache  Bewegung 
beigebracht  werden,  die  eine,  bei  welcher  die  Punkte  A,  B 
und  C  längs  der  Bogen  Aa,  Bb  und  Co,  die  andere,  bei  wel- 
cher .sie  liings  Aa.  Bß  und  Cy  fortgehen.  Im  erstem  Falle 
kann  man  angemessener  Welse  nicht  sagen,  dass  die  Bewe- 
gung nach  der  Gegend  Aa  erfolge,  weil  diess  nämlich  hinsicht- 
lieh der  Punkte  B  und  C,  deren  Bewegung  nach  andern  Ge- 
genden gcrichlef  ist,  nicht  wahr  sein  wörde.  Gegend  deutet 
nämlich  eine  gewisse  feste  Kichtung  an,  welche  bei  einer 
kreisfurmigen  Bewegung  nicht  stattfindet.  Wegen  des  Man- 
gels eines  passendem  Wortes  stellen  wir  also  bei  einer 
solchen  Bewegung  frleichsam  zwei  einander  entgegenge- 
setzte Sinne  auf,  so  dass  die  kreisfJitmige  Bewegung  längs 
der  Bogen  Aa,  Bb,  Cc  als  in  dem  einen,  die  längs  der  Bogen 
Aa,  Bß,  Cy  als  im  entgegengesefzton  Sinne  erfolgend  ange- 
sehen werden  muss. 

Erklärung   6. 

§.  316.  Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  bei  der  dre- 
henden Bewegung  die  Geschwindigkeit  desjenigen  Punktes, 
dessen  Entfernung  von  der  Drehungsaxc  durch  die  Einheit 
ausgedrückt  wird. 

Zusatz  1. 

§.  317.  Aus  der  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes 
erkennt  man  daher  die  Winkelgeschwindigkeit,  indem  man 
dieselbe  durch  den  Abstand  jenes  Punktes  von  der  Drelinngs- 
axe  dividirf,  weil  bei  einer  drehenden  Bewegung  die  Geschwin- 
digkeiten den  Absfänden  von  der  Axc  proportional  sind. 

Zusatz  2. 
§.  318.     Wenn    daher    die   Geschwindigkeit   eines  Punktes, 
welcher  von   der  Urehungsaxe  den  Abstand  ==^  hat,  =:  d  ist, 

so  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  =^7'.  Für  einen  andern  Ab- 
stand y  wurde  namlidi   die    Geschwindigkeit  -  ^     sein     und 

nimmt  man  ^  =;  1  an,  so  wird  dieselbe  ::i^  -;.  d,  h.  gleich  der 
Winkelgeschwindigkeit. 

Zusatz  3. 
g.  319.    Isl.    daher    umgekehrt   die    Winkelgeschwindigkeit 
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bukiiiirif  inid=:o;,  so  wird  die  Geschtviiidigkeit,  mit  ivelülier 
die  Drehung  in  einem  beliebige»  Abstände  x  erfolgt,  =  k,t. 
Die  Winkeigeach windiglieit,  multiplicirt  durch  irgend  einen 
Abstand  von  der  Drehungsaxe ,  ergibt  näniücb  di.e  wiUire  Gö- 
sch windigkeit  für  eben  diesen  Abstand. 
Erläuterung. 
§,  320.  Da  bei  einer  drehenden  Bewegung  die  Punkte  des 
Körpers,  nach  ihrer  verschiedenen  Entfernung  von  der  Axe, 
mit  rerscbiedenen  Geschwindigkeiten  fortgeführt  werden,  so 
'  führen  wir ,  um  alle  diese  verschiedenen  Geschwindigkeiten 
zugleich  in  der  Rechnnng  umfassen  zu  kounen,  statt  ihrer  die 
Winkelgeschwindigkeit  ein,  welche  für  alle  Abstände  dieselbe 
ist.  Sie  ergibt  sieh  nämlich,  wenn  wir  den  in  einem  gewissen 
Zeittheilchen  beschriebenen  Winkel  durch  eben  dieses  Zeit- 
tbeijchen  dividiren,  so  dass  dieselbe  allen. Abständen  gemein- 
schaftlich sein  wird.  Ist  nämlich  im  Abstände  x  von  der  Axe 
die  Geschwindigkeit  =  u,  so  wird  im  Zeittheilchen  <2<  der  kleine 
Bogen  vdi  zurückgelegt  werden  und  dividiren  wir  diesen  durch 
den  Radius  x,  so  erhalten   wir  den  inzwischen  beschriebeuen 

Wiilel^ —  Dnidiren  nii  diesen  nber  nieder  durch  die 
Zeit    dt      so    eilialteo     nir    de   Wmkeigeschnmd  gkcit  = —■ 

Es  ist  hhei  gleichgültig  auf  «eiche  Weise  \\i\  die  Wiukelge- 
S(,hwmdit,keit  erkhren  wollen  mag  sie  die  dem  Abstände  z=  1 
zu!  mmciide  Geschwindigkeit  oder  die  einem  jeden  Abstände 
zukommende  Gcchwindigke  t  dnidirt  durch  eben  diesen  Ab- 
st^rd  oder  mig  sie  der  Eiemenfarwinkel  div  dirt  durch  das 
Zeittheilchen  in  welchem  er  besühiieben  wird  sein  alle  drei 
Weihen  stimmen  n  ml  ch  unter  sich  uberein  Die  erste  ist 
zwar  dei  Natur  dei  Sache  am  meisten  ent-^prechend,  da  auf 
diese  Weise  die  wihre  Geschwindigkeit  angegeheu  wird  und 
wir  den  testen  Abstand  nelchem  sie  entspricht  aus  einem 
ahnlichen  Giunde  durch  die  Einheit  bezeichnen  als  wir 
hei  der  Messung  dei  Winkel  den  Rt  1  «s  des  Kreises,  auf 
welchen  wir  sie  beziehen  lutch  die  Einheit  auszudrücken 
pflegen  damit  nanilich  W  n!  el  und  Bugen  lai  ein  ge  iiciiischaft- 
iiches  Maass  zumckgeluhrt  werden 

Lebrsit/    > 
5    "21      Wem  ein  stuier  K    per  ingef  ngen  1    t,  sich  um 
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eine  feste  Äxe  zu  bewegen,  so  Miril  er  &einp  dielieiidi;  Bewe- 
gung besiäiidig  mit  derselben  Geschwindigkeit  (ortsefzeti,  iveiin 
er  nicht  durch  äussere  Kräfte  gestört  wir<l 

Beweis, 

(Figur  30,)  Es  sei  EF  die  Diehungsaxe,  um  welche  ein 
starrer  Kurpei-  sich  zu  bewegen  augelangen  hat  und  ^war  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  =  c,  welihe  nämlich  dem  Abstände 
=  1  von  der  Äxe  entsprichl.  Em  ]edes  1  beliehen  m,  welches 
von  der  Äse  um  den  Zwiseheniaum  mit^=a.  entfernt  ist,  hat 
daher  die  Geschwindigiteit  =  c»'  in  demselhen  Sinne  Da  nun 
der  Körper  mit  der  Äxe  gleichsam  Einen  utarren  korper  bildet, 
so  niuss  man  sich  das  The'dchen  m  so  mit  dei  Äxe  EF  ver- 
bunden vorstelle»,  dass  es  stets  denselben  Abstand  mw  =  ;c  von 
derselben  beibehält.  Betrachten  wir  nun  dieses  Theilchen  allein, 
wie  mittelst  eines  Fadens  mn  mit  der  Äxe  verbunden,  so  haben 
wir  oben  gesehen,  dass  dasselbe  mit  der  empfangenen  Bewe- 
gung sich  gleichförmig  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  drehen 
wird.  Da  dieses  nun  von  allen  fCir  sich  genommenen  Elementen 
gilt,  so  muss  man  sehen,  ob  sie  einzeln  ihre  Bewegung  ver- 
folgen können,  ohne  sich  wechselseitig  hinderlich  zu  sein.  Es 
ist  aber  einleuchtend,  dass,  wenn  sie  auch  einzeln  von  einander 
getrennt,  aber  mit  der  Äxe  mittelst  FSden  verbunden  waren, 
sie  doch  alle  in  ihrer  Bewegung  verharren  könnten,  so  dass 
sie  beständig  dieselben  gegenseitigen  Abstände  beibehielten 
nnd  die  Figur  des  Körpers  unverändert  blieb«.  Es  wird  daher 
auch  Ihre  wechselseitige  Verbindung  nicht  verhindern,  dass  die 
einzelnen  Elemente  ihre  Bewegung  verfolgen;  folglich  wird  der 
ganze  Körper  die  ihm  beigebrachte  drehende  Bewegung  so 
fortsetzen,  dass  er  sich  gleichfürmig  uiu  die  Äxe,  stets  mit 
derselben  ■Winkelgeschwindigkeit  umwJilzen  wird. 
Zusatz   1. 

§,  Z'l'l.  Setzen  wir  daher  die  Winkelgeschwindigkeit  =  c, 
so  dass  im  Abstände  =a:  von  der  Axe  die  Geschwindigkeit 
=  ex  wirdj   so  haben  wir,   indem  wir  die  letztere  =  v  setzen, 

f=;  — ■     Da  nuna^  und  u  Linien  sind,  wird  die  Winkelgeschwin- 
digkeit c  durch  eine  absolute  Zahl  ausgedrückt. 
ZusatK  '2. 
§.  3-23.     Aus    der  Winkelgeschwindigkeit   c    schliesst    man 
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drehenden  ßewcgung  um  ei 

auf  die  Zeit  t,  in  welcher  die  Diehui 
Winkel   q>    folgt.    Da   iiämlicK    die  Be\ 

haben  nir  c  =  y  und  daher  (  =  — ;  es 
Winkel  gesch  will  diglcelt  c  den  Winkel  i 
cunde  ziirflekgelegt  wird. 

Zu s ata  3. 


a;  durch   einen  gewissen 
egung   gleichfurmig  ist, 

gibt   also   ofl'cnhar    die 


§.  324. 


Bezeichnet  dahei 
r  Peripherie,  so  d 
ist,  dessen  Radius  ^=1;  si 
nadi  welcher  der  Körper  in  e 

■ —  Secunilcii. 


1  :  7c  das  Verhältnis;«  t!es  Durch- 
las 571  die  Peripherie  des  Kreises 
ist    die  Zeit  Einer    Umwälzung, 
ine  fräbcre  Lage  zurückkehrt,  = 


stets  in  Secunden  ausdrücken  wollen,  so  wird  ein  Kürper, 
«■enn  die  Winkelgeschwindigkeit  ^  c  ist,  bei  drehender  Be- 
wegung in  der  Zeit  (  den  Winkel  et  zurücklegen. 

§  o'26.  Wir  bähen  daher  für  absolute  Maasse  eine  he- 
stinimle  Bezeichnung  der  Winkelgeschwindigkeit,  sie  wird 
nämlich  durch  den  Winkel  ausgedrückt,  welcher  in  einer  Se- 
tuude  beschrieben  werden  würde,  wenn  die  drehende  Bewe- 
gung gleichförmig  wäre.  Es  stimmt  diess  mit  der  oben  festge- 
setzten Weise,  alles  die  Bewegung  Betreffende  auf  absolute 
Maasse  zurückzuführen,  uherein,  deren  Grundlage  darin  besteht, 
dass  wir  die  Zeiten  stets  in  Secunden  ausdrucken.  Alsdann 
bezeichnen  wir  aber  jede  (ieschwindigkeit  durch  de«  Weg, 
welchen  ei»  mit  derselben  fortgeführter  Kiirpet  innerhalb  Einer 
Secunde  durchlaufen  würde,  wodurch  wir  eine  sehr  deutliche 
Idee  der  Geschwindigkeit  erhalten.  So  wie' also  die  Geschwin- 
digkeit im  allgemeinen  der  in  Einer  Secunde  zurückgelegte  Weg 
ist,  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  in  Einer  Secunde  be- 
schriebene Winkel,  wenn  nämlich  die  Bewegung  gleichtfirmig  ist, 
Ist  die  drehende  Bewegung  nicht  gleichlurmig,  so  dass  in 
jedem  Augenblick  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  andere  wird; 
so  wird  sie  auf  ähnliche  Weise  zu  jeder  Zeit  durch  den  Win- 
kel ausgedrückt,  welchen  der  Körper,  wenn  er  sich  mit  dieser 
drehenden  Bewegung  gleichförmig  umwälzte,  in  Einer  Secunde 
beschreiben   würde.     Aus  diesem    Lehrsatze    erkennt    man    die 


y  Google 


1S8     Kapitel  II.     Von  der  dtcrch  keine  Kräfte  (jedörten 

Sleichfiirmige  drehende  Bewegung  vollkommen,  mit  welcher 
jeder  starre  Korper,  wenn  er  nicht  dureb  äussere  Krfifte  niige- 
trieben  wird,  nothwendig  sich  bewegt.  Mieraus  geht  hervor, 
dass  das  Princip  der  gleichförmigen  Bewegung,  welches  sieb  anf 
die  Trägheit  stützt,  auch  auf  die  drehende  Bewegung  starrer 
Körper  ausgedehnt  wird,  wenn  nur  die  Drehungsaxe  fest  ist. 
Es  ist  daher  angemessen,  zu  erforschen,  einer  wie  grossen 
Kraft  es  bedarf,  um  die  Axe  in  ihrer  festen  Lage  zu  erbalten- 

Aufgabe  j 
g.  327.     Ein  starrer  Körper  dreht  sich  ä^leichfarmig  tim  eine 
feste  Axe;    man  soll  die  Kräfte  heblinmien,    uelche  dieoe  au»- 
ztiliallen  hat  «der  welche  angeliracht   weiden  miiasen     damit 
die  Ase  in  ihrer  Lage  erhalten  werde 

Auflösung. 
(Figur  30.)  Man  hotrachte  den  Körper  wlcdei  als  m  seine 
Elemente  zerlegt,  welche  einzeln  mit  der  Drebunifsaxo  ^erbun 
den  seien  und  da  nun  das  beliebige  Element  m  sieb  auf  einem 
Kreise  bewegt,  dessen  Radius  sein  Abstand  mn  von  der  Ave  EF 
ist;  so  wird  es,  in  Folge  der  oben  (§.  213.)  ciLlarten  Centii- 
fngalkraft,  den  Faden  anspannen  und  mit  einer  eben  » 
Kraft  die  Axe  in  der  Richtung  nm  antreiben.  Um 
durch  Rechnung  auszudrücken,  sei  dM  die  kleine  Masse  die- 
ses Elementes,  sein  Abstand  von  der  Axe  EF  oder  }trn  =  x 
nnd  die  Winkelgeschwindigkeit  =^y,  so  dass  y  der  in  den  ein- 
zelnen Secunden  beschriebene  Winkel  Ist;  alsdann  ist  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  das  Element  m  sieh  auf  seinem 
Kreise  bewegt,  =^ya:.  Bezeichnet  nun  g  die  Höhe,  aus  wel- 
cher ein  durch  die  Schwere  angetriebener  Körper  in  Einer  Se- 
cuiule  herabsinkt,    so  ist    (§.  213.)    die    CentriCngal kraft    dieses 

Elementes  =  -^ =  x-  xdM, 

wo  dM  das  kleine  Gewicht  ist,  welches  das  Element  des  Kör- 
pers In  der,  zu  den  absoluten  Messungen  ausgewählten,  Gegend 
der  Erde  haben  würde.  In  Folge  der  Bewegung  dieses  Ele- 
mentes, während  es  sich  in  m  befindet,  hat  die  Axe  die  Kraft 

reiche  sie  in  der  Uicbtnng  nm 
ingetrieben  wird.  Da  sie  nun  von  den  cinzclücn  Elementen 
ähnliche    Krülte    aiiszuhalton    hat,    kann  man  liiorftiTS    auf  die 
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ganze  Kraft  scliliessen,  welche  der  gesammte  Kürpcr  auf  tue 
Axe  ausübt. 

Z  HS  atz   1. 

§.  32S.  Die  ans  den  einzelnen  Elementen  entspringenden 
Kräfte  stehen  daher  bei  derselben  Winkelbcwegung  im  zusam- 
mengesetzten Verhiillniss  der  Massen  und  der  Abstände  von 
der  Axe;  die  der  letztem  näher  liegenden  Elemente  bringen 
also  eine  geringere,  die  entferntem  eine  f'rüssere  Wirkung  hervor. 
Zusatz   % 

§.  329.     Bei    demselben    Elemente    aber    steht    ferner    die 
Kraft,  ivelche  die  Axe  durch  dasselbe  erleidet,  im  doppelten 
Verbältniss  der  Winkelgeschwindigkeit;    ist    diese   doppelt   so 
gross,  so  wird  jene  viermal  grösser  werden. 
Zusatz  3. 

g.  330.  Weil  das  Element  nt  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  mit  gleichmässiger  Bewegung  herumgeführt  wirdj  bleibt 
die  Kraft  zwar  immer  von  derselben  Grösse  und  an  demselben 
Punkte  n  der  Axe  angebracht,  aber  ihre  Richtung  Sndert  sich 
beständig,  weil  sie  stets  nach  dem  Elemente  hin  geht. 

Anmerkung. 

g.  331,     Oben  (g.  ^13.)  haben  wir  nämlJch  gefundci.,   dass 

zur  Bewegung  eines  kleinen  Körpers  von  der  Masse  :=  A,  mit 

der  Geschwindigkeit  =c  und  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 

vom  Radius  =i*  eine,  nach  des  letztem  Mittelpunkt  gerichtete 

Kraft  =.  -^  erforderlich    ist.     Da    nun    in    unserm    Falle     die 

Masse  Ä  =  dM,   die  Geschwindigkeit  x  ■=■  yx   und  der  Kadius 

r  =  .r  ist,  so  nird  diese  Kraft  =:  ^--s— ■    Dieselbe  spannt  den 

Faden,  welcher  das  Element  an  die  Axe  bindet  und  treibt 
desshalb  diese  in  der  Richtung  Jim  an.  Aehnliche  KrSfte  die- 
ser Art  wirken  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Axe  ein  iisid  will 
man  die  Krüfte  kennen,  welche  der  Punkt  n  anszuhalten  hat, 
so  denke  man  sich  einen  ebenen  Schnitt  durch  den  letztern, 
normal  gegen  die  Axe  hF  Alsdann  werden  alle  in  dieser 
Ebene  liegenden  Elemente  ihre  Kräfte  auf  den  Punkt  n  aus- 
üben und  da  sie  alle  an  demselben  Punkte  angebracht  sind, 
lassen  sie  sich  nach  den  Lehren  dei  bfatik  leicht  auf  eine  ^in^ige 
Kraft  zurückführen.     1)  Cis  »ml  dei  Fall  sein,  wenn  der  ganze 
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Körper  gleichsam  in  eine,  auf  die  Axe  normale  Ebene  zusam- 
mangefügt  ist  und  diesen  wollen  wir,  ehe  wir  zu  drei  Dimen- 
sionen übergehen,  entivickelii. 

Aufgabe  6. 
§.  332.    Der  Kürper  ist   eine  sehr   dÜune   el.ene   Scheibe, 
welche  auf  der  Drehungsase  normal   steht   und   sich  mit  gege- 
bener Geschwindigkeit  um  diese  dreht;   man  soll  die  Kraft  be- 
Btimnien,  welche  die  Axe  auszuhalten  hat. 

AuflüSHng. 
(Figur  32.)  Es  sei  AEaF  diese  sehr  dünne  kScheibe  von 
beliebiger  Form,  ihre  Masse  ■=  M  und  man  denke  sich  im 
Punkte  O  die  auf  ihr  normal  stehende  Drehungsaxe,  da  nun 
die  von  den  einzelnen  Elementen  der  Scheibe  nach  O  gezoge- 
nen geraden  Linien  zugleich  ihre  Abstünde  von  der  Drehungs- 
axe  vorstellen,  so  werden  sie  alle  ihre  Kräfte  auf  den  Punkt 
O  ausüben.  Man  betrachte  daher  ein  beliebiges  Element  der 
Scheibe  als  in  M  befindlich,  seine  Masse  sei  ^  dM,  sein  Ab- 
starwl  von  der  Drehungsaxe  OM—r;  alsdann  wird,  wenn  man 
die   Winkelgeschwindigkeit  =)-  setzt,    die   Kraft,    welche  den 

v^dM 
Punkt  0  in  der  Richtung  OM  antreibt,  =^-37 —      Um    diese 

aus  den  einzelnen  Elementen  entspringenden  Kräfte  leichter 
auf  eine  einzige  zurückzuführen,  denke  man  sich  durch  den 
Punkt  O  zwei  auf  einander  normale  Axen  OA  und  Oß  in  der 
Ebene  der  Seheibe  und  beziehe  auf  dieselben  die  Coordinaten 
OP  —  w  und  PM—y  für  den  Punkt  M.  Vollendet  man  nun 
das  Rechteck  OPMQ,  go  wird  jene  Kraft  OM  in  zwei  längs 
der  Äsen  wirkende  zerlegt,  und  zwar  wird  die  längs  OA  veh-- 
tende  =  ^^^  und  die  längs  OB  wirkende  =  ^^^  .  Aus 
der  ganzen  Scheibe  entspringt  daher  die  antreibende  Kraft  in 
der  Richtung  OA  =  ^-fxdM  und  in  der  Richtung  OB  = 
t-fydM.  Diese  Integrale  werden  aber  durch  die  Lage  des 
Mittelpunktes  der  Trägheit  auf  dieser  Scheibe  bekannt,  setzt 
man  denselben  in  /  und  fällt  man  von  hier  auf  die  Äsen  die 
Perpendikel  /ff  und  IL,  so  WxtA  fxdM ^  M.O K  unA  fydM 
:^  M.OL.      Da    nun    also    die    längs    OA    wirkende   Kraft  — 
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pia.OK  «nci  die  längs  OB  ivirkeiule  Kraft  =  ^f-Jf/. OL  ist, 
so  wird  diesen  zwei  Kräften  eine  einzige,  in  der  Richtung  Ol 
antreibende,  Kral>  gleich  geltend  sein,  welche  ^^M.Oi  ist. 
Dies»  ist  Hie  Kriilt,  welche  die  Drehungsaxe  im  Punkte  0, 
in  Folge  der  iäpivegiuig  der  Scheibe,  auszuhulten  hat, 
Zusatz    I. 

§..  3^3.  Die  Richtung  der  Kraft,  welche  die  Axe  in  Folge 
der  Bewegung  der  Scheibe  auszuhalten  hat,  geht  duher  vom 
Punkte  O  nach  dem  Mittelpunkte  der  Trägheit  der  Scheibe  / 
hin  und  es  is>t  die  kraft  selbst  dem  Abstünde  dieses  Mittel- 
punktes 1  von  der  Axe  proportional. 
Zusatz  2. 

@.  33i.  Wäre  die  ganze  Masse  ßl  der  Scheibe  in  ihrem 
Mittelpunkte  der  Trägheit  rereinigt  und  drehte  sich  dieijelbe 
mit  gleicher  ^Vinkelgcschwi^digkeit  um  die  Axe,  so  würde  die 

liitztere  eine  Kraft  :=  ^-  M.Ol    in  derselben  Kichluiig  Ol  aus 

ziihaUeii  habt^n. 

Znsatz   3. 

§.  335.  Die  Axe  bat  daher  von  der  Stheibe  dieselbe  Kraft 
auszuhulten,  als  oh  die  ganze  Masse  der  Scheibe  in  ihrem 
Mittelpunkte  der  Trägheit  vereinigt  wäre  und  sich  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  dreh'te.  Diese  neue  Eigen- 
schaft des  Mittelpunktes  der  Trägheit  ist  sehr  bemerkcnswerth. 

Zusatz  4. 
g.  33ß.  Ginge  daier  die  Axe  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  der  Scheibe  und  stände  sie  auf  dieser  senkrecht,  so 
warde,  weil  a\mlmn  0/ =  0  wäre,  die  Axe  in  Folge  der  Be- 
iveguiig  der  Scheibe  giir  keine  Kraft  verspiiren  und  es  würde 
daher  auch  keine  Kraft  erforderlich  sein,  um  die  Axe  unbe- 
wegt I  es  tzuh  alten - 

Anmerkung. 


§.  337.     Geht    die   Axe   n 

icht    durch    den    Mittelpunkt  d. 

Trägheit,  so  innss  dieselbe  s. 

0  fest  innerhalb  ihrer  Angeln  gi 

halten  werden,  dass  sie  der  a 

ngegehenen  Kraft  zu  widerstehe 

vermag  und  niemals  aus  ihrer 

Lage  gebracht  worden  kat^n.     ij 

aber  eben  dio  Richtung  dieser  Kraft  im  Kre 
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wird,  muss  die  Axe  imch  jeder  Richtung  hin  durch  eine  aus- 
reichende Kraft  in  ihrer  Lage  festgehalten  werden;  ferner  ist 
es  einleuchtend,  dass  eiue  desto  grössere  Kraft  zur  Festhal- 
tung der  Axe  erforderlich  sein  wird,  je  weiter  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  von  ihr  entfernt  ist.  Ausserdem  ist  aber  diese 
Kraft  der  Masse  der  Scheibe  und  dem  Quadrat  der  Winkelge- 
schwindigkeit proportional.  Uehrigens  führt  uns  dieser  Fall,  in 
welchem  wir  den  Körper  wie  eine  unendlich  dünue  Scheitie 
betrachtet  haben,  zu  beliebigen  Körpern,  weil  man,  indem 
man  einen  KiJrper  durch  auf  die  Axe  normale  Schnitte  in  un- 
endlich viele  Scheiben  zertheilt,  hieraus  leicht  auf  die  Kräfte 
schliesst,  welche  die  Axe  in  ihren  einzelnen  IPunkten  antreiben. 
Die  ganze  Arbeit  wird  nämlich  darauf  zurückgeführt,  den  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  einer  jeden  Scheibe  zu  finden;  wir  wnl- 
len  aber  auf  eine  andere  Weise  diese  Bestimmung  versuclien, 
Aufgabe  7. 

g.  33S.     (Figur  33.)     Ein  starrer  Körper  dreht  sich  gleicli- 
furmig  um  die  Axe  OA,  man  soll  die  Kräfte,  welche  die  letz- 
tere auszuhalten  hat,   in  eine  Summe  vereinigen  oder  auf  zwei 
Kräfte  zurücktühren,  durch  welche  die  Axe  angetrieben  wird. 
Auflösung. 

Mit  der  Drebungsaxe  OA  conjugire  man  in  O  die  zwei 
normalen  Äsen  OB  und  OC,  welchen  man  für  das  Element 
des  Körpers  In  Z,  dessen  Masse  =  dM  ist,  wenn  M  die  Masse 
des  ganzen  Körpers  bezeichnet,  die  drei  Coordinaten  OX^x, 
XY~  y  und  YZ  =  z  parallel  ziehe.  Setzt  man  nun  die  Win- 
kelgeschwindigkeit, mit  welcher  der  Körper  »ich  um  die  Axe 
OÄ  dreht,  =  y  und  den  Abstand  des  Elementes  von  der  Axe 
oder  XZ^r;  so  wird  in  Folge  der  Bewegung  dieses  Elemen- 
tes   die    Axe  im  Punkte   X  in  der  Richtung   XZ    angetrieben 

durch  eine  Kraft  =  ^^^^-  Zieht  man  nun  ÄF  #  FZ  #  O^; 
so  zerlege  man  diese  Kraft  nach  den  Richtungen  XYvnA  XV, 
und  es  werden    die  nach   diesen  beiden  Richtungen  wirkenden 

yhidM        ,        y^idM 
Kräfte  respective  ^  — ^- —  und  —  — g- — ;   es   hat   daher  die 

Axe  von  den  einzelnen  Elementen  Kräfte  auszuhalten,  deren 
Richtungen  OB  und  OC  parallel  sind.  Man  kann  demnach 
alle,  welche  nach  beiden  Richtungen  wirksam  sind,  für  sich 
in  eine  Summe    vereinigen.     Es  stelle  also    Ee  die    Kraft  vor. 
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«eluhe  allen  Kräften  ÄF  und  F/die  Kraft,  welche  allen  Kräf- 
ten XV  gleichgeltend  ist;  aUdann  ist  zuerst  jede  von  beiden 
der  Summe  aller  Kräfte,  denen  sie  gleichgeltend  ist,  glelcb. 
Es  wird  daher 

die    Kraft    Ee  =  ^fydM  und  die  Kraft  Ff^  ^fzdM- 

Zweitens  müssen  die  Momente  dieser  Kräfte  in  Bezug  auf 
den  Punkt  O  gleich  sein  der  Summe  aller  elementaren  Mo- 
mente zusammengenommen,  wodurch  wir  erhalten: 

und         ^.OFfidM  :f=  ^ßcidM  Ode,    OF=^j^. 

Auf  diese  ^^else  sind  alle  Kiafte,   welche  die  Äxe  auszu- 
halteu  hat,   auf  zwei  Ee  und  Ff  zurückgeführt,   deren  Grösse, 
Hichtung  und  Angriffspunkt  man  kennt 
Zufe-ktz    1 

§.  339.  Befindet  sich  der  Mittelpunkt  der  Irrti^heit  des 
Körpers  in  /  und  entsprechen  demsellien  die  toordinaten  OG, 
GK  iHid  KI,  so  wird,  nie  wii  oben  gesehen  haben. 

Wir  haben  daher  für  die  vorhergehenden  Formeln 
fydJV  —  la.  GK  nnd  ßdM==  M.  Kl. 

Zusatz    2. 
§.  340.     Befände  sich  die  ganze  Masse  des  Körpers  M  im 
Mittelpunkte    der  Trägheit  /,    so  würde  er    sich    mit    gleicher 
Geschwindigkeit  herumdrehen  und  es  würde  die  Ase  im  Punkte 

G,  nach  der  Richtung  Gl,  eine  Kraft  =  |~  M.GI  auszuhalten 
haben.     Hieraus  entspringen  die  zwei  Kräfte 

längs  GK=f-SydM  und  längs   GL=  ^f^dM, 
welchen  jene  längs  Ee  und  Ff  wirkenden  Kräfte  gleich  sind. 
Zusatz   3. 
§.  341.     Nimmt  man  die  Ebene  ji OB,  welche  unserer  Will- 
kühr  überlassen  ist,    als  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  j 
des  Körpers  gelegt  an,  dass  also  ff/ =  0  m\A  fidM  =  0  wird; 
so  ergibt  sich  zwar 
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die  Kraft  Ff=0  und  der  Absfand    0F=  oe, 
jtidocli  so,  dass  i)ir  Moment  endlich,  iiämlicli 

Ff.OF=^fxidM 
«ird.  ^ 

Anmerkung. 

g.  342.  I>iese  zwei  Kräfte  üe  und  Ff  kann  man  nur  dann 
weiter  auf  eine  einzige  zurückfuhren,  wenn  der  Zwischenraum 
EF  verschwindet;  denn  zwei  in  verscbiedenen  Punkten  einer 
geraden  Linie  angebrachte  Kräfte  lassen  sich  nur  dann  auf  eine 
einzige  reduciren,  wenn  ihre  Richtungen  in  derselben  Ebene  liegen. 
Man  kann  aber  diese  zwei  Kräfte  Ee  und  Ff  auf  unzählige  Weise 
auf  zwei  andere  reduciren,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  wir  die  Lage 
derAxen  OJBund  OCverSndeni.  So  haben  wir  gesehen,  dass  in 
dem  Falle,  wo  die  Ebene  AOB  durch  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit gelegt  wird,  die  Kraft  //verschwindet  und  der  Abstand 
OF=x>  wird.  Hat  man  aber  je  zwei  derartige  Kräfte  Ee 
und  Ff,  welche  die  Axe  auszuhalten  hat,  gefunden,  so  muss 
diese,  damit  sie  nicht  aus  ihrer  Lage  gebracht  werde,  noth- 
wendig  durch  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  festgehalten 
werden.  Ist  nämlich  die  Axe  in  E"nnd  F  an  festen  Ringen, 
innerhalb  deren  sie  sich  frei  drehen  bann,  aufgehängt,  so  wird 
der  Ring  in  E  eine  Kraft  Ee  und  der  Ring  in  F  eine  Kraft 
Ff  auszuhalten  haben,  woraus  man  auf  die  Festigkeit  dieser 
Ringe  schliessen  kann.  Soll  aber  die  Axe  in  zwei  gegebenen 
beliebigen  Punkten  unterstützt  werden,  so  wird  man  die  in 
jenen  Punkten  anzubringenden  Kräfte  angeben  kiinnen,  damit 
die  Axe  unbewegt  erhalten  werde;  diese  Bestimmung  wollen 
wir  in  der  folgenden  Aufgabe  unternehmen. 
Aufgabe  S. 

g.  343.  {Figur  33.)  Die  Axe,  um  welche  r:n  starrer  Kör- 
per sich  mit  glelchfiirmiger  Bewegung  dreht,  wird  in  zwei  ge- 
gebenen Punkten  O  und  A  festgehalten;  man  .soll  die  Kräfte 
bestimmen,  welche  die  Axe  in  diesen  zwei  Punkten  auszuhal- 
ten hat. 

Auflösung. 

Es  bleibt  alles,  was  wir  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
vorausgesetzt  haben,  unverändert  und  es  sind  alle  die  Axe 
antreibenden  Kräfte  auf  die  zwei  Ee  und  Ff  zurückgefiihrt, 
jene  parallel  der  Ase  OB,  diese  parallel  der  Axe  OC,  so 
dass  wir  haben 
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(lio  Kral't  Ee  =  ^fi/tW  und  die  Kraft  Ff=  ^fiilM, 

e  «r     jxydm       ,    „„     fezdM 

feiTjer  OE=-J^r  und  OF  =  -j.  , ..  • 

Slan  soll  nun  die  Kräfte  suche»,  welche  in  den  Punkten 
O  um)  A  angebracht  dieseii  glcichgeltend  sind.  Es  sei  dem- 
nach  der  Abstand  OA  =  a  und  man  habt!  in  O  und  A  die 
Kräße  O/*  und  Aß  iiuj^ehracht,  welche  der  Kraft  Ee  gleicligel- 
tend  sind.  Üiess  geschieht,  nenn  Oö  +  Aß  =  Ee  und  06. 
OE  ::=  Aß.AE  ist;  hieraus  entspringt 

O*  =  ^?  =  £.  -  ^'ii  ..,.1  ^?  =  2^^^. 
Auf  ühnliche  Weise   hringe   man   in    O   uiid   A   die  KrSfte 
Oc   und  ^ji  au,    welche  der  Krul't  /'/' gleichgeltend  sind,   und 
es  tvird  alsdann 

AF.Ff      _      OF.Ff      ,     ,        OF.Ff 
Oc  = —  Ff und  Ay  =  — — ^  - 

Wir  liafien  daher  in  beiden  Punkten  O  und  A  je  zwei 
Kräfte,  weluhe  die  Äxe  dort  ausauhalten  hat,  nämlich  im 
Punkte  O  die  Kräfte 

Ob  =  f-[fydM-lfcciidM]«^^^  Oc=  '^~  [fidM  -  ^fxidM], 
ferner  im  Punkte  A  die  Kr.^fte 

Aß=^-  ^Aj^rf^  und  Ay  =  ^-  ^JxzdM  ■ 
Führen  wir  aber  die  Linien,  welche  sich  auf  das  in  Z  ge- 
legene Element  ddl  bezielien,  ein,  so  werden  die  Kräfte 
Ob  ^  ^  fAX.XYdM ,   Oc^^ JAK.VZdM, 
Aß  =  :^JOX.XVdM  unä  Ar  =^-fOX.YZdJtl. 
"Setzen  wir  nun  Oft  =  b,  AG  ~  c,  so  dass  «  =  ä  +  c  wird, 
lerner  OX  =  u,  so  dass  AX^c  —  u  und  OA=:Ä  +  a  wird; 
80  erhalten  wir  die  Krüfte 

**^  =  Wff  ^'^fy^^  -f^ydM] ,  Oc  =  .^  {cMM  -Sutdm\ . 
Aß  =  £-^[bfydM+fui/dM]  und  ^J-  =  ^  WtdM  +fuzdlH]. 

Nehmen  wir  die  Ebene  AOB  so  an,  dass  sie  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  geht,  so  wird  fzdM  =:  0  und  setzen 
wir  ferner  die  Integrale 
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fydM  =  D ,  fuydM  =  E  und  fmdM  =  F ; 
so  werden  die  KrSfte 

Nun  lassen  sich' leicht  sowohl  in  O  die  zwei  Kräl'fe  06  und 
Oc,  als  auch  iii  A  die  zwei  Aß  und  Ay  auf  lÜne  leduciieii,  so 
dass  in  beiden  Endpunkten  O  und  A  die  dnrt  gegen  die  Äxe 
drückende  Kraft  bekannt  wird, 

Zusatz    1. 

§.  344.  Set/t  man  dahev  voraus,  dass  die  Ebene  AOIi 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  oder  t  gehe, 
so  werden  die  Kräfte  Oc  und  Ay  einander  gleich  und  entge- 
gengesetzt, so  dass  die  eine  den  negativen  VVerth  der  andern 
hat;  oder  es  wird  Oc  +  Ay  =  6, 

weil  Ä/  =  0  und  daher  auch  die  Kraft  GL  ==  0  ist. 


Zusatz  2. 

§.  345.     Geht  die  llrehungsaxe   OA  durch 
der  Trägheit  /,   so  wird  auch  fydM  =0  =  0 
daher  die  Kräfte,   welche  die    Axe    in    den  Pu 

auszuhalten  hat,  nämlich 

den  Mittelpunkt 
und  wir  erhalten 
nkteu    O  und    A 

die  Kraft  0I>  =  -  ^-E,  die  KrM't  Oc  ■■ 

—  £,'■■ 

^^=£,-^'""''                   ^^' 

Zusatz  3. 
§.  346,     Damit  die  Axe  gar  keine  Kräfte  auSKuhalten  habe 
und  der  Körper  sich  frei  um  sie  drehen   könne,  müssen  noth- 
wendig  die  vier  Integrale  zugleich  verschwinden,  es  muss  also 

'fydM  =  0,fidM  =  0,ßcydM:=^0  nniß:zdM  =  0 
sein.     Den  zwei  ersten  geschieht  Genüge,  wenn  die  Urehuags- 
axe  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  geht. 

Anmerkung. 
§.  347,  Hier  haben  wir  die  zwei  Punkte  O  und  A,  an 
welchen  die  Ase  gewiss  er  maassen  aufgehängt  ist,  nach  Belie- 
ben angenommen;  es  ist  ferner  im  Allgemeinen  klar,  dass  die 
Kräfte,  welche  zur  Festlialtung  der  Axe  in  diesen  Punkten  er- 
forderlich sind,  desto  kleiner  sein  werden,  je  grösser  man  den 
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Abstand  OA  annimmt.  Hiei'über  darf  man  sich  nicht  ivunderii, 
da  diese  Wirkung  von  den  Momenten  der  Kräfte  abhängt. 
Treffen  aber  die  Punkte   0  und  A  zusammen,  so  dass 

OA=:a  =  t} 
wird,  SU  werden  jene  Krüfte  seihst  unendlich  gross,  woraus 
man  ersieht,  dass  die  Axe  in  einem  einzigen  Puniite  keines- 
weges  hinreichend  festgehalten  werden  kann,  nm  unbeweglich 
zu  bleiben.  Es  sind  daher  hierzu  zum  wenigsten  zwei,  an  ver- 
schiedenen Punkten  der  Axe  anzubringende,  Kräfte  erforderlich, 
wenn  nicht  etwa  die  zwei  ursprünglichen  Kräfte  Ee  und  Ff 
bereits  in  demselben  Punkte  angebracht  sind.  Diess  kann 
aber,  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe,  nur  geschehen,  wenn 
Jxydm  xfxzdM  =  fydM  :  fzdM. 
Nimmt  man  daher  die  Ebene  AOB  so  an,  dass  sie  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  /  geht,  aXno  fxdM 
=  0  wird;  so  tritt  jenes  ein,  wenn  man 

fxidM  =  0 
hat.  Dies  folgt  auch  aus  der  vorliegenden  Aufgabe,  weil  alsdann 
die  Kräfte  Oc  und  Ay  verschwinden  und  allein  die  Kräfte  Ob 
und  ^^ übrig  bleiben,  denen  die  einzige  Kraft  Ee  gleichgeltend 
ist;  so  dass  alsdann  die  Axe  in  dem  einzigen  Punkte  E  un- 
terstützt werden  kann,  nämlich  durch  die  Ee  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Kraft,  Es  wird  demnach  hinreichend  sein,  die 
Axe  in  dem  einzigen  Punkte  E  zu  unterstutzen,  wenn  die 
Ebene  AOB  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers 
gelegt  und/rirfiU  =  0  ist,  in  welchem  Falle 

die  Kraft  Ee  =  ^fydM  und  der  Abstand  OE  =  "^^ 
wird.    In   allen    übrigen  Fällen   nmss  die  Axe  in  zwei  Punkten 

festgehalten  werden  und  wie  man  diese  auch  immer  annehmen 
mag,  müssen  die  zur  Festhaltung  der  Axe  erforderlichen  Kräfte 
den  hier  bestimmten  gleich  und  entgegengesetzt  sein. 

Nachdem  wir  diese  angegeben,  bleibt  noch  übrig,  die 
Kräfte  zu  bestimmen,  welche  der  Zusammenhang  des  Körpers 
in  Folge  der  drehenden  Bewegung  auszuhalten  hat. 

Aulgabe  9. 
g,  3i8.     Wenn    ein    starrer    Körper    sich    gleichförmig    um 
eine  feste  Axe  dreht,   soll  man  die  Kräfte  bestimmen,    welche 
sein  Zusammenhang  oder  die  wechselseitige  Verbindung  seiner 
Theile  auszuhalten  hat. 
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AuHÖsung. 
(Figur  33.)  Es  drehe  sicli  der  Körper  um  die  Am  OA 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =  y,  so  dass  er  in  den  einzel- 
nen iSecunden  einen  Winkel  y  zurficklesTt;  alsdann  haben  wir 
gesehen ,  dass  das  in  Z  hefindliche  K-ürpertheilchen ,  deäften 
kleine  Masse  ^  dM  und  Abstand  von  der  Ase  OA,  d.  h.  XZ 

y^rdM 
=:r  ist,  die  Centrilügalkraft  =  — r^ —    haben   wird,    in    Folge 

welcher  dieses  Theilchen  sich  in  der  Richtung  Zi  von  der  Axe 
zu  entfernen  strebt.  Auf  ähnliche  Weise  werden  die  Elemente 
des  Körpers  das  Bestreben  haben,  von  der  Axe  zuriickzuivei- 
chen  und  damit  diess  nicht  geschehe,  muss  der  Zusammenbang 
des  Körpers  hinreichende  Festigkeit  haben.  Um  diess  leichter 
einzusehen,  betrachten  wir  den  Körper  als  ruhend  und  suchen 
die  Kräfte,  welche  an  ihm  angebracht  werden  müssen,  um  auf 
seinen  Zusammenhang  eben  so  einzuwirken,  als  diess  jetzt,» oder 
Körper  in  Bewegung  ist,  geschieht  Wir  haben  uns  daher  an 
den   einzelnen,    in    Z    befindlichen    Elementen    dM   Kräfte  Zz 

=  ^— g angebracht    zu    denken ,    welche    dieselben    von    der 

Axe  ÖÄ  abziehen.  Damit  aber  nicht  der  ganze  Körper  durch 
diese  Kräfte  zur  Bewegung  angetrieben  werde,  denken  wir  uns 
ausserdem  in  den  Punkten  £  und  V  Kräfte  angebracht,  welche 
den  Kräften  Ke  und  ff  gleich  und  entgegengesetzt  sind  und 
erhalten  so  alle  Kräfte,  welche  der  als  ruhend  angesehene 
Körper  auszuhalten  bat  und  dessen  Theile  so  fest  zusammen- 
hängen müssen ,  dass  diese  Kräfte  keine  Aenderung  der  Figur 
hervorbringen.  Alsdann  wird  aber  der,  durch  alle  diese  Kräfte 
angetriebene,  Körper  im  Gleichgewicht  erhalten  werden. 

Zusatz  l. 
@.  349,    Ist  Z  irgend   ein  äusserster  Punkt   des    Körpers, 
so  muss   das  Theilchen  dM  so  fest  mit  dem  übrigen  Körper 

y'hdM 

'^ 

davon  gelrennt  werden  könne.  Da  die  Richtung  der  letztern 
von  der  Axe  abgewandt  ist,  ist  es  nicht  nöthig,  dass  das 
Theilchen  an  den  Seiten  befestigt  sei. 

Zusatz  2. 
§.  350.     Näher    an    der  Asc  muss   die  Verbindung    stärker 


verbunden  sein,    dass    es  nicht  durch   die  Kraft  Zz  =.- 
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sein,   "eil   die    weif  er  entfernten    Tlieilthen   ihre  Kräfte,  von 

der  Axe  niirückzmveiclienj  vereinigen;  Dofhwendig  mu»s  duhcr 

auf  der  Äxe  selbst  der  stärkste  Zusammenhang  wirksam  sein. 

Anmerkung. 

^.  331.  Im  Beireff  der  Axe  habe  ich  hier  angenommen, 
du^s  dieselbe  in  den  l'unkten  E  und  F  geliatten  werde;  sollte 
sie  aber  in  je  zwei  andern  beliebigen  Punkten  O  und  A  fest- 
gehalten werden,  so  miiss  man  sich  in  ihnen  Krfifte  angebracht 
denken,  welche  den  oben  angegebenen  gleich  und  entgegenge- 
setzt sind  lind  im  Verein  mit  den  elementaren  It^rüften  Zi  e!teri- 
falls  den  Kiiqicr  nu  Gleichgewicht  erhalten  werden.  Der  Zti- 
summenhang  nmss  daher  so  stark  sein,  dass,  wenn  die  erwähn- 
ten Kräfte  am  rnhenden  Körper  angebracht  wären,  seine  Figur 
durch  ihre  Wirksamkeit  keine  Aenderung  erleiden  würde.  Es 
erhellt  aber  zugleich  hieraus,  dass  alle  diese  Kräfte  im  <1op- 
]ielten  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  stehen,  also  eine 
doppelt  so  geschwinde  Bewegung  einen  viermal  so  testen  Zu- 
sammenhang erfordert.  Es  ist  nicht  angemessen,  diese  Beur- 
theilung,  welche  von  dem  innern  Bau  der  Körper  und  der  Natur 
ihrer  Theile  abhängig  ist,  hier  weiter  zu  verfolgen,  sie  verdient 
vielmehr  als  ehie  besondere  Lehre  aufgestellt  zu  werden. 

Da  wir  nun  in  diesem  Kapitel  alles,  was  die  durch  keine 
äussere  Kräfte  gestilrte  drehende  Bewegung  betrifft,  genifgend 
auseinandergesetzt  haben,  so  wollen  wir  erforschen,  was  aus- 
serdem die  Kräfte  bewirken;  und  zwar  wollen  wir  zuerst  einen 
starren  Körper,  welcher  um  eine  feste  Axe  beweglich  ist,  im 
Zustande  der  Ruhe  betrachten  und  die  elementare  Bewegung 
erforschen,  welche  ihm  dmch  gegebene  Kräfte  in  einer  nur  un- 
endlich kleinen  Zeit  beigebracht  werden  wird.  Diese  an  sich 
wenig  nützliche  Abhandlung  wird  angeben,  wieviel  die  Axe 
durch  die  antreibenden  Kräfte  erleidet,  in  der  Folge  aber  wird 
sie,  wenn  von  der  freien  Bewegung  starrer  Körper  die  Rede 
ist,  den  griissten  Nutzen  bringen. 
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Kapitel    111. 

Von  der  Eezctiffung  der  drekeudeit  Bewetjunif. 


Aufgabe  10, 
ij.  362.     Ein  sfarrev,  um  eine  feste  Axe  beweglicher  Körper 
beßndet  sich   in  Ruh6;    man   soll   die   elementaren  Kräfte    be- 
stimmen ,   durch    welche    er  während   eines   sehr    kleinen   Zeit- 
theilchenü  um  einen  gegebeneu  Winkel  fortbewegt  wird. 

Auflösung. 
(Figur  34.)  Es  sei  ABCD  ein  beliebiger,  auf  die  Üre- 
hungsaxe  normaler  Durchschnitt  des  Körpers,  worauf  man  sich 
also  die  Axe  in  O  perpendiculär  stehend  zu  denken  hat.  Uiu 
dieselbe  soll  der  Körper  sich  im  Zeittheilchen  dt  durch  den  Win- 
kel adfi  bewegen,  indem  wir  wissen,  dass  die  im  unendlich 
kleinen  Zeittheilcben  dt  erzeugten  kleinen  Wege  dem  Quadrate 
dieses  Z ei tt heilchens  proportional  sind.  Betrachten  wir  daher 
ein  beliebiges  Element  in  M,  dessen  Masse  =  dM  und  Ab- 
stand von  der  Ase  OM^^r  ist,  so  wird  dasselbe  durch  den 
kleinen  Bogen  Mm=itrdC'  fortgeführt  werden  müssen.  Damit 
diese  Wirkung  hervorgebracht  werde,  wird  das  Element  noth- 
wendig  in  der  Richtung  Mm  durch  eine  gewisse  ^  p  gesetzte 
Kraft  angetrieben  werden,  Die  kleine  Masse  dM  wird  aber, 
angetrieben   durch    eine   Kraft  =:p,    im   Zeittheilchen  dt  ober 

den  kleinen  Weg  :=  ■    ,^-  (g.  305.)  fortgeführt  und  dieser  muss 

jenem  cirdt^  gleichgesetzt  werden;   wodurch  wir   die   Kraft 
ardM 
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ei'halten.  Dieses  Element  wird  alsdann  die  Geschwindigkeit 
^  ■  fnj'  =  ^tcrdi  erlangen  und  es  wird  daher  die  erlangte 
Winkelgeschivindigkcit  =2adl. 

Zusatz.  1. 
§.  353.      Setzen    wir    den    im    Zeitlheilchen    dt    erzeugten 

Winkel  =  da,  so  wird,  weil  a:=-  -jj^,    die  erzeugte  Wiiikelg'e- 

-2da3 
schwindigkeit  ^  ~~iT'     Hierbei    hat    man    zu    bemerken,    dass 

der   Winkel   dia  ein  Differential    zweiten  Grades   oder  mit  dem 
Quadrat  des  Zeittheilcliens  dt  gLeichartig  ist. 
Zusatz  2. 
§.  354.     Damit  in  dem  Zeittheiichen  dt  der  Winkel  dca  er- 
zeugt  werde,    muss   das   in  JH  gelegeue   Element  dM  in   der 

Richtung  der  Bewegung  Mm  durch  eine  Krutit  =  ~Tr^  ■  dM  an- 
getrieben iverden.  Die  KrSfte,  welche  die  einzelnen  Elemente 
antreiben ,  stehen  daher  im  zusammengesetzten  Verhältniss  der 
Massen  und  der  Abstände  von  der  Drehungsaxe. 
Zusatz  3. 
g.  353.  Betrachtet  man  ein  anderes  Element  in  iV,  dessen 
Masse  =  riiV  ist,  so  muss  dasselbe  in  der  Richtung  iV«,  welche 
in  der  auf  die  Drehungsaxe  nofmalen  Ebene  normal  auf  den 
Abstand  ON  gezogen  ist,  angetrieben  werden.  Die  Kräfte, 
welche  diese  Elemente  in  M  und  N  antreiben,  verhalten  sich 
zu  einander,  wie  OM.dM:  OlS.dN. 


g.  356.     Werden  umgekehrt  die  einzelnen  Elemente  dM,  in 

der   Richtung    der    ein  zuflössen  den    Bewegung,    durch    Kräfte 

rdm 
=  —y^dM  angetrieben,    so  wird    der    ganze   Körper    uin    die 

Drehungsaxe,  während  des  Zeittheüehens  dt,  um  einen  Winkel 

=.  da  fortbewegt  und  die  Winkelgeschwindigkeit  =-ji-  erlangen. 

Zusatz  5. 

§.  351t,  (I.  Weil  auf  diese  Weise  die  einzelnen  lilcmente  für 
sich  zur  Bewegung  angetrieben  werden,  werden  sie  weder  ein- 
ander hinderlich  sein,  noch  wird  durch  diese  elementaren  Kräfte 
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der    Zusammenhang    des  Kurators    orler   die  Drchungsaxe    eine 
Einwirkung  erleiden;  es  nird  vielmehr  die  Beivegung  ehon  si> 
hervorgeh  rächt  werden,  als  ob  die  einzelnen  Elemente  so  ivuhl 
von  einander,  als  von  der  Axe  getrennt  waren. 
Aulgahe    11. 

5.  357.  (Fif;.  3ä.)  Man  soll  die  elementaren  Kräfte,  welche 
einen  starren  Körper  während  des  Zeittheilchens  dt  um  die 
Axe  OA  durch  einen  gegebenen  Winkel  (Zw  tbrthewegen ,  auf 
zwei  bestimmte  Kräfte  zurückführen,  welche  jenen  allen  gleich- 
geltend  sind. 

AufUi.ung. 

Mit  der  Dcehungsase  OA  conjuglre  man  normal  zwei  andere 
Axen  OB  und  06',  und  indem  man  ein  beliebiges  Element 
deä  Ki>r[iers  in  Z  und  seine  Masse  =  dM  annimmt,  falle  man 
von  hier  auf  die  Ebene  AOB  das  Per|)ondikel  ZFund  von  Y 
auf  die  Axe  OA  das  Perpendikel  YX.  Man  setze  die  drei 
Coordinaten  OX  =  a;,  XY  =  y  und  YZ=^z,  endlich  den  Ab- 
stand des  Elementes  von  der  Axe  oder  XZ  =:  V^*  -)-  t*  =  r. 
Nun  werde  dem  Elemente  Z,  wie  dem  ganzen  Körper,  eine 
Bewegung  im  Sinne  ZZ,  welche  Linie  in  der  Ebene  XYZ  auf 
XZ  normal  ist,  beigebracht;  alsdann  muss  jiothwendig  das 
Element    dM,    längs    dieser    Richtung    ZJ,    durch    eine    Kraft 

rdm     ,,,       ardM  ...  ,  da 

=  — 7/2'«"'  = angetrieben  werden,  wo  a^-jy^  gesetzt 

ist.  Man  verlängere  nun  YZ  nach  i  und  ziehe  ZV '^  YX,  zer- 
lege die  Kraft  ZJ= nach    den   Richtungen    ZV  und  Zi, 

alsdann  wird  die  Kraft  längs  ZV  =■ und    die    längs    Z% 

=  -J- — -_,  Da  es  gleichgültig  ist,  in  welchen  Punkten  dieser 
Richtungen  wir  uns  diese  Kräfte  angebracht  denken,  wollen 
wir  uns  jene  in    der    Ebene    AOC    und    im    Punkte    V 

■'s 

längs  Vv  angebracht  denken ,  so  dass  die  längs  Vv  wirkende 
Kraft  =  ^^^  sei;  die  andere  Kraft  ^^  denken  wir  uns 
aber  in  der  Ebene  AOB  und  im  Punkte  Y  angebracht,  so 
dass  wir  längs  Yz  die  Kraft  ^f^-  haben.  Nun  sei  allen  längs 
Ve   wirkenden   Kräften    die  eine  Kr,   welche   normal  auf  die 
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lue  Kraft  kr  = 


(Irr  drehenden  Bewegunff.  IT3 

i^..eHe  AOC  in  ß  angebracht  ist,  gleidigeltend ;  alstlam)  «ird, 
wenn  man  ß/' #  OC  zieht. 

Kerner  sei  allen  längs  I'i  wirkenden  Kräften  die  eine  Ss  gleich- 
geltend,  welche  normal  auf  die  Ebene  AOB  im  Piinlife  Ä  an- 
gebracht ist.     Zieht  man  daher  SQ  normal  auf  OA,  so  wird 

lie  K,.ft  S.^"-ß,lM,  OQ^^^  ™d  QS=i^. 
Diese  zwei  Kräfte  ßr  und  Ss  üben  daher  auf  den  Klirper  die- 
selbe Wirkung  aus,  als  alle  elementaren  Kräfte  zusammenge- 
nommen, wenn  nur  der  Körper  ein  stf.rrer  ist. 
Zusatz  .1. 
§.  3S8.  Wird  demnach  ein  starrer  K<irf)er  durch  zwei  dor 
artige  Kräfte  ßrund  .Ss  angetrieben,  so  fiingt  derselbe  an,  sich 
so  um  die  Axe  OA  zu  drehen,  dass  er  im  Zeittheilchen  dt 
den  Winkel  dm  =  nrf(*  beschreibt.  Die  Axe  wird  ferner  von 
diesen  Kräften  keine  Einwirkung  erleiden  oder  es  wird  keiner 
Kraft  bedürfen ,  um  inzwischen  die  Axe  in  Ruhe  zu  erhalten. 

Ö-  359.  Da  man  iiuf  unzählige  Weise  je  zwei  andere  Kräfte 
darstellen  kann,  welche  diesen  gleichgeltend  sind,  so  wird 
auch  durch  sie  alle  dem  Körper  dieselbe  Bewegung  beigebracht 
werden,  so  dass  die  Axe  OA  vni  ihnen  keine  Einwirkung  er- 
leidet. Anders  verhält  es  sich  aber  mit  dem  Zusaniiiienhange, 
welcher  iinr  von  den  elementaren  Kräften  keine  lüin Wirkung 
erleidet. 

Anmerkung. 

§.  360.  l!ei  dieser  Reduclion  der  Kräfte  haben  wir  auf 
die  Festigkeif  der  Axe  keine  lli'icksicht  geimmnien,  sondern 
haben,  als  ob  der  Körper  voUknmmen  frei  wäre,  je  zwei  Kräfte 
gefunden,  welche  allen  elementaren  gleiehgeltend  sind  und 
dessbalb  auch  keine  Wirkung  auf  die  Axe  ausüben.  Wenn 
wir  aber  auch  die  Festigkeit  der  Axe  im  Auge  halten,  so  ken- 
nen wir  unendlich  viele  andere  Kräfte  darstellen,  welche  /.war 
dem  Körper  dieselbe  Bewegung  um  die  Axo  OA  einflüsscn, 
aber  ausserdem  auf  die  letztere  einwirken.  Alle  Kräfte  näm- 
lich,, weiche  in  Bezug  auf  die  Axe  OA  dasselbe  Moment  her- 
vorbringen, als  alle  elementaren  Kräfte  zusammengenommen 
oder  je  zwei  den  letztern  gleichgeltend  gefundene,  weil  nämlich 
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jene    entgegengesetzt   genommen  mit  diesen   im   Gleichgewicht 

stehen,  werden  auch  dem  Kürper  dieselbe  Bewegung, erüflössen. 

ardM 
Da  nun  aber  das  Moment  der  Kraft  Z£  = in    Beeng  auf 

die  Axe   OÄ  —- ist,  so  entspringt  aus  allen  elementaren 

Kräften  das  Moment  =  -  fr'^aM—-^^  frUM. 

Alle  Kräfte  also,  welche  in  Bezug  auf  die  Axe  OA  ein  glei- 
ches Moment  haben,  werden  den  Korper  um  diese  Axe,  wäh- 
rend des  Zeitthetichena  dt,  durch  einen  Winkel  ^^  dca  drehen; 
hiernach  lüst  mau  leicht  die  folgende  Aufgabe. 

Aufgabe  12. 
§.  3fll.     Ein   ruhender  und   um  eine  feste  Axe  beweglicher 
starrer  Körper  wird  durch   beliebige    Kräfte   angetrieben,    man 
soll  die  im  ersten  Augtnhiick  erzeugte  Bewegung  bestimmen. 

Auflosung. 
Man  bestimme  die  Momente  aller  Kräfte  in  Bezug  auf  die 
Drehungsaxe  und  beachte  dabei,  in  welchem  Sinne  eine  jede 
wirkt,- es  sei  die  Summe  aller  Momente  =  Vf,  aus  deren  Sinn 
die  Richtung  der  zuerst  beigebrachten  Bewegung  bekannt  wird. 
Es  sei  ferner  dio  der  Winkel,  durch  welchen  der  Kürper  im  Zeit- 
tbeilchen  dt  um  die  Axe  gedreht  wird,  man  multiplicire  hierauf 
die  einzelnen  Elemente  dM  des  Körpers  durch  die  Quadrate 
ihrer  Abstände  von  der  Axe  oder  r^  und  bestimme  durch  Rech- 
nung den   Werth    des    Integrals  Jr^dM.     Ist  diess  geschehen, 

so  muss  -^Tr^dM^  Vf  se\n,  woraus  sich  nun   umgekehrt 
der  Winkel  dm  ergibt,  um  welchen  der  Kiirper  im  Zeittheilchen 
dt  durch    das   Moment   Vf  der  Kräfte  fortbewegt  wird,   es  ist 
Vfydt^ 

Die     Winkelgeschwindigkeit,    welche    der    Korper    in    diesem 
Zeittheilchen  dt  erlangt,  wird  aber 

~  frhlßf ' 
man  kennt  demnach  die,  durch  beliebige  Kräfte  im  ersten  Zeit- 
augenblick dt  hervorgebrachte,  Wirkung. 
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Zusatz   1. 

g.  302.  Dp,r  in  (3eni  gegebenen  Zeittheilchen  dt  heschrie- 
heiie  Wititel  dto  ist  daher  direct  dem  Momente  der  Kräfte  Vf 
und  indirect  dem  Integrale  fr^dM,  d,  b.  dem  Aggregate  aller 
Elemente  dM  des  Körpers,  in  die  Quadrate  ihrer  Abstände 
von  der  Ase  multipiicirt,  proportional. 
Zusatz  2. 

§.  363.  Diese  Formel  ist  derjenigen  ähnlich,  durch  welche 
die  Erzeugung  der  tortschreitenden  Bewegung  ausgedruckt 
wird,  indem  hier  statt  der  Kräfte  ihr  Moment  und  statt 
der  Masse  des  Körpers  M  der  Werth  des  Integrals  fr^d/H  ge- 
nommen wird;  diesen  letztem  Werth  werden  wir  in  der  Folge 
das  Moment  der  Trägheit  nennen. 
Anmerkung. 

§.  364.  In  dieser  Aufgabe  ist  die  Wirkung  beliebiger 
Kräfte  bei  der  Erzeugung  einer  Bewegung  um  eine  feste  Axe 
voltkommen  bestimmt  worden ,  so  dass  nichts  zu  wünschen 
Shrig  bleilit.  Wie  man  nämlich  die  Momente  der  antreibenden 
Kräfte  in  Bezug  auf  jede  Äse  zu  nehmen  habe,  wird  in  der 
Statik  gelehrt  und  bald  noch  genauer  von  uns  dargestellt  wer- 
den. Es  ist  aber  hier  ausser  der  erzeugten  Bewegung  von 
grösster  Wichtigkeit,  die  Kräfte  zu  bestimmen,  welche  die  Axe 
auszuhaken  hat  und  zwar  nicht  allein,  damit  man  einsehe,  wie 
grosser  Kräfte  es  bedürfe,  dass  die  Axe  festgehalten  werde 
und  sich  nicht  bewege,  sondern  damit  wir  auch  kfinftig,  wenn 
wir  zur  freien  Bewegung  starrer  Korper  zurückkehren,  beurthei- 
len  können,  in  welchen  Fällen  die  Ase  durchaus  gar  keine 
Kräfte  awsznbalten  habe.  Diese  Frage  in  Betreff  der  Wirkun- 
gen, welche  die  Axe  von  Seiten  der  Kräfte  ausznhalten  hat, 
ist,  wenn  auch  von  der  grössten  Wichtigkeit,  doch  bis  jetzt 
nicht  mit  hinreichender  Sorgfalt  behandelt  worden,  wesshalb 
ich  mich  bemühen  werde,  sie  ausführlich  und  bestimmt  zu 
entwickeln. 

Aufgabe  13. 

§.  365.  Ein  ruhender  und  um  eine  feste  Axe  beweglicher 
starrer  Körper  wird  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben;  man 
soll  die  Kräfte  bestimmen,  welche  die  Axe  hiernach  auszu- 
lidten  hat. 

Auflösung. 

Diese    L'iitersuchung  niuss  wieder  so  auf  den  Zustand  der 
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Hnhe  ztirückgeführf  werde»,  dass  man  sicTi  gewisse  einander 
im  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  am  KOrper  angebracht  denkt, 
welche  eben  eo  auf  die  Axe  einwirken,  als  die  antreibenden 
Kräfte,  wahrend  diese  im  Kfirper  eine  Eewegiing  erzeugen. 
Zii  diesem  Ende  bestimme  man  alle  den  Körper  antreibenden 
Kräfte  und  schiiesse  von  diesen  auf  die  Momente  in  Bezug 
auf  die  Üreliungsaxe,  deren  Samiae  ^=:  Vf&ei.  Hiernach  suche 
man    den  im  ZcittheKchen    di    erzeugten   Winkel    (Figur  35.), 

Vfnd^ 
welchen  wir  = -5^ym~  = '^'*'  gefunden    haben.      Ferner    suche 

man  die  elementaren  Kräfte,  welche  diesellie  Bewegung  erzeu- 
gen und  welche  wir  ft'r  die  einzelnen  Elemente  des  Körpers 
so  bestimmt  haben,  dass  das  in  X  gelegene  Element  dM  nach 
der,  auf  den  Ahsfund  KZ^r  perpendiculären  und  in  der  auf 
die   Ase   normalen  Ebene  gelegenen,   Richtung    'Z.t  oder    nach 

der  Richtung  der  erzeugten  Bewegung  durch  eine  Kraft  ^=  ■ — '-jw- 

VfrdM  ^ 

=  f3/is-  angetrieben  werde.     Zugleich  haben  wir  bemerkt,  dass 

die  Axe  nichts  von  diesen  Kräften  zu  erleiden  hat  Wenn  wir 
daher  ausserdem  KrSfte  am  Kürper  anbringen,  welche  diesen  gleich 
und  entgegengesetzt  sind,  so  wird  der  Körper  in  Ruhe  oder  im 
Gleichgewicht  erhalten  werden  und  es  wird  zugleich  dleDreliungs- 
axe  noch  dieselben  Kräfte  anszuhalten  halien,  welche  üie  bei  der 
Erzeugung  der  Bewegung  auszuhalten  hatte.  Um  hiernach  die 
auf  die  Axe  e  n  kenden  Kräfte  zu  linden,  denken  wir  uns  am 
Kürper   ausse    d        h  klich  antreibenden  Kräften,    elemen- 

tare Kräfte  angebra  ht  welche  die  erzengte  Bewegung  wieder 
aufheben;  ode  n  b  e  statt  dieser  nach  §.  357.  am  Kür- 
per Kräfte  a       wcl  le    d        dort  angegebenen  lir  und  Ss  ent- 

Vfo 

gegengesetzt    sind,    indem    man    « ^  jr^?j^  setzt.     Auf   diese 

Weise  wird  der  Körper  im  Gleichgewicht  erhalten  werden  und 
die  Äse  dieselben  Kräfte  auszuliallen    haben,    welche  sie  bei 

der  Erzeugung  der  Bewegung  auszuhaltcn  hat. 

Zusatz   J. 

§.   Zm.      Ausser    den    den    Körper    wirklich    antreibenden 
Kräften    hat  man   zuerst  die  Kraft  lir,    ihr  selbst  entgegenge- 

VffidM 
setzt,  anzubringen;  es  ist  aber  diese  Kraft  ■=    fäiaj''    "'diei 
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der  drehenden  Bewegung- 

md  PR^'^^iw--    Zweitens  m 

Vffy' 
fi^dül 


"^-  /zdM   '""'  '  "  ~  fidM  ■   ■ 

eiitgegeset7,t    anbringeo   die    Kraft  Äj  =  -^^^  , 


~  fyd31    """^  *^*^  -  fyüM    '^'■ 

Zusatz  2. 
§.  3Ö7.  Wenn  aber  die  ai)ficil)entlen  Kräfte  dem  Kürper 
eine  Bewegung  in  dem,  Z^  entgegengesetzten,  Sinne  einflüssen, 
so  hat  man  sich  ausser  ihnen  die  Kräfte  Rr  und  Ss  selbst  am 
Kürper  angebracht  zu  (lenken.  Hierbei  niuss  man  sich  erinnern, 
dass  OX=x,  XY  =  y,   FZ  — I  und  r2  =  j/2  +  i2  ist. 

Zusatz  3. 
§.  3G8.  Nach  diesen  Kräften,  welche  den  Körper  im 
Gleichgewichte  erhalten,  muss  man  beurlheüen ,  wieviel  die 
Äse  von  ihnen  zu  erleiden  hat  oder  durch  eine  wie  grosse 
Kraft  sie  festgehalten  werden  rauss,  um  nicht  von  ihrem  Orte 
entfernt  zu  werden. 

Anmerkung. 

§.  369.  Die  Ase  wird  hier  als  durchaus  fest  I)etriichtet, 
so  dass  der  Kfirpcr  sieh  im  fileichgewicht  befinden  wird,  wenn 
die  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  sie  sich  elnandei'  aufbeben. 
Damit  wir  aber  deutlicher  ersehen,  wie  grosse  Kräfte  die  Axe  aus- 
zuhalten  hat,  denken  wir  uns  die  Sache  am  bequemsten  so,  als 
ob  die  Ase  in  zwei  Punkten  festgehalten  würde,  damit  wir  au 
bestimmen  haben,  wie  grosse  Kräfte  in  diesen  Punkten  ange- 
bracht werden  mfissen,  um  die  Axe  in  ihrer  Lage  zu  erhalten. 
Diese  Beurtheilung  wurde  zwar  leicht  sein,  wenn  die  Kräfte 
an  der  Axe  selbst  angebracht  viären,  weil  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  eine  beliebige  Kraft  an  der  Ase  angebracht  sei, 
man  immer  in  zwei  gegebenen  Punkten  anzubringende  Kräfte 
darstellen  kann,  welche  jener  gleichgeltend  sind.  Da  nun  die 
Richtungen  der  Kräfte,  welche  dem  Körper  eine  Bewegung 
einflössen,  desshalb  eben  nicht  durch  die  Axe  gehen  und  die 
ausserdem  anzubringenden  Kräfte  Rr  und  Ss  ebenfalls  nicht 
auf  die  Axe  einwirken;  so  wird  die  ganze  Arbeit  darauf  zurück- 
geführt, dass  wir  alle  Kräfte,  durch  welche  wir  den  Körper 
als  angetrieben  betrachten,  auf  andere  ihnen  gleichgeltende 
bringen,  welche  alle  unmittelbar  an  der  Ase  angebracht  sind. 
Zuerst  darf  man   bezweifeln  ,   ob   diess  geschehen  kiJnno.     Wir 
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iierdeii  nber  zeinen  di&s  ';o  uft  die  im  KnpeE  in^ebnditen 
Knfte  im  GleieljqeHichte  stellen,  nnn  immer  ihnen  gleicligel 
tende  anheben  kann,  nelche  au  der  Drehnii^^a\e  selbst  aiige 
hncht  sind  Von  den  antreibenden  Kinften  hat  mm  aber  /«ci 
Arten  aufzustellen  die  ei'ste  enthalt  diejenigen  iiek'e  ,,  >' 
kein  Moment  in  Bezug  auf  die  Äxe  bilden,  nas  geschieht 
wenn  ihre  Eichfiinge«  mrt  der  Drehunjoase  in  der'^elben  Ebene 
lieqen  die  zneite  Art  umfisst  diejenigen  Ki  ifte  deren  f  i(h 
tunaen  sidi  in  einer  auf  dio  Axe  normiien  Ebene  befinden 
und  »eiche  geiiis'-ermaisseu  ^janz  zui  Erzeus^ung  einer  drehen 
den  Bene^iing  lernandt  »erden  Man  kann  aber  alle  Ki  ilte 
auf  diebe  zwei  Aiten  zurückfuhren  und  iih  iierde  ddher  zueist 
erforschen,  welchf  Wirkung  die  \5e\on  der  ci 9ten  Art,  die  gir 
keine  Bewegung  ci/eu^t,  zu  eileidcn  hat 

Aufgabe   14. 

§.  370.  Ein  starrer  Kijqier,  weicher  um  eine  feste  Axe 
beweglich  ist,  wird  durch  eine  Kraft  angetrieben,  deren  Rich- 
tung mit  der  Axe  in  derselben  Ebene  liegt;  man  soll  die  Krflfte 
bestimmen,  welche  hiernach  die  Asc  in  zwei  gegebenen  Punk- 
ten auszuhalten  hat. 

ÄüflÜaung. 
(Fig.  37.)  Es  sei  ü/iVdie  Drehungsaxe  und  i'QdieKichtung  der 
antreibenden  Kraft  V,  welche,  wenn  sie  nicht  etwa  der  Axe 
parallel  ist,  diese  in  einem  gewissen  Punkte  T.  schneiden  wird, 
weil  sie  mit  ihr  in  derselben  Ebene  liegt.  Da  nun  aus  dieser 
Kraft  kein  Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  MN  entspringt,  so 
wird  sie  auch  nicht  auf  eine  etwa  stattfindende  Bewegung  ein- 
wirken; die  Axe  wird  daher  eben  so  durch  sie  angetrieben 
weiden,  als  oh  sie  sich  In  Ruhe  befände.  Wir  köimen  ?uns 
daher  die  Sache  so  denken,  als  ob  die  Kraft  V  an  der  Axe  im 
Punkt  T  und  nach  der  Richtung  TQ  angebracht  wäre  und  wenn 
wir  sie  nach  den  Richtungen  TN  und  der,  in  der  Ebene 
MNPQ  auf  MN  normalen,  Tt  zerlegen;  so  wird 
die  Kraft  TN=r.cosNTQ  nnd  die  Kraft  Tt=  F&luNTQ. 
Ist  nun  die  Frage,  wie  grosse  Kr.nfte  die  Axe  in  den  Punk- 
ten M  und  N  auszuhalten  habe,  so  falle  man  von  diesen  auf 
die  Richtung   der  Kraft  PQ  die  Perpendikel  IUP  md  NQ.     Da 

^,^^       TQ         TP        PQ 
cos  NTQ  =  ^=jr^^  j^^ 
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so  winl 

PO  NO  MP 

die    Kraft  TN ^--  V.  ^  iiiiil  die  Kraft  ^>^  ^  ■  jW  =  ''^  S" 

Zuerst  ivird   also   die  Axe  liings  ilirer  Richtung  MN  dirrch 
PO 
eine   Kriift  =  ^-^Mly  angetrieben    und    es  ist    gleichgültig,   in 

welchem  Punkte  derselben  wir  uns  die  letztere  angebracht  den- 
ken. In  den  Punkten  M  und  N  kann  man  aber  die  Kräfte 
Mm  und  Nn,   normal  auf  die  Axe  in    der   Ebene  MNPQ,   als 

der  Kraft  Tl  gleichgeltend,  anbringen  und  es  ivird 

TN  NO 

,   TM  MP 

'■MN~  ''■MN' 


und  die  Kraft  iV"^« 


Diese  Kl  dte  hit  demmch  die  Axe  in  den    egebei  en  Punk 

PQ 

ten  M  und  N    luszuhtlfen    aii'.sei  lener  Kraft  V  -jffjK'    »eiche 

längs  der  Richtung  du  Axe  selbst  wirkt  und  ^«ar  enl^pinigen 
diese  Kräfte   -ius    dei   loiaiis^esetzt^n   Krift   f      durch  nelche 

der  KiJrper  in  dei    Hichtnn^  PQ  Tn^efueben  h  id 

Zusatz   I 
§.371.     (tigin  38)     fallt    dei   Durthschnitt-punl  t    2"  nicht 
zwischen  die  Punkte  M  and  N,  so  miitis  imn  dis  Perpendikel 
NQ  als  negativ    in-^ehen  und  e«  wird    die  in  ilf  an^ultiingende 
Kraft  Mm  ge^en  PQ  gpuchtet  sein    s>  da^s  mau  h  it 

ausser  welchen  die  Axe  längs  Jl/iV  durch  eine  Kraft  =:  F.  -^^ 

angetrieben  wird. 

Zusatz    2. 

g.  372.  (Figur  3«.)  Wenn  die  Richtung  PQ  der  antrei- 
benden Kraft  V  der  Axe  MN  parallel  ist  und  sich  im  Abstände 
MP  von  ihr  befindet,  so  wird  zuerst  die  Axe  längs  ihrer  Rich- 
tung MN  durch  eine  Kraft  =  V  forfgeKogen,    ausserdem    wird 

MP 
sie  aber  die  einander  und    V.  ^r^  gleichen  Kräfte  Mm  und  Nn 

aiiszuhalten  haben. 
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Anmerkting. 
§.  373.  (Figur  40.)  Für  unser»  Plan  genfigf  es,  diesen 
letzten  Fall  der  Aufgahcj  in  ivelchem  die  RichtHiig  der  antrei- 
benden Kraft  der  Axe  selbst  parallel  ist,  angeführt  zu  haben. 
Durch  nas  für  eine  Kraft  ein  Kfirper  auch  angetrieben  werden 
mag,  so  kann  man  dieselbe  immer  in  zwei  zerlegen,  von  de- 
nen die  eine  eine  der  Axe  parallele  Richtung  hat,  die  andere 
aber  in  einer  auf  die  Axe  normalen  Ebene  liegt.  Um  diess 
deutlicher  einzusehen,  sei  OA  die  Drehungsaxe  und  an  dem 
Körper  eine  beliebige  Kraft  PV=:  V  angebracht,  man  ziehe 
aus  dem  beliebigen  Punkte  P  derselben  die  gerade  Linie  PQ 
parallel  der  Axe  OA,  aus  V  fälle  man  auf  die  Ebene  OAPQ 
das  Perpendikel  Vli,  ziehe  RQ  normal  auf  PQ;  alsdann  wird 
VQ  auch  normal  auf  PQ  und  in  einer  auf  die  letztere  iiurma- 
len  Ebene  liegen.  Zieht  man  nun  Po  parallel  und  gleich  QV,  so 
wird  erstere  auch  auf  PQ  perpendieulär  sein  und  in  einer  auf  OA 
normalen  Ebene  liegen.  Da  nun  PQ  Vv  ein  Rechteck  ist,  so  wird 
man  die  Kraft  PV^  V  in  die  Kräfte  PQ  und  Po  zerlegen  können, 

=  ^-  V  und  die  Kraft  Pe  =^  ^  V 
wird.  Da  wir  nun  die  Wirkung  jener  Kraft  PQ  auf  <Iic  Axe 
schon  bestimmt  haben,  so  bleibt  noch  zu  ermitteln  übrig,  wie- 
viel die  Axe  durch  die  Kraft  Pe ,  während  diese  die  drehende 
Bewegung  erzeugt,  auszuhallen  bat;  zu  diesem  Ende  wollen 
wir  die  folgenden  Aufgaben  entwickebi. 
Aufgabe  13. 

§.  374.  (Figur  41.)  Eine  ebene  starre  Scheibe  EFBG  sei 
um  eine,  in  O  auf  sie  normale,  feste  Axe  beweglich  und  es 
werde  dieselbe  in  eben  dieser  Ebene  durch  eine  gegebene  Kraft 
V  in  der  Ulchtung  BD  angetrieben;  man  soll  die  Kräfte  be- 
stimmen, welche  die  Axe  bei  der  Erzeugung  der  Bewegung 
auszuhalten  bat. 

Auflösung. 

Man  fälle  von  der  Axe  O  auf  die  Richtung  der  antreiben- 
den Kraft  das  Perpendikel  OD  =  f,  alsdann  wird  ihr  Moment 
=:  Vf  und  wenn  man  nun  ein  Element  dM  des  Körpers  in  Z 
annimmt,  dessen  Absfand  OZ  =  r  sei,  so  wird  die  Seheibe 
während  des  Zeittheilcbens  (/(,  im  Sinne  Z^,  um  einen  Winkel 

^OT=  r^i\f  lierumgedreht  werden.     Um   diese  Wirkung  Iier- 
vorzubringen ,    ist  eine  längs    ZJ  antreibende  elemewtare   Kraft 
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__. _;  -      -^  erlorderlicli.     Um  fliese  e  emcnfaren  Kra  te 

gdt^  jrMM 

zu  vereinigen,  nelmie  man  in  der  EbciiQ  der  Scheibe  die  zwei 
auf  einander  iiarnialen  Axen  OB  und  OC  an,  und  wenn  man 
nun  die  Coordinafen  OY  =  y  und  FZ  =  s  setzt,  so  dass 
,.a_.^3^j2  wird;  so  zerlege  man  die  Kraft  Z£  nach  den  Rich- 
tungen ZF  und  Zz.    Es  wird  alsdann 

die  Kraft  ZV=^~  und   die  Kraft  Z.=  ^f  ■ 
Nun  sei  allen  Kräften  ZV  die  Kraft  ßr,  allen  Kräften  Zz 
die  Kraft  Ss  gleichgeltend,  alsdann  nird 

die  Kraft  flr—  ^PMf,  und  der  Abstand  OR=^i 


ferner-        -     fy^-ysj]^    '      "  -  ^^~ fydM  ' 

Denkt  man  sich  diese  Kräfte  auf  entgegengesetzte  Weise 
in  Jiff  und  Se  angebratht  und  verbindet  man  mit  ihnen  die 
antreibende  Kraft  BD=  V,  so  erbiilt  man  die  KrSfle,  wekhe 
die  Axe  auszuhalten  hat  (§§.357.  und  369.).  Nun  ist  aber  die 
Kraft  i)(i=  V  gleicbgeltend  der,  im  Punkte  O  nach  derselben 
Richtung  angebrachten,  Kraft  0&t=V  nnd  ausserdem  einer 
verschwindenden  Kraft,  welche  in  der  in's  Unendliche  verlßn- 
gerteo  Entfernung  OD  anzubringen  ist,  deren  Moment  aber 
=  Ff  ist.  Auf  ähnliclie  Weise  kann  man  statt  der  Kräfte  Kq 
lind  Sa  im  Punkte  O  die  ihnen  gleichgeltenden  Kräfte  OR' 
und  OS'  setzen,  in  Verbindung  mit  den  verschwindenden  und 
in  unendlich  grossen  Entfernungen    so  anzubringenden  Kräften, 

dass  ihre  IWomente  =  -jä'^iJ^  "nd  =  f^dM~  ""^'''l^"-  "» 
nun  die  Momente,  welche  aus  den  verschwindenden  Kräften 
entspringen,  sich  aufbeben,  so  treten  diese  uicht  weiter  \o  die 
Rechnung  ein;  es  hat  daher  die  Axe  im  Punkte  O  folgende 
drei  Kräfte  auszuhalten: 
1)  die   Kraft  09  ~V,    gleich   und    parallel    der    antreibenden, 

3,  -    -  os-^-rmr 


fi'dll    ' 

Ziisiilz   1. 
§.  375.     Zielit   man    die    Axe   Oß  .Irivdi    den  Mittelimnkf 
Trägheit  i!cr  Scheibe  oder  /,  so  wird 
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fzcm=0  und  fyilM— 31.01, 

wo  M  die  ganze  Masse    bezeichiief.    Hiernach    Iiat  tlie  Ase  i 

VßTOl  ,    „ 

=  -^^5;^^^-ai,s.Hhalte. 

welche  leicht  auf  eine  eVnaige  reducift  nertleii. 


O  die  zwei  Kräfte  08  =  V  und   OS' ^ 


§.  376.  Damit  die  Asc  ^ar  keine  Krurt  anszulialteii  hale, 
muss  die  Richtung  der  aiifreüjeiiden  Kraft  oder  BD  auf  die 
gerade  Linie  OIB  normal,  ansserdeni  aber 

sein,  wo  /*=  OD  den  Ahslantl  der  angeljratiife«  Kraft  voh  der 
Äxe  O  bezeichnet. 

Zusatz   3. 

g.  377.  Ist  aber  die  Kraft  V  so  angebracht,  dass  die  Axe 
O  keine  Einwirkung  von  ihr  erleidet,  so  wird,  weil  /=  /ü'~FiJ 
ist,  die  Scheibe  «äbreiid  des  Zeiftheilcbeiis  dt  um  einen  Win- 
kel dto  umgedreht,  wo  (?(u=  M  (ii  '^''  ^^^  Punkt  /  wird 
daher  eben  so  sich  zu  bewegen  anfangen,  als  ob  die  ganze 
Masse  in  ihm  vereinigt  iväre  uud  diese  durch  dieselbe  Kraft 
V  angetrieben  würde. 

Erlilutevxing. 

§.  378.  Die  Grnndlage  dieser  Auflösung  stützt  sich  auf  das 
Princip,  dass  die  Kräfte,  deren  JUomente  in  Bezug  auf  die 
Drehungsasie  sich  aufheben,  aufalie  letztere  dieselbe  Wifknng 
ausüben,  als  üb  diese  Kräfte  unmittelbar  an  der  Axe  in  ihren 
Richtungen  angebracht  wären.  Wenn  diess  auch  in  der  Auflii- 
sung  hinreichend  bestätigt  worden  ist,  weil  die  verschwinden- 
den Kräfte,  deren  Momente  sich  aufgeben,  mit  Recht  vernach- 
lässigt werden  können;  so  wird  es  doch,  wenn  das  Verschwin- 
den der  Kräfte  und  die  unendlich  grosse  Entfernung,  in  welcher 
man  sie  sich  angebracht  denkt,  für  jenmnden  anstössig  sein 
solffe,  angenehm  sein,  dasselbe  auf  eine  andere  Weise  zu  zei- 
gen. Es  seien  demnach  (Figur  43.)  Bh  und  Cc  zwei  Kräfte  in 
derselben  Ebene,  deren  Momente  in  Bezng  auf  den  Punkt  O 
sich  auflieben,  so  dass,  wenn  man  von  O  auf  ihre  Richtungen 
die  Perpendikel  OB  »nd   OC  fnllt,  man  habe 

Bb.Oß  =  Cc.  OC  oder  Bö  :  Cc  ^  OC :  OB. 
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Es  Bifigen  nnn  ihre  Richfuitgeii  im  Punkte  E  zusamitieii- 
treflen,  aisdunn  kann  nnin  sicli  beide  KriiCte  gleicbsiim  in  dem- 
selben Punkte  angebracht  denken  liiui  es  wild  Eine  ihnen  gleich- 
geltende Kraß  £e  geben,  deren  Richtung  nothivendig  durch  den 
Punkt  O  geht,  indem  snnsf  aus  ihr,  der  Voraussetzung  zuwider, 
ein  Moment  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  entspringen  würde. 
Diess  wird  auch  folgendermaassen  bewiesen.  Es  sei  Ee  die 
mittlere  Richtung  der  in  E  angebrachten  Kriilfe  Bit  und  Cv, 
alsdann  wird  durch  die  Zerlegung  der  Kräfte 

Bl>:  Cc  =  sinv:  sin  ,^; 
(rasselbe  Verhaltniss  gilt  aber,  ^Tenn  Ee   durch  den    Punkt  O 
geht,  indem  alsdann 

ein V  ■.s\aii=OC:OS=m:  Cc. 

Wir  küiinen  uns  demnach  die  Kraft  Ec  gleichsam  in  O 
angebracht  denken  und  es  sei  dieselbe  ^  Oa,  nelcher  also 
auch  die  Kräfte  Oß  =  Bb  und  Oy==.Cc  gleichgelten  werden; 
auf  diese  Weise  können  wir  mit  Recht  au  die  Stelle  der  Kraft e 
156  und  Ce  die  Ihnen  gleichen  und  im  Punkte  O  angebrachten 
Kräfte  Oß  und  Oy  setzen.  Durch  diesen  Ueweis  wird  daher 
umgekehrt  der  in  der  Auilüsung  angenommene  Grundsatz  ausser 
Zweifel  gesetzt. 

Anmerkung. 

§.  37ö.  Sehr  benierkenswerth  ist  dei  Fall  in  welchem  d  e 
deii  Kiirper  autreibende  Kraft  gar  kirne  ^\irkun^  luf  die  l)ro 
Iiungsaxe  ausübt,  diese  also  von  freien  St  cken  m  Ruhe  blei 
hen  wird,  während  die  Kraft  ihre  Wirkung  lusiuiiben  anfangt 
Damit  wir  diesen  Fall  (Fig. 41.) genauer  kern  en  lernen  niu-sen  nir 
auf  der  von  der  Axe  O  durch  den  Mittelpunkt  de  Tia^heit  f 
verlüngerfen  geraden  Linie  Ol  den  Punkt  H  «uchen  ao  da-.s 
fr'^d  M 
'M.Ol 

werde;  alsdann  wird  eine  jede  beliebige  Kraft  IJh,  welche  auf 
OH  normal  in  der  vorausgesetzten  Ebene  ist,  auf  keine  Weise 
auf  die  Axe  O  einwirken.  Unten  werden  wir  aber  sehen,  dass 
der  Punkt  H  derselbe  ist,  vvelche'n  man  gewöhnlich  den  Schwin- 
guiigsmittelpunkt  zu  neimen  pflegt,  so  wie  /  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  ist. 

Uebrigens  wird  durch  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  die 
Auflösung  der  folgenden,  wo  wir  dein  Körper  auch  eine  Aus- 
dehnung in  der  Richtung  der  Axe  boilegeii,  erleichtert  werden. 


oa=i 
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Aufgalje    Iti. 

§.  380.  (Pigur  44.)  Ein  slavrer  Körper,  welcher  um  eine 
fesfe  Axe  OA  beweglich  ist,  wird  (lurcli  beliebig  viele  Kräfte 
angetrieben  ,  deren  Richtungen  in,  auf  die  Axe  normalen.  Ebenen 
liegen;  man  soll  die  Kräfte  finden,  welche  im  Anfange  der  Be- 
wegung unmittelbar  auf  die  Axe  einwifken, 
Auflösung. 

Da  alle  Kräfte  in  Ebenen  wirken,  welche  auf  die  Axe 
normal  sind,  so  suche  man  die  Momente  dev  einzelnen  in  Be- 
zug auf  die  Axö  OA,  ihr  Aggregat  Bei,  je  nachdem  sie  in 
demselben  oder  dem  entgegengesetzten  Siane  wirken,  ^  Vf; 
durch  dasselbe  werde  der  Körper  um  die  Axe  während  des 
Zeittheilchens  dt  durch  den  Winkel  da  gedreht,  so  dass  das 
Theilchen  in  Z  sich  im  Sinne  Z£  bewege.  Wir  nehmen  als 
Hilifsmiftel  der  Rechnung  je  zwei  auf  OA  normale  Axen  OB 
und  OC  an  und  stellen  für  das  in  Z  gelegene  Element  des 
Körpers  dM  d\e  drei  Coordinaten  OX=a:,  ^r  =  2,  und  YZ 
=  j  auf,  und  es  sei  sein  Abstand  von  der  Axe  oder  XZ  = 
V  j^  +  I*  =  r.  Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir  oben 
(§.  374.)  gefunden 

""  ^  "/AlM  ■ 
Au.sser  diesen  Kräften,  welche  den  Körper  wirklich  antrei- 
ben, wird  äberdem  die  Axe  durch  Kräfte  angelrieben,  welche 
denjenigen  gleich  und  entgegengesetzt  sind ,  auf  die  wir  oben 
die  elementaren  Kräfte  ziiröckge führt  haben  {§.  366.);  hierbei 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Momente  aller  dieser  Kräfte  ziisam- 
mengenonimen  sich  wechselseifig  aufheben.  Wenn  wir  daher 
statt  einer  jeden  Kraft  eine  ihr  gleiche,  an  der  Axe  in  dersel- 
ben Ricbtung  angebrachte  substituiren  und  eine  andere  ver- 
schwindende in  unendlich  grosser  Entfernung  angebrachte,  deren 
Moment  aber  dem  Moment  jener  gleich  ist;  so  werden  die 
Momente  aller  dieser  Kräfte  sich  aufbeben  und  da  sie  verschwin- 
den, gar  nicht  in  Rechnung  kommen.  Hiernach  werden  die 
KrSfte,  welche  unmittelbar  die  Axe  antreiben,  sich  folgender- 
maassen  verhalten: 

1)  werden  die   einzelnen  Kräfte,    welche  in,   auf  die    Axe   nor- 
malen. Ebenen  den  Körper  antreiben,  an  der  Axe  selbst  in 
derselben  Richtung  angebracht; 
'i)  nehme  man,  in  Folge  der  elementaren  Kräfte,   den  Abstand 
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OP=j^j^au   und  hringo  in  P,   nach  der   OB  parallelen 

Richtung,  an   der  Axe  die  Kraft  Pp  =  ^^JM  ^^  <§-^^*'-)' 

3)  nehme  man  den  Abstand  0Q=.  -j^yj^     an    uud    bringe    in 

Q,  nach  der  OC  parallelen  und  entgegengesetzten  Richtung 

die  Kraft  Qff=;  -Ki^^  an  (§■  366.).     Auf  diese  Weise  wird 

man  alle  Kräfte  erhalten,  welche  die  Axe  auszuhalten  Iiat,    so 

dass  diese  hinreichend  befestigt  sein  muss,  um  nicht  aus  ihrer 

Lage  gebracht  zu  werden. 

Zusatz  1. 
§.  381.    Nimmt  man  die  Ebene  AOB  so  an,  dass  sie  durch 
den    Mittelpunkt    der    Trägheit    des    Korpers    gehet,    so    wird 
fid3I=:0  und  es  verschwindet  daher   die  Kraft  Pq.     Zugleich 
wird  aber   der   Abstand    0P=^  <x  und  man  hat  zu  bemerken, 
VffxtdM 
''    fr^dßl 

wird,  diese  Kraft  also  nicht  vernachlässigt  werden  darf. 
Zusatz   2. 
g.  382.     Weil  auf  diese  Weise  alle  Kräfte,  welche  die  Ase 
auszuhalten  hat,  an  dieser  selbst  angebracht  sind,  wird,  wenn 
sie  sich  wechselseitig  im  Citeichgewicht  halten,  die  Axe  keine 
Einwirkung  erleiden   und  der  Körper  «m   sie,    wenn  sie    auch 
frei  ist,  von  freien  Stücken  sich  herumzudrehen  anfangen. 
Zusatz  3. 
§.  383.    Aus  den  einzelnen  Kräften  aber,  welche  den  Kör- 
per antreiben,    entspringen    eben  so  viele   an   der   Ase   selbst 
angebrachte  Kräfte  nnd  indem  man  diesen  die  zwei,  ebenfalls 
an  ihr  angebrachten,  Kräfte  Pp  und  Qo  hinzufügt,    erhält  man 
auf  diese  Weise  alle  auf  sie  einwirkenden  KrSfte. 

§.  384,  (Figur  45.)  Wir  haben  schon  vorhergezeigt,  dass, 
wenn  zwei  Kräfte  in  derselben  auf  die  Axe  normalen  Ebene 
angebracht  sind  und  ihre  Momente  sich  aufheben,  ihnen  zwei 
gleiche  an  der  Axe  selbst  und  in  denselben  Richtungen  ange- 
brachte Kräfte  gleicbgeltend  sind.  Jetzt  müssen  wir  daher, 
damit    kein    Zweifel   in   Betreff  dieser   Äuflüsung   übrig    bleibe. 
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iiacli  ([eil  Principieii  der  ßtatik  be^rcläen,  Aase  dusHcibe  gilt, 
wenn  auch  die  Kräfte  in  verschiedenen  auf  die  Axe  normaleri 
Ebenen  angebracht  sind.  Es  sei  datier  an  der  Axe  OA  in  der 
Ebene,  weiche  in  E  auf  ihr  normal  bteht,  eine  beliebige  in 
der  Figur  nicht  aiisgedröckte  Kralt  angebracht,  ferner  sei  in 
der  Ebene,  welche  in  F  normal  auf  der  Axe  steht,  die  Kraft 
Nn  angebracht,  deren  Moment  dem  jenfir  Kraft  gleich  und 
entgegengesetzt  ist  und  es  sei  FN  auf  die  ßichtung  die&er 
Kraft  Nn  perpendiculär.  Man  ziehe  nun  au&  E  die  Linie  EM 
=  und+|:/'iV  und  denke  sich  in  M  die  Kraft  JI/i»  =  und  #i\'^/i, 
ferner  in  E  und  F  die  jenen  gleichen  und  [laiallelen  Kiäfle 
E^  und  Fv  angebiacht.  Offenbai  neiden  die  drei  Kriifte  Mm, 
Eh  und  F»  der  einen  Kraft  Nn  gleichgeltend  sein,  weil  diese, 
auf  entgegengesetzte  Weise  angebiacht,  mit  jenen  dreien  im 
Oleichgeuieht  stehen  \färde.  Wir  können  daher  statt  der 
Kraft  Nn  die  drei  Kräfte  Mm,  Eft  und  Fv  substituiren,  von 
denen  die  z»ei  letzten  an  der  Axe  selbst,  die  erstere  aber  in 
derselben  auf  die  Axe  normalen  Ebene,  in  welcher  die  nicht 
dargestellte  Kraft  wirkt,  angebracht  ist.  Da  nun  das  Mo- 
ment dieser  Kraft  Min  dem  Momente  der  in  der  Figur  niuht 
dargestellten  Kraft  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  so  kann 
man  dieselben  auf  die  Axe  übertragen  und  so  an  die  Stelle 
der  Kraft  ßlin  die  ihr  gleiche  und  parallele  EM'  setzen.  Da 
diese  aber  durch  die  Kraft  Ejj.  aufgehoben  wird,  so  bleibt 
allein  die  Kiafl  Fv  fibrig,  nelche  die  Stelle  der  Kraft  Nn  bei- 
treten wird,  wahrend  auch  die  in  dei  Figur  nicht  ausiredrückte 
Kraß  im  Punkte  E  angebracht  ist.  Man  ersieht  hieiaus  im 
Allgemeinen,  dass  man  an  die  Stelle  lon  Kräften,  deren  Mo- 
mente sich  aufheben,  dieselben  an  der  Axe  selbst  angebrach- 
ten Kräfte  setzen  darf,  nerm  nämlich  ihre  Richtungen  in  Ebe- 
nen liegen,  welche  auf  der  Axe  noimal  stehen. 
Aufgabe    17. 

§.  383.  (Figur  44.)  Ein  starrer  um  eine  feste  Axn  OA 
beweglicher  Körper  wird  durch  beliebige  Kräfte  atigefrieben; 
man  soll  die  Kräfte  bestimmen,  welche  die  Axe  in  zwei  gege- 
benen Punkten  O  und  A  unterstulzen  müssen,  damit  diese- 
nicht  aus  ihrer  Lage  gebracht  werde. 
Auflösung. 

Durch  den  einen  der  gegebenen  Punkte  O  denke  man  sich 
die  j;viei,    auf  einander  und    auf  die  Axe  OA  normaleji,   Axeii 
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OB  Ulli!  OC,  m\&  indem  man  für  ein  beliebiges  in  Z  gelege- 
ne.« Element  dM  des  Kiiriiers  die  drei  Coordiiiaten  OX=.x, 
AT  =  3/  und  YZ^z  voraussetzt,  setze  man  seiüen  ÄlistaJiil 
von  der  Di-eliungsaxe  oäer  XZ  =  V^y^ -i- z^=r.  Nun  betrachte 
man  die  einzelnen  de»  Körper  antreibenden  Kräfte  und  zerlege 
die  in  schiefer  Richtung  wirkenden  in  je  zwei,  von  denen  die 
eine  der  Axe  OA  parallel,  die  anrlere  sieh  in  einer  auf  diese 
Axe  normalen  Ebene  befinde.  Die  erstem  tragen  nichts  zur 
Bewegung  bei  und  welche  Wirkung  sie  auf  die  Axe  ansiiben, 
haben  wir  oben  (§.  372.J  bestimmt,  woraus  sich  zugleich  ergibt, 
wie  giosse  Kräfte  aus  ihnen  in  den  Punkten  O  und  A  ent- 
springen. Die  letztern  aber  mögen  zugleicb  das  Momente  Vf, 
zttr  Drebnng  des  Kilrpers  im  Sinne  Zt,  bilden;  eine  beliebige 
derselben  werde  in  dem  Punkte  der  Axe,  welchem  sie  ent- 
spiicht,  in  ihrer  Richtung  angebracht  und  es  sei  eine  derartige 
Kraft  Ll7=L.  Statt  dieser  bringe  man  in  dcnPimkten  O  imd 
A  die  einander  parallelen  Kräfte   OJ.  und  AI'  an,   so   dass    OA 

^    AL       ,    ,„       r    OL       .   .    ,        ,. 
~  ^'  UÄ  "'  ~       UÄ  ^^''  "'°^'"  aiesQ  zwei  jener  emen 

gleichgeltend  sein  werden.  Auf  diese  Weise  werden  von  den 
einzelnen  Kräften  je  zwei  solche  nach  den  Punkten  0  und  A 
übertragen.  Setzt  man  nun  den  Abstand  OA^:::a,  so  werden, 
in  Folge  der  Kräfte  Pq  undQe,  die  Punkte  Ound  A  die  jenen 
parallelen  Kräfte  Oo,  Aa  und  Ofo,  Act  auszuhalten  haben,  der- 
gestalt dass 

d.e  Kraft  Oo  =     '\j.,^aM  -  '  ^^"^  ^^''^'^^ -^«^  "S/rW/   ' 

n  _rfß:a-j:)>,dM  ._yfßidM 

'       ^^—        afrHM        '     '        '  ofrHM 

wird.  Da  auf  diese  Weise  alle  Kräfte,  welche  die  Ase  aus- 
zuhalten hat,  auf  die  Punkte  O  und  A  übertragen  sind,  so 
werden  diese  Punkte  der  Axe  in  Wirklichkeit  durch  dieselben 
zusammengenommen  angelrieben  werden.  Sie  müssen  daher 
nothwendig  durch  die  ihnen  entgegengesetufen  Kräfte  festgehal- 
ten werden. 

Zusatz  1. 
@.  386.  Alle  diese  an  der  Axe  in  den  Punkton  O  und  A 
angebrachten  Kräfte  sind  ztiglcicli  normal  gegen  sie  gerichtet, 
ausgenommen  wenn  auch  der  Axe  parallele  Kräfte  vorhanden 
sind,  in  Folge  deren  die  Axe  auch  in  der  Richtung  ihrer  Liinge 
gedrängt  werden  wird. 
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Zusatz  2. 
§.  3S7.  Wie  viele  Kiäfte  aber  auch  in  beiden  EiKipuiikfea 
O  und  A  angebracht  sei»  mügen ,  so  kann  man  sie  alle  lür 
beide  Punkfe  auf  Eine  zuruckfübren ,  welcbe  daher  die  Axe  in 
diesem  Punkte  auszuhalten  haben  nird.  Wenn  diese  Kräfte  in 
O  und  A  nicht  verschHinden,  wird  auch  die  Äxe  von  freien 
Stücken  nicht  in  ihrer  Lage  verharren. 

Zusatz  3. 

g.  388.  Wenn  keine  der  Axe  paraltekn  Kräfte  da  sind, 
wird  dieselbe  auch  in  der  Richtung  ihrer  Länge  durchaus  nicht 
gedrängt,  sondern  in  den  Punkten  O  und  A  nur  den  auf  die 
Axe  normalen  KrSften  Widerstand  zu  leisten  haben.  Es  wird 
daher  hinreichend  sein,  nenn  man  dl©  Axe  zwischen  zwei 
festen  Ringen  aufhängt. 

Anmerkung. 

§.  389.  Wir  können  hier  nicht  die  Art  und  Weise,  nach 
welcher  die  Axe  in  Ruhe  erhalten  zu  werden  pflegt,  entwickeln, 
weil  in  der  Praxis  die  Axen  der  Körper  eine  merkliche  Dicke 
haben,  so  dass  sieh  die  Aufhängung  nicht,  wie  wir  hier  ver- 
langt bähen,  auf  eine  lineare  Axe  bezieht.  Man  inuss  sich 
daher  hüten,  dass  man  nicht  dasjenige,  was  wir  bier  hinsicht- 
lich einer  linearen  Axe  bewiesen  haben,  unüberlegt  auf  beliebig 
dicke  Axen  ausdehne.  Man  halte  daher  hier  stets  fest,  dass 
die  Axe  für  uns  eine  gerade  Linie  ist,  welche  sich  während 
der  Bewegung  des  Körpers  selbst  nicht  bew^egt;  eine  Bewe- 
gung, welche  stattfinden  wflrde,  wenn  der  Körper  sich  zwischen 
zwei  Spitzen  befände,  um  welche  er  sich  ganz  frei  ohne  Rei- 
bung umwälzen  könnte.  Ist  aber  eine  materielle  Axe  da,  wie 
man  sie  an  den  Rädern  anzubringen  pflegt,  so  wird  diese  ent- 
weder auf  einer  Ebene  oder  einer  Hülilung  liegen  und  ihre  Be- 
wegung allerdings  in  Rechnung  kommen  müssen;  alsdann  wird 
es  nicht  leicht  sein,  diejenige  Linie  anzugeben,  welche  wäh- 
rend der  Bewegung  des  Körpers  selbst  unbeweglich  bleibt. 
Da  aber  hier  nur  vom  ersten  Anfange  der  Bewegung  die  Rede 
ist.  hält  es  nicht  schwer,  die  Linie  zu  erkennen,  welche  für 
jede  Art  der  Aufhängung  in  Ruhe  bleiben  wird. 
Aufgabe  18. 

§.  3M.  (Figur  46.)  Ein  starrer  Körper  ist  «m  die  Axe 
OA  beweglich;   man   soll    diejenigen  Kräfte  bestimmen,   durch 
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welche  (leisellje  aii^etrieljen  weriJen  kann,    oline   ilass  die  Axe 
irgend  >yelclie  Kriil'le  ans/uhalten  habe. 

AufliJsung. 
Es  mfissen  derartige  Kräfte  in  Ebenen  angebracht  «erden, 
welche  auf  der  Axe  normal  stehen  und  ncil  man  sie,  wieviel 
ihrer  auch  immer  da  sein  mögen,  auf  zwei  Ebenen  redudreii 
kani^;  so  wollen  wir  die  Kräfte  suchen,  welche  in  Ehenen,  die 
in  den  Punkten  0  nnd  A  atif  die  Axe  normal  sind,  angebracht 
werden  müssen,  damit  diese  gar  keine  Einwirkung  von  ihnen 
eileide.  Wir  nehmen  wie  vorhin  in  O  die  zwei  Axen  OB  und 
OC  an,  welche  so  wohl  aufeinander,  als  auf  OA  normal  sind 
und  setzen  ihnen  parallel  in  Ä  die  Linien  AFani  BH  voraus. 
Wenn  nir  nun  die  AuftOsung  der  vorhergehenden  Aufgabe 
die  dort  gefundenen  Formeln  zu  Hülfe  nehmen,  so  wird  dei 
vorliegenden  Aufgabe  Geniige  geschehen,  indem  wir  irgendiv 
auf  den  geraden  Linien  OB,  OC,  ÄF  und  AH  Kräfte  anbrh 
gen,  welche  den  dort  gefundenen  Oo,  Om,  Aa  und  Aa  gleich 
und  entgegengesetzt  sind,  weil  diese,  wenn  man  sie  auf  die 
Axe  fiberträgt,  durch  die  elementaren  Kräfte  aufgehoben  v 
den.  Es  seien  demnach  Ee  und  Ff  die  der  Axe  OC.  a 
G(f  und  Hh  die  der  Axe  OB  parallelen  Kräfte,  welche  so 
wirken,  wie  die  Figur  es  ?,eigt.  Setzen  wir  daher  den  Abstand 
OA^a,  so  müssen  diese  Kräfte  folgend  er  niaassen  beschaffen 

.mcydM 

VffxzdM 

afrUIii       '        '  '      """~    i'frUM    ' 

Ausserdem  muss    die  Summe  der  Blomente  dieser  vier  Kräfte 
gleich    F/sein.  nesshalb  wir  haben: 

OE.ß,a-x)ydM\-ÄF.fxydM-\-OG.ßfl-x)id,m-\-AH.SxtdM^afi'^dM. 
Dieser  Gleichung  wird  man  auf  unendlich  vielfache  Welse 
Genüge  leisten  künnen,  so  dass,  wenn  man  je  drei  Abstünde 
nach  Belieben  annimmt,  der  vierte  bestimmt  wird.  Leichter 
wird  aber  die  Auflösung  gemacht,  «enn  man  so  wohl  die  Ab- 
slände OE  und  AF,  als  auch  die  OG  und  AH  einander  gleich 
annimmt.     Setzen  wir  daher 

OE=AF-m  und  OG^AH^n, 
so  wird  die  GlcicUung 

wfydM  H-  vfidM=frMM, 


Gg  = 


vfrMM       ' 
rfS[a-x)ulM 
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wo  maii  eiifwetler  m,  oder  n  beliebig  annehmen  bann.  Hie 
reicht  es  hin,  ilass  jene  vier  Kräfte  das  Verhältniss  der  obi 
Fnimclii  einhaken,  Aass  also 


!  rSraft  Ee  = 


ab 


■'  ii,b  ab 


'.setzt  ist.     Dringt  man  diese   vier  Kväife 


sei.    «0  -p^  . 

nach    der  vorgescluiehenen   Weise  am   KOrper  an,    so  werdon 
sie  gar  nicht  anf  die  Axe  einwirken. 

Zusatz   ]. 
§.  391.     INimmt  man  an,  dass    die  Ehene  AOE  dnrcb  den 
Mittelpiitikt  der  Triigheit  /  gebe,  so  vÄrAfulM^O  nnd  ja  = 

ja    1    n'O  M  die  Masse    des  ganzen  Körpers  bezeichnet.     Es 
ird  demnach 

01/  '  ab 

ab 

lind  es  müssen  ihre  Absiäitde  von   der  Axe  im  allgemeinen  so 
heschaffe«  sein,  dass  wir  haben: 

M.a.Kl.OE-ViAF—  OE)ßcydM  +  (AH~~  OG)fxzdM=afr'^dM. 
Zusatz  2. 
g.  39-2.     Geht  auch  die  Axe  OÄ  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  /,  ist  also  Kl^^O,  so  haben  wir 

die  Kraft  £>^-^^,     die  KraftF/^^^. 
fazdM  ,,,       fxid31 

■'  ab  ab 

und  es  sind  ihre    Abstände  von    der  Axe  so  heschalfeu,   dass 
wir  haben: 

(AF—OE)ß>/dßI  +  (All-  OG)fxzdM  —  ofrHM. 

Zusatz   3. 
g.  393.     Wenn  die  Werthe  der  lntegrA]e ßtydM and  fxzdM 
verschwinden,  so  rersctvviiiden  auch  die  Kräfle  und  es  müssen 
einige   der  Abstände    unendlich    gross    sein.     Statt  einer  in  un- 
endlicher Entfernung  angebrachten  verschwindenden  Kraft  kann 
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man  filier  /,"ei,  in  cmllichen  Entfernungen  aiiKdliiingende  Krüflc 
^"  ^  """"'■  Anmerkung  1. 

§.  304.  Wir  haben  hier  KräCtc  eiiorscbt,  welche  in  i\v>:] 
auf  die  Axe  normalen  Ebenen  anzubringen  sind,  und  ron  denen 
die  Axe  keine  Einivirknngei  leidet.  Man  kann  aber  auf'nnzälilige 
Weise  andere  Krfiffe,  son-ohl  in  denselben  als  andern  Ebenen, 
darstellen,  welche  jenen  gleichgeltend  sind.  So  kann  man  statt 
der  Kraft  Ee  die  zwei  Pp  und  On  in  parallelen  Richtungen  an- 
nehmen, dergestalt  dass  man  hat 

Pp=Ee+0^  und  £e.EP=  Otc.OP  oder 
OP.P» 
Ee  =  Pp-07t  und  0£  =  j^^- 

Legt  man  daher  die  Ebene  AOB  durch  den  MiEfeljiunkt 
der  Trägheit  /  und  fährt  man  statt  der  Kraft  Ee  die  Kräfte 
Pp  und  Oji  ein,  von  denen  die  letztere  unbestimmt  bleibe;  so 
verhalten  sich  die  übrigen  fo'gendermaassen.     Es  wird 


m(l<ileKi«ltH/.=* 


ab     ' 

und       ahOP.Om^m.a.KI.OP-OPß:ydM-{-AFfxydM 
+  (A/J—0V1fii<lM=ri/r''dM. 
Führt  man  aiisserdctu  auf  übnli<:he  Weise  statt  der   Kraft 
Ff  ilie  z'vei  Kräfte  Rr  und  Age'in,  so  wird,  weil  Ff^=iRe  — 

^p,  AF^-.j^^j-  Hud  die  Kraft  A^  unserer   Willkiihr  über- 
lassen bleilit: 


die  Kraft  Pp  , 


Ae  + 


,nd  die  Kran ///,  =  -^=55^. 


lie  Abstände  werden  sich  alsdann  so  verhalten,  dass  wir  haben: 
ab.  OP.  Otv  +  m.a.KL  OP  +  (AR-  OP)fs?jdMi  _    ^  _  „ 
+  al).AR.AQ  -i-CAä-OGjfxidMi  "  "■''"  "'^"' 

Fuhren  wir  endlich  statt  der  Kraft  Gg  die  zwei  Kräfte  Qq 

m\    Oq>,   ebenso   statt  der  Kraft  Ilk  die  zwei  Ss  und  Ao.ehi, 

0  wird,  weil 
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€ff=Qr/--Oip  lind  06'  = 
Hft=:Ss  —  A<3  und  AH  = 


Qq-0<p' 

AS.Ss 


ganz  alli^omeiri; 


:  afrUM 


.      .    ^,„  ,      .     o.-fe*!? 

und        .         .        Ss=    ■        -       JiJ+-' — T — 

Ihre  Abstände  von  der  Axe  werden  sich  so  verhalten,  das 
wirViahen; 

aO.OP.07t  +  Itl.a.Kl.OP  i-iAR~OP)ßKffdIH  \ 
+  af>.AR.Ag  I 

+  aö.OQ.Og>  ( 

+  ab.AS.AG  ■-i-iJS~OQ)f%  dfl) 

WeiHi  mm  auch  der  Abstand  hl  nel)=t  den  IntegTahnfigdM 
und  fxidM  rerschnindet,  so  hahen  nir  doth  unzählige  endliche 
Kräfte,  welche  in  endlichen  Ab&tmdcn  angebracht  der  Aufgabe 
Genüffe  leisten. 

Anmerkung   2 

§.395.  In  dieser  allgemeinen  Aufl,sung  sind  de  \ici 
Kräfte  Offi,  Oip,  Jp  und  ^ffmiseier\^  llkulir  überlassen  un  1  is 
müssen  dieselben  in  den  Punkten  O  und  A  hngo  der  Richtun 
gen  OB  und  OC  angebracht  werden  Ferner  können  die  \.h 
Stande  OP,  OQ,  AR  und  AS  der  vier  übrigen  Kralte  Pp  Qq 
Rr  lind  S*  von  der  Axe  nach  Belieben  angenommen  n  erden 
wenn  nur  die  Grüsse  ab  so  bestimmt  wnd    dds  nir  haben 

,     a^r-'dM-m.a.KI  OP-\-{OP-ÄR)fxydM-\-{OQ~Ati)f.€.dM 
ab—  OP.OTc  +  OQ.O^  +  AIi.Ae  +  AS.AG 

Ist  dieser  Werth  gefunden,  so  werden  die  vier  lei/.ii-'iii 
Kräfte  so  bestimmt,  dass  wir  haben; 

„ie  K,.f.  Pi,  =  .l.r  K,af.  0,  +  ^ÜMzlSlAK, 

■     ■    iii=  ■     -    cv--^sr 

,  fxidM 
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Dieselben  haben,  in  Bezug  auf  die  erstem,  entgegenge- 
setzte Richluugeii,  wir  nelimeo  jedoch  an,  dass  sie  alle  Mo- 
mente bilden,  welche  in  demselben  Sinne  z«  nirken  stieben. 
Das  ganze  aus  ihnen  allen  hervorgehende  Moment  wird  aber 
_  ajTHM  ^  ^.^^^  ^^^^^  ^^.^  ^^^^  ^g_  ggQj    y^  genannt  und  es 

wird  hierdurch    der   Anfang   der  Bewegung  so    be&limnit,  dass 
im  Zeitthe liehen  dt  der    Körper    sich    um     einen    Winkel    (Zu 


hier  a  den  Zwischenraum  OÄ  bezeichnet,  ferner  dass  für  jedes 
beliebige  Element  dM  des  Kiirpers  die  den  Äxen  OA,  OB  und 
OC  parallelen  Coordinatcn  a,  >/  und  i  sind,  deren  erstere  x 
vom  Punkt  O  an  genommen  wird.  Ferner  haben  wir  hier  die 
Ebene  AOB  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  des  Kör- 
pers gelegt,  sn  dass  OC  normal  auf  jene  Ebene  ist. 
Aufgabe  19. 

§.  390.     Ein  starrer,   um    eine  feste  Axe  beweglicher  Kör- 
per wird  durch  beliebige  KrSfte  angetrieben   und    in  Bewegung 
gesetzt;  man  soll    die  Kräfte    bestimmen,    welche    der  Znsani- 
menhang  des  Körpers  aiiszubalten  hat. 
Auflösung. 

Wir  müssen  liier  die  Kräfte  finden,  welche  am  Körper  an- 
gebracht ihn  zwar  im  Gleichgewicht  erhalfen,  aber  zugleich 
auf  seinen  Zusammenhang  dieselbe  Wirkung  ausfiben,  welche 
derselbe  bei  Hervorbringuiig  der  Bewegung  erleidet.  Zuerst 
hat  daher  der  Körper  diejenigen  Kräfte  auszuhalten,  durch 
welcbe  er  wirklich  angetrieben  vvird,  wobei  man  die  Theile, 
woran  sie  einzeln  unmittelbar  angebracht  sind,  gehörig  bezeich- 
nen muss,  weil  nSmIich  jede  beliebige  Kraft  nur  ein  einziges 
Theilchen  des  Körpers  fortdrüngt.  Zweitens  hat  man  aus  den 
Momenten  aller  dieser  Kräfte  auf  die  elementaren  Kräfte  zu 
schHessen,  welche  in  den  einzelnen  Elementen  eine  gleiche 
Bewegung  hervorbringen  worden;  an  diesen  einzelnen  Elementen 
denke  man  sich  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  angebracht, 
an  deren  Stelle  man  aber  nicht  wie  oben  andere  ihnen  gleich- 
geltende suhstituiren  darf,  weil  hierzu  die  Starrheit  selbst  er- 
forderlich ist.  Drittens  füge  man  die  Kräfte  hinzu,  durch  welche 
die  Axe  wirklich  in  Ruhe  erhalten  wird,  alsdann  werden  diese 
drei  Reihen  von  Kräften   den  Körper  in  vollkommenem  Gleich- 
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geivicht  erhalten  und  augleich  uerdun  sie  auf  den  Zusaromeii- 
harig  der  Ttieile  durchaus  dieselbe  Wirkung  ausüben,  welche 
diT  Kiirper  bei  der  Erzeugung  der  Bewegung  erleidet. 

Hieraus  ersltht  man,  durch  ein  wie  festes  Band  die  einzel- 
nen Theilchen  des  Kürpers  mit  einander  vereinigt  sein  müssen, 
damit  keine  Trennung  derselben  zu  befiirchten  sei  und  nur  wenn 
der  Zusammenhang  diesen  Kräften  hinreichend  zu  widerslehen 
vermag,  wird  man  denKiirjier  für  einen  starren  zu  halten  haben. 
Anmerkung. 

§.  397.  Wir  haben  hier  mtr  unternommen,  zu  bestimmen, 
durch  wie  grosse  Kräfte  die  einzelnen  Theilchen  des  Kürpers 
angetrieben  werden  und  welche  Kräfte  die  letztern  von  der 
Verbindung  mit  den  übrigen  Theilchen  zu  trennen  streben. 
Auf  welche  Weise  nämlich  der  Bau  des  Kürpers  dieser  Wir- 
kung widerstehe,  haben  wir  hier  nicht  zu  untersuchen,  weil 
dieses  VerhSltniss  der  Starrheit  för  jede  Art  von  Körpern  ein 
besonderes  ist.  TJebrigens  haben  wir  in  diesem  Kapitel  nur 
den  Anfang  der  Bewegung,  welche  einem  starren,  um  eine 
feste  Ase  beweglichen  Körper  durch  beliebige  Kräfte  beige- 
bracht wird,  betrachtet,  damit  man  um  so  leichter  die  blosse 
Wirkung  der  Kräfte,  von  der  den  Körpern  schon  inwohnenden 
Bewegung  getrennt,  durchschaue.  Besonders  aber  werden  wir 
hieraus  für  die  folgenden  Untersuchungen  Hülfsmittel  entnehmen, 
wenn  nümlich,  wäihrend  ein  Körper  sich  um  eine  beliebige  Axe 
dreht,  Kräfte  da  sind,  welche  ihn  um  eine  andere  Axe  zu  dre- 
hen streben;  man  wird  nämlich  alsdann  nach  der  augenblickli- 
chen, um  diese  Axe  hervorgebrachten  Wirkung  beurtheilen 
können,  auf  welche  Weise  die  vorhergehende  Bewegung  gestört 
werde.  Wir  werden  nun  also  einen  starren  Körper  bei  der 
Bewegung  um  eine  feste  Axe  betrachten  und  erforschen,  auf 
welche  Weise  diese  Bewegung  durch  beliebige  Kräfte  geändert 
werden  muss,  nachdem  wir  bereits  bewiesen  haben,  dass  eben 
diese  Bewegung,  wenn  keine  antreibenden  Kräfte  da  wären, 
gleichförmig  sein  wfirde.  Ausserdem  werden  wir  sorgfältig  die 
Kräfte  abzuwägen  haben,  welche  die  Drehungsaxe  inzwischen 
au8£uh alten  hat 
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Kapitel    IV. 

Von    der   durch    beliebige    Kräße    hervorgebrachten    StSrung 
der  drehenden  Bewegung. 


Aufgabe  20. 

§.  398.  Ein  starrer  Küiper  dreht  ^icli  um  eine  feste  Axe 
mit  einer  beliebigen  Winkelgeschwindigkeit;  man  soll  die  ele- 
mentaren Kräfte  bestimmen,  durch  welche  in  einem  gegebeneu 
Zeittheilchen  die  Winkelbewegung  eine  gegebene  Beschleuni- 
gung erlangt. 

Auflösung, 

Es  sei  Sl  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher,  wenn 
die  drehende  Bewegung  eine  gleichHirmige  wäre ,  in  den  ein- 
zelnen Secunden  ein  Winkel  ^=  Sl  beschrieben  werden  wärde; 
alsdann  soll  die  Bewegung  eine  so  grosse  Beschleunigung  er- 
halten, dass  nach  Verlauf  des  Zeitthcilchens  dt  die  Winkelge- 
schwindigkeit =  il  +  rfjJi  werde.  Man  betrachte  nun  ein  be- 
liebiges Element  dM  des  Körpers,  dessen  Abstand  von  der 
Drehungsase  =  r,  Geschwindigkeit  also  tn:  riJ  sei;  alsdann  soll 
dieselbe,  da  der  Abstand  rfär  dasselbe  Element  constant  bleibt, 
im  Zeittheilchen  dt  einen  Zuwachs  ^ri/ß  erhalten.  Zu  diesem 
Ende  ist  es  nothwendig,  dass  die  kleine  Masse  dM  in  der 
Richtung  der  Bewegung  durch  irgend  eine  Kraft  angetrieben 
werde  und  setzen  wir  diese  ^  p;  so  wird  nach  den  oben  auf- 
gestellten Prlncipien  der  Bewegung  (§.  202.) 

woraus  die  an  diesem  Elemente  anzubringende  Kraft  p  =  "n— --tt 
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fül^t.  Es  müssen  daher  die  einzelnen  Elemente  des  Kurpers 
in  der  Richtung  ihrer  Bewegung  durch  Kräfte  =  ^^- rrfjV 
augetrieheii  werden,  wo  dM  die  Masse  eines  jeden  Elcmenles 
und  T  seinen  Abstand  von  der  Ase  ausdrückt.  Dieses  sind 
die  elementaren  Kräl'te,  welche  die  einzelnen  Elemente  des 
Kilrpers  antreiben  und  die  drehende  Bewegung  so  beschleuni- 
gen, dass  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  jin  Zeittheilchen  df 
um  dSl  Kunehme. 

Zusatz   1. 

dSl 

§.  3ö9.  Da  2 — j7  für  alle  Elemente  des  K<irpers  densel- 
ben Werth  beibehält,  so  stehen  die  elementaren  Krüfte  im  zu- 
sammengesetzten Verhältniss  der  Massen  und  ihrer  Abstände 
von  der  Drehung saxe.  Man  hat  sich  aber  diese  einzelnen  Kräfte 
an  den  einzelnen  Elementen,  nach  der  Richtung  ihrer  Bewe- 
gung, angebracht  zu  denken. 

Zusatz   2. 

§.  400.  Da  keine  von  diesen  Kräften  die  übrigen  verhin- 
dert, ihre  volle  Wirkung  eben  so  hervorzubringen,  als  ob  die 
einzelnen  Theilchen  von  einander  getrennt  wären,  so  wird  von 
diesen  elementaren  Kräften  weder  der  Zusammenhang  des 
Körpers,  noch  die  Drehungsaxe  alficirt. 
Zusatz  3. 

g.  401.  Der  Zusammenhang  der  Theile  und  die  Drehung.s- 
axe  haben  daher  keine  andern  Kräfte  auszuhalten,  als  die  aus 
der  drehenden  Bewegung  entspringenden  und  diese  werden 
sich  in  diesem  Zeittheilchen  eben  so  verhalten,  als  ob  die 
drehende  Bewegung  gleichförmig  wäre. 
Anmerkung. 

§.  402.  Wenn  aber  auch  die  elementaren  Kräfte  an  sich 
auf  die  Drehungsaxe  nicht  einwirken,  sondern  gleichsam  ganz 
dazu  verwandt  werden,  d'le  Bewegung  der  einzelnen  Elemente 
zu  beschleunigen;  so  werden  doch  in  so  fern,  als  durch  sie  die 
drehende  Bewegung  beschleunigt  und  so  die  Cen tri fugal kraft 
vergrilssert  wird,  die  Kräfte,  welche  die  Axe  auszuhalten  hat, 
ebenfalls  grösser.  Diese  Wirkung  ist  aber  im  ersten  Augenblick 
unendlich  klöin  und  es  wird  die  Axe  nicht  anders  aßicirt,  als 
wenn  die  drehende  Bewegung  gleichförmig  wäre.     Da  nämlich 
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die  Winkelgesdiiviodigkeif  =  ß  ist,  so  strebt  jedes  Theileheii, 
dessen  Masse  =d3J  und  Abstand  von   der  Ase  =  r    ist,    von 

der  letztera  mit  einer  Kraft  =  — ä zurückauweiclien.  Durcb 

alle  diese  Kräfte  zusainnieiigenonimen  erleidet  aber  die  Axc 
OA  nach  §.  338.  eine  solche  Einwirkung,  dass,  wenn  mau  dfe 
zwei  auf  einander  und  auf  OA  normaten  Äxeti  OB  und  OC 
zu  Hülfe  nimmt  und  ihnen  parallel,  zur  Besfimmung  des  in  Z 
befindlicben  Elements  dUl ,  die  Coordinaten  OX  =  x>  XY  =  y 
und  YZ=:z  angenommen  werden,  alsdann  die  Ase  in  den 
zwei  Punkten  jEund  F  die  zwei  Kräfte  ^c  und  Ff  auszuhallen 
hat  Von  den  letztem  ist  jEe  #  OB  und  F/'^  OC  und  znar 
haben  wir 

OE=-^^~  und  die  Kraft  Ee=  ^J])dM, 

-=#  ■    ■     ■  'r=|/.«. 

Statt  derselben  kann  man  sich  in  den  zwei  gegebenen  Punk- 
ten O  und  A  je  zwei  gl  eich  gelten  de  Kräfte  Ob,  .Oc  und  Aß, 
Ay  angebracht  denken  und  es  werden  die^e,  wenn  man  den 
Abstand    OA  =  a  setzt,  nach  §.  343.  folgende  Werthe  haben: 

Aus  diesen  Formeln  scbliesst  man,  wie  grosse  Kräfte  die 
Axe  in  Folge  der  drehenden  Bewegung  allein  auszuhalten  hat. 

Aufgabe  21. 
§.  403.  Während  ein  starrer  Korper  sich  um  eine  feste 
Axe  dreht,  werden  seine  einzelnen  Theilcben  in  der  Richtung 
ihrer  Bewegung  durch  Kräfte  angetrieben,  welche  im  zusam- 
mengesetzten Verhaltniss  der  Massen  und  der  Abstände  von 
der  Ase  stehen;  man  soll  das  Incremcnt  der  Winkelgeschwin- 
digkeit bestimmen,  welches  in  einem  gegebenen  Zeitfli eilchen 
hervorgebracht  wird. 

Aufia...-!;. 

Man  setze  die  Winkelgeschivindjgkeit,  mit  welcher  der 
Korper  sich  jetzt  dreht,  ^=  iJ  und  betrachte  ein  beliebiges 
Theilcben  des  Körpers,  dessen  Masse  —  dM  und  Abstand 
von  der  Axe  =  r  sei.     Dieses  Theilcben    wird  daher  nach   der 
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Richtung  seiner  Bewegung  durch  eine  Kraft,  welche  rdM  pro- 
portional ist,    angetrieben    und    man  setze  sie   daher  =  —j—  , 

wo  h  eine  in  diesem  Augenblick  fiir  alle  Elemente  des  Körpera 
gemeinschaftliche  Linie  ist.  Da  nun  die  Geschwindigkeit  dieses 
Ktementes  =  r^  und  fiir  dieselbe  r  eine  constante  Grüsse  ist; 
eo  würde ,  wenn  dieses  Klement  sich  ausser  Verbindung  mit 
den  übrigen  befände, 

rdS>.  =  ii!f^dl:dM=^JBL'  (5.  202) 

das  im  Zeitthcilchen  (((  hervorgebrachte  Increment  der  Ge- 
schwindigkeit sein.  Hieraus  erhSlt  man  daher  zur  Bestimmung 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  die  Gleichung 

h 

da  also  aus  allen  Elementen  dieselbe  Beschleunigung  der  Win- 
kelgeschwindigkeit entspringt,  so  werden  'diese  einander  keines- 
weges  hinderlich  sein,  sondern  einzeln  ihre  Beschleunigung 
eben  so  annehmen,  als  ob  sie  von  einander  gelrennt  wären. 
Durch  diese  Kräfte,  welche  mit  den  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  bestimmten  elementaren  übereinkommen,  wird  daher 
die  drehende  Bewegung  des  starren  Körpers  so  beschleunigt, 
dass  im  ZeittheJIchen  dt  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  das  In- 

crement  riii  =:  ~-^ — 

erhält. 

Zusatz  I. 

g.  404.  Das  Increment  dSl  der  Winkelgeschwindigkeit 
hängt  demnach  nicht  von  der  letztern  oder  il  ab  und  es  mag 
diese  grösser  oder  kleiner  sein,  so  erlangt  sie  durch  dieselben 

Kräfte  in  demselben  Zeittheilchen  dasselbe  Increment. 

Zusatz   2. 


stand  r  von  der  Axe  und  in  einer  auf  diese  normalen  I 
normal  ist,  so  ist  ilir  Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  =  - 
also  die  Summe  aller  D 


=  i/-- 
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§.  406.  Weuii  det  KOiper  ausser  durch  diese  elementaren 
Krälte,  durch  andere  im  entgegengesetzten  Sinne  angetrieben 
wurde   und  das    Moment  der    letztern   in    Bezug  auf   die   Axe 


'\f-' 


,  so  würde  durch  diese  die  Wirkung 

jener  aufgehoben  werden  und  die  Bewegung  keine  Beschleuni- 
gung annehmen. 

Än>aerkung. 

§.  407.  In  Betreff  dieser  Kräfte,  welche  ich  elementare 
nenne,  weil  sie  in  den  einzelnen  Elementen  die  Aenderung  des 
Zustandes,  welche  diese  erleiden,  hervorbringeUj  hat  man  be- 
sonders zu  bemerken,  daes  durch  sie  die  Axe  keine  Einwirkung 
zw  erleiden  hat.  Diess  ist  der  Fall,  weil  die  einzelnen  Elemente 
von  ihnen  eben  so  aflicirt  werden ,  als  ob  sie  von  einander  ge- 
trennt wäien.  Obgleich  aber  derartige  Kräfte  kaum  in  der  Welt 
existiren,  mussten  wir  doch  von  ihnen  ausgehen,  damit  wir  die 
Wirkungen  beliebiger  anderer  Kräfte  hinsichtlich  der  Stürung 
der  drehenden  Bewegung  bestimmen  küimen.  IJnben  nämlich 
beliebige  andere  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Urehungsase  ein  glei- 
ches Moment,  so  mössen  sie  auch  dieselbe  Beschleunigung 
der  Bewegung  hervorbringen;  weil  sie,  wenn  sie  in  entgegen- 
gesetzter Weis«*  angebracht  wären,  mit  den  elementaren  Kräf- 
ten im  Gleichgewicht  stehen  würden.  Diese  üebereinstimmung 
hat  man  aber  nur  in  Betreff  der  Veränderung  der  Bewegung 
zu  verstehen,  denn  ganz  anders  wird  sich  die  Sache  verhallen, 
wenn  wir  die  Kräfte  bestimmen  sollen,  w'elcbe  die  Drehungs- 
axe  auszuhallen  hat.  Aber  auch  diese  Bestimmung  wird  ver- 
mittelst der  elementaren  Kräfte  leicht  ausgeföhrt,  wie  wir  be- 
reits im  vorhergehenden  Kapitel  gezeigt  haben. 
Aufgabe  22. 

§.  408.  Ein  starrer  Körper  wird,  während  er  sich  um  eine 
feste  Axe  dreht,  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben;  man  soll 
die  augenblickliche  Veränderung  bestimmen,  welche  sie  in  der 
drehenden  Bewegung  hervorbringen. 

Aufliisung. 

Es  sei  wie  bisher  ß  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  wel- 
cher der  Körper  sich  dreht;  alsdann  suche  mau  die  Momente 
der  einzelnen  antreibenden  Kräfte,  welche  vereinigt  die  Summe 
~  Ff  ergeben    und    welche  letztere  dahin  streben-  wird ,  die 
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diehende  Bewegung  ku  heschleunlgeu  oder  za  verzögern,  je 
nachdem  sie  in  demselben  oder  dem  entgegengeaetzteu  Sinne 
gerichtet  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  dieses  Moment  nach  Be- 
schleunigung strebe,  weil,  wenn  das  Gegentheil  stattfände, 
jenes  als  negativ  angesehen  werden  könnte.  Es  ist  demnach 
die  Frage,  ein  wie  grosses  Ineiement  die  Winkelgeschwindig- 
keit iJi  im  Zeittheilchen  dt  empfangen  werde.  Es  wird  nun 
aber  elementare  Kräfte  geben,  welche  ein  gleiches  Increment 
hervorbringen  würden.  Es  sei  demnach  Rir  ein  Element  dM, 
welches  im  Abstände  r  von  der  Äxe  liegt,  die  elementare  Kraft 

rdSl      „      ,.  r'dM        ,    ,  .   ,      ,.       w  i 

=  —^,    ihr  Moment  = — j— r     alsdann    wird     die     Wirknng 

dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Störung  der  drehenden  Bewe- 
gung  jene*    Wirkung,    welche    das   Moment   Vf  hervorbringt, 

gleich  «ein,  wenn  die  Summe  aller  jener  Momente  -,  jr^.dM 
gleich  dem  Moment   Vf.  also 

ist.  Au*;  den  elementaren  KiWcn— t —  entsj ringt  liicr  unZeVt- 
theilchen  dt  die  Be-.ciileunii,ung  dei  drebendcn  Beilegung  dSl 
=  ^^(^.403-);  wenn  lur  daher  den  eben  gefundenen  Werth 
von  h  substituiren  so  erhalten  nir  da«  Increment  der  Winkel- 
gescb windigkeit  ß,  welches  durch  dis  Moment  der  Kt'ifte  Vf 
im  Zeittti eilchen  dt  henorgebiacht  v 

dSl  = 

Hier  ist/ArfJH  eine  constante,   von  der  Gestalt  und  Natur 
des  Körficrs  abhängige  Grösse. 

Zusatz  ]. 
g.  409.  Das  Increment  dSl  der  Winkelgeschwindigkeit  ist 
daher  propoilional  direct  dem  Moment  Vf  der  antreibenden 
Kräfte  und  dem  Zeittheilchen  dt,  indirect  aber  der  Grössei^ 
welche  entsteht,  indem  man  die  einzelnen  Elemente  des  Kör- 
pers dnrch  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe 
multiplicirt  und  diese  Producte  in  eine  Sirnime  vereinigt. 


.  410.     Hat    der  Kürper   bis   jetzt    bei    selnei    drehenden 
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Beivegtiiig  den  Winkel  iip  beschrieben ,  so  ist  nun  -tj  die 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  und  daher,  wenn  man  das  Zeitele- 
ment dt  constant  annimmt, 

Zusatz  3. 
§.  411.    Wollen   wir  aber  statt  des  Zeittheilchens  dt  den 
elementaren  Winkel  d(p  in  die  Rechnung  einfuhren,  so  erhalten 

wir,  weil  dt  =  '-p   ist,  die  Formel 

jrHiV 
durch  welche  das  Increment  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit 
hestimnit  wird. 

Anmerkung. 
g.  412.  Wenn  wir  daher  zu  jeder  Zeit  die  Kräfte  kennten, 
durch  welche  ein  Körper  angetrieben  wird  und  ihr  Moment 
nach  Verlauf  der  Zeit  (  gleich  Vf  wäre,  so  würden  wir  vev- 
mitteUt  der  gefundenen  Formel,  indem  wir  sie  integrivten,  die 
ganze  drehende  Bewegung  bestimmen  können.  Hierbei  muss 
man  aber  bemerken,  dass,  wenn  keine  Kräfte  da  sind  oder 
dieselben  kein  Moment  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  bilden, 
die  Bewegung  eine  gleichfiirniige  sein  wird,  während  die  Ase 
diese  ganzen  Kräfte  auszuhalten  hat.  Die  Aenderung  der  Be- 
wegung hfingt  nämlich  nur  von  dem  Momente  der  Kräfte  ab 
und  ist  ihm  selbst  proportional;  nun  wollen  wir  aber  sehen, 
wie  grosse  Kräfte  die  Axe  selbst  auszuhalten  hat,  während 
die  Bewegung  des  Körpers  durch  beliebige  Kräfte  gestört  wird. 
Diese  Untersuchung  läset  sich  nach  dem,  was  wir  in  dem  vor- 
hergehenden Kapitel  auseinander  gesetzt  haben,  leicht  anstel- 
len. Beispiele  einer  aolchen,  durch  Kräfte  gestörten,  drehenden 
Bewegung  werden  wir  aber  unten  anführen,  wo  wir  annehmen, 
dass  die  Körper  durch  die  Schwere  angetrieben  werden. 

Aufgabe  '23. 
g.  413.     (Figur  47.)     Ein  starrer  Körper  wird,    wahrend    er 
sich  um  eine  feste  Axe  dreht,  durch  beliebige  Kräfte  angetrie- 
ben; man   soll  die  Kräfte  besthnmen,    welche  die  Ase  in  zwei 

gegebenen  Punkten  O  und  A  auszuhalfcn  hat  und  denen  sie 
widerstehen  muss,  damit  sie  nicht  wanke. 
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Auflösung. 

Aus  dem  Vorh ergeh emlen  ersieht  man,  dass  die  Axo 
KFäfte  dreifacher  Art  auszuhalfen  habe,  nämlich  erstens  die 
Kräfte,  durch  welche  der  Körper  ivlrküch  angetrieben  wird; 
zweitens  die  Kräfte,  welche  den  dasselbe  Moment  hervorbrin- 
gendeo  elementaren  Kräften  gleich  und  entgegengeset/,t  sind; 
drittens  die  aus  der  drehenden  Bewegung  entspringenden  Cen- 
trifugal kraft e.  Diese  dreifachen  Kräfte  müssen  wir  also  auf  die 
zwei  gegebenen  Punkte  O  und  Ä  zurückführen. 

Was  die  den  Körper  wirklich  antreibenden  Kräfte  betrifft, 
so  wird  eine  jede,  wenn  nicht  ihre  Richtung  iu  einer  auf  die 
Axe  normalen  Ebene  liegt,  in  zwei  VQ  und  Vv  zerlegt,  von 
denen  die  erste  der  Axe  OA  parallel  ist,  die  zweite  in  einer 
auf  die  Axe  normalen  und  diese  in  7' schneidenden  Ebene  liegt. 
in  Folge  der  Kraft  TQ  hat  nun  zuerst  die  Axe  eine  ihr  gleiche 
Kraft  längs  OA  auszuhalten,  ausserdem  aber  in  O  und  A  die 
auf  OA  normalen  Kräfte  Op  und  Aq  in  der  Ebene  OAQP. 
Die  erstere  Op  ist  PQ  za-,  die  andere  A^  abgewandt,  diese 
beiden  Kräfte  sind  aber  einander  gleich  und  zwar 
Op  =  Aq  =  ^XKTa{t  VQ  (§.  372.). 

Ferner  ergibt  die  Kraft  Vv  für  die  Punkte  O  und  A  die 
ihr  parallelen  Kräfte   Or  und  As,  und  zwar  wird 

Or=j^Fv   und  As=^-rv  (§.370.). 

Auf  diese  Weise  reducire  man  die  einzelnen  Kräfte,  welche 
den  Körper  antreiben,  auf  die  Axe  und  ihre  Endpunkte  O  und  A. 

(Figur  48.)  Für  die  Kräfte  der  zweiten  Art,  welche  den 
elementaren  entgegengesetzt  sind,  nehmen  wir  nach  g.  385.  in 
ö  zwei  auf  einander  und  auf  OA  normale  Axen  OB  und  OC 
an,  setzen  ihnen  in  A  die  Linien  A£  und  AF  parallel  und  zur 
Bestimmung  des  in  Z  gelegenen  Elements  dM  die  Coordinaten 
0Ä'=a7,  XY^y  und  YZ=x,  so  dass  sein  Abstand  von 
der  Axe  oder  XZ  ==  r  =  ^^y^  +  i*  wird.  Ferner  sei  das  Mo- 
ment aller  Kräfte  =  Vf  und  habe  eine  Richtung  im  Sinne  Z£. 
Wir  haben  gesehen,  dass  hieraus  für  beide  Endpunkte  O  und 
A  je  zwei  Kräfte  entspringen,  nämlich  wenn  wir  den  Abstand 
OA  =  a  setzen,  für  den  Endpunkt  O 

läng,  OBdieKr.ft  =  J^l||'?i', 
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und  für  den  andern  Endpunkt  A 


längs  AE  die  Kraft  : 


VffaadM 

'■    afi^dM  ' 

Af  -  Vff^ydM 

'      '         '      ~    afr^dM  ' 

wo    Oc  und  Af  die  Verlängerungen   der  Linien    OC  und    At' 

nach  der  entgegengesetzten  Seite  sind. 

Was  die  Kräfte  der  dritten  Art,  welche  aus  der  drehenden 
Bewegung  selbst  entspringen,  betriflft;  so  haben  wir  vorhin  im 
§.  402.  gesehen,  was  Rir  Kräfte  sich  aus  ihnen  für  die  beiden 
Endpunkte  O  und  A  ergeben.  Wenn  nämlich  die  Winkelge- 
schwindigkeit =  il  ist  und  die  eben  angewandten  Bezeichnun- 
gen beibehalten  werden,  so  haben  wir  fßr  den  Endpunkt  O; 
längs  OB  die  Kraft  =  ^5K£Z|)K'» 

.    OC  -     -  ^^Si^kiM. 

Idij 
und  auf  ähnliche  Weise  liir  den  andern  Endpunkt  A 
längs  ^£  die  Kraft  =^Ä^, 


AF 


Nimmt  man  daher  alle  diese  Krallte  Itir  beide  Endpunkte 
O  und  A  zusammen,  so  erhült  man  diejenigen,  welche  die  Äxe 
in  diesen  Punkten  auszuhalten  bat. 

Zusatz  1. 

§.  414.  Weil  die  Kiäfte  der  dritten  Art  das  Quadrat  der 
Winkelgeschwindigkeit  enthalten,  bleiben  sie  dieselben,  mag 
nun  ü  positiv  oder  negativ  sein,  d.  h.  mag  die  Bewegung  durch 
die  autreibenden  Kräfte  beschleunigt  oder  verzögert  werden. 


§.  415,  Alle  Kräfte,  welche  beide  Endpunkte  der  Ase  an- 
treiben,  lassen  sich,  wie  viel  ihrer  auch  sein  mögen,  leicht 
auf  Eine  zurückfuhren,  so  dass  jeder  der  beiden  Endpunkte 
nur  durch  eine  einzige  Kraft  angetrieben  wird.  Um  die  Äxe 
festzuhalten,  muss  sie  in  diesen  Endpunkten  durch  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte  unterstützt  werden, 
Zusatic  3. 

5.  416.     Nimmt    man    die    Ebene    AOß    so    an,    dass    sie 
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durcli  (las  Ceiifrum  der  Trägheit  des  Körpers  /  geht,  so  whd 
fidM—ü  und  fydM  =  M.Gl,  wo  M  die  Masse  des  ganneii 
Körpers  liezekhnet;  hierdurch  werden  die  obigen  Formein 
etwas  einfacher. 

Anmerkung. 

§.  417.  Die  Grundlage  dieser  Aullösung  ist  in  dem  Obigen 
schon  überflüssig  erläutert,  wesshalb  ich  weniger  sorglaltig  die 
einzelnen  Verhältnisse  angeführt  habe.  Da  nämlich,  wenn  der 
Körper  nur  durch  elementare  Kräfte  angetrieben  wird,  die  Axe 
keine  Einwirkung  erleidet,  sondern  nur  die  Centrifugalkräfte 
auszuhalten  hat;  so  wird  die  Axe,  wenn  beliebige  andere  KrSfte 
sie  antreiben,  von  diesen  zuerst  dieselbe  Einwirkung  erleiden, 
als  ob  der  Körper  sich  in  Ruhe  befände  und  sie  wird  daher 
eben  die  Krälite  auszuhalten  haben,  welche  wir  schon  im  vor- 
hergehenden  Kapitel  bestimmt  haben.  Ausserdem  aber  erleidet 
sie,  in  Folge  der  Centrifngalkr.lfte,  die  Einwirkung  derjenigen 
Kraft«,  welche  ich  hier  unter  der  dritten  Art  unifasst  habe,  so  dass 
diese  Aufgabe  nur  darin  von  der  17.  abweicht,  dass  hier  aus- 
serdem die  Kräfte  der  dritten  Art  hinzugefügt  werden  müssen. 
Aufgabe  24. 

g,  418.  Wird  ein  starrer  Körper ,  wahrend  er  sich  um  eine 
feste  Axe  dreht,  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben,  so  soll 
man  die  Kräfte  bestimmen,  welche  der  Zusammenhang  des 
ganzen  Körpers  auszuhallen  hat. 

Auflüsung. 

Es  ist  demnach  die  Frage,  durch  \iekhe  Klüfte  dir  Wtr 
per,  wenn  er  sich  in  ßuhe  bclande,  angediehen  iterden  mueste, 
damit  sein  Zusammenhang  dieselbe  Einitukung  erlitte,  als  in 
dem  hier  betrachteten  Zustande  der  Benegung  Zuei«t  sind 
daher  an  dem  Körper  dieselben  Kräfte  anzubringen,  durth 
welche  er  wirklich  angetrieben  wird  und  auch  m  denselben 
Punkten,  weil  hier  die  Hauptsache  auf  den  Oiten,  an  denen 
alle  Kräfte  angebracht  sind,  beruht.  Zneiten^  muss  man  an 
den  einzelnen  Elementen  des  Körpers  Kräfte  anbringen,  welche 
den  elementaren  gleich  und  entgegengesetzt  sind  Wenn  mm 
lieh  das  Moment  alier  Kräfte  zur  Beschleuni.^ung  der  Bewe 
gung  =  F/'ist,  so  denke  man  sich  an  dem,  im  ibsfinde  i 
von  der   Ase  heündlichen,   Elemente  dV   und  in   einer  seiner 

Bewegung   entgegengeselzten    Richtung    eine    Kraft  ^  'f^TW 
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angebracht  (§.  374.)  Ist  drittens  die  Winkel geschwmcligkdt 
=  ß,  eo  denke  man  sich  wegen  der  drehenden  Beilegung  an 

jenem  Elemente  auch  die  Kraft  — öz—  (§■  ^02.)  angebracht, 
durch  welche  es  direct  von  der  Axe  entfernt  wird.  Viertens 
bringe  man  an  der  Axe  eben  die  KrSffe  an,  welche  zu  ihrer 
Unterstützung  erforderlich  und  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
angegeben  worden  sind.  Alle  diese  Kräfte  ausammcn  am  Kör- 
per angebracht  werden  sich  wechselweise  im-  Gleichgewicht 
erhalten  und  seine  einzelnen  Thelle  eben  so  antreiben,  wie 
diess  bei  der  vorausgesetzten  Bewegung  geschieht.  Hieraus 
wird  man  daher  schliessen  künnen,  wie. fest  alle  Elemente  des 
Körpers  unter  sieh  zusammenhängen  müssen,  damit  durch  jene 
Kräfte  keine  Auflösung  oder  Trennung  hervorgebracht  werde, 
sondern  der  Köri>er  seine  Figur  unversehrt  beibehalte. 

Zusatz   l. 

§.  419.  Ist  die  Verbindung  der  Theile  zu  schwach,  um 
der  Wirksamkeit  dieser  eben  bestimmten  Kräfte  zu  widerstehen, 
so  wird  man  den  Körper,  weil  seine  Figur  wirklich  eine  Aen- 
derung  erleidet,  in  Bezug  auf  die  Bewegung  ffip  einen  nicht 
starren  halten  müssen. 

Zusatz   2. 

g.  420.  Wir  nehmen  daher  beständig  an,  dass  alle  Theil- 
chen  des  Körpers  so  fest  mit  einander  verbunden  sind,  dai^s 
sie  die  erwähnten  Kräfte  ohne  irgend  eine  Auflösung  oder  Aen- 
derung  der  Figur  ausznhalten  vermögen; 

Anmerkung. 
§.421.  Diess  sind  die  Vorzüglichsten  Kapitel,  auf  welche 
wir  alle  Fragen  über  die  drehende  Bewegung  starrer  Körper 
um  eine  feste  Axe,  wenn  erstere  durch  beliebige  Kräfte  ge- 
stört wird,  zurückfuhren  können.  Ausser  der  Beschleunigung 
oder  Verzögerung  der  Bewegung  selbst  haben  wir  niimlich  be- 
stimmt, wie  grosse  Kräfte  so  wohl  die  Drehungsaxe  als  auch 
der  Zusammenhang  des  Körpers  auszuhallen  habe.  Die  For- 
meln, welche  wir  zn  diesen  Bestimmungen  gefunden  haben, 
enthalten  aber  gewisse  Integrale,  nämlich  fydM,  fulM,  fxyilM, 
fxidM  und  fr^dM,  die  man  nicht  als  veränderliche  oder  unbe- 
stimmte Grössen  anzusehen  hat;  man  mass  vielmehr  diese  In- 
tegrale   als    über    die    ganze  Masse    des  Körpers    ausgedehnt 
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betrachten,    ^o    dass    sie   constantc    und    bestimmte,    von 
Natur  und   Form  eines  Jetlen    Kürjiers   abhängige  Werthe  ent- 
halten.   Wir  haben  ferner  gesehen,    dass  die  Werthe  der 
den    ersten    Integrale   durch    die    Lage    des   Mittelpunktes    der 
Trägheit  bestimmt  werden;  die  Werthe  der  übrigen   mUssen, 
der  Natur  des  Körpers  entsprechend ,  nach  den  bekannten  Re- 
geln der  Integration   ermittelt  nerden.    Das   letzte   Integral   ist 
insbesondere  bemerkcnswerth ,    da  dasselbe  allein  bei  dei 
Stimmung  der  Beschleunigung  oder  Verzögerung  der  Bewegung 
eintritt,  während  die  {Ihrigen  sich  nur  in  den  Ausdrücken  I 
finden,  welche  die  von  der  Axe  auszuhaltenden  Kräite  angebi 
Da  nun   hier  die  Frage   in  Betreff  der  Störung  der  Bewegu 
die  vorzüglichste    ist,    so    wird   es  der   Mübe  werth    sein,   i 
Formel  fr^dSl    für   verschiedene   Arten    von    Körpern    zu   e 
wickeln    und  die    Vorschriften  anzugeben,    nach   welchen    in 
dieselbe   in   jedem  beliebigen  Falle  leichter    bestimmen    kann. 
Es    verdient  aber   diese  Formel  allerdings,   dass  wir  ihr 
besondere  Beiieiinuiig,  nämlich  die  des  Moments  der  T 
heit  beilegen   und    der  Bestimmung  desselben  werden  wb 
folgende  Kapitel  widmen. 
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Kapitel    V. 

Von  dem  Momente  der  Träffheit. 


Erklärung  7. 

§.  422.    Das   Moment   der  Trägheit   eines  KOrpers  in 
Beztehung  anF  eine  beliebige  Ase  ist  ttie  Summe  aller  Producte, 
weiche  entstehen,  indem  man  die  einzelnen  Elemente  des  Kör- 
pers durch  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Ase  multiplicirt. 
Zusatz  1. 

@.  4->3.  Da  so  wohl  die  Elemente  des  Körpers,  als  auch 
die  Quadrate  ihrer  Abstände  immer  positiv  sind,  müssen  es 
nothwendig  auch  alle  diese  Producte  sein;  demnach  nird  dqrch 
die  Vermehrung  der  Masse  eines  Körpers  nothwendig  auch 
sein  Moment  der  Trägheit  vergrössert. 
Zusatz    2. 

§.  424.  Das  Moment  der  Trägheit  kann  man  daher  anse- 
hen als  das  Product  der  Masse  eines  Körpers  in  das  Quadrat 
irgend  einer  Linie;  »Tenn  also  die  Masse  eines  Körpers  =  ^i 
ist,  wird  sein  Moment  in  Bezug  auf  eine  jede  Axe  eine  Form 
von  der  Art  Mk^  haben. 


§.  425.  Hat  man  daher  das  Moment  der  Trägheit  eines 
Körpers  in  Bezug  auf  eine  Axe,  um  welche  er  sich  nach  un- 
serer vorigen  Annahme  dreht,  gefunden  und  ist  dasselbe 
^  Mk^;  so  ist  es  angemessen,  ia  den  oben  gefundenen  For- 
meln statt  des  Ausdrucks  fr^dM  zu  schreiben  Mk!^.    Wenn  da- 
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her  «las  Moment    der   antreibenden  Kräfte  =  T/und   die  Win- 
kelgeschwindigkeit =  il  ist,  so  hallen  wir 
2  Vfffdt 
Mlfi    ' 

Erläuterung. 
§.  426.  Der  Grund  dieser  Benennung  ist  der  Aehnlichkeit 
mit  der  fortschreitenden  Bewegung  entnommen,  so  wie  näm- 
lich bei  dieser,  wenn  dieselbe  durch  eine  lüngs  ihrer  Richtung 
antreibende  Kraft  beschleunigt  wirdj  das  Incremcnt  der  Ge- 
schwindigkeit der  antreibenden  Kraft,  dividirt  durch  die  Masse 
oder  Trägheit,  proportiouat  ist;  müssen  wir  bei  der  drehenden 
Bewegung  statt  der  antreibenden  Kraft  selbst  ihr  Moment  be- 
trachten und  nennen  den  Ausdruck  fr^dM,  welcher  statt  der 
Trägheit  iu  die  Rechnung  eintritt,  das  Moment  der  Träg- 
heit, damit  das  Increiiient  der  Winkelgeschwindigkeit  auf  ähn- 
liche Weise  dem  Momente  der  antreibendeu  Kraft,  dividirt 
durch  das  Moment  der  Trägheit,  proportional  werde.  Diese 
Aehnlichkeit  ist  um  so  vollkommener,  als  wir  in  beiden  Fällen 
durch  das  2eitelement  dt  und  die  doppelte  Linie  'ig  multipli- 
ciren  müssen,  um  einen  Ausdruck  fär  das  Incroment  der  Ge- 
schwindigkeit zu  erhalten. 

Anmerkung. 
§.  427.  Da  man  denselben  Körper  auf  unzählige  Äxen  be- 
ziehen kann,  wird  er  in  Bezug  auf  jede  beliebige  ein  beson- 
deres Moment  der  Trägheit  haben,  wesshalb  man  dasselbe 
absolut  nur  dann  bestimmen  kann,  wenn  man  es  auf  eine  be- 
stimmte Axe  bezieht  Inzwischen  ist  es  nicht  immer  nöthig, 
wenn  man  das  Moment  der  Trägheit  desselben  Körpers  nach 
und  nach  in  Bezug  auf  mehrere  Axeu  bestimmen  soll,  die 
Rechnung  von  neuem  nach  der  Formel /rMiH  anzustellen;  son- 
dern es  trifft  sich  oft,  dass,  wenn  man  das  Moment  der  Träg- 
heit in  Bezug  auf  Eine  Axe  gefunden  hat,  man  hieraus  leicht 
auf  die  Momente  der  Trägheit  desselben  Körpers  in  Bezug 
auf  andere  unzählige  Axen  schliessen  kann.  Diese  Bequemlich- 
keit findet  besonders  alsdann  statt,  wenn  die  Axen  einander 
parallel  sind,  so  dass,  wenn  das  Aloment  der  Trägheit  für  die 
eine  Axe  bekannt  ist,  man  hierdurch  leicht  das  Moment  für 
jede  andere  ihr  parallele  Axe  angeben  kann;  diess  wollen  wir 
in  der  folgenden  Aufgab«  zeigen. 


y  Google 


Kapitel  V.     Von  dem  Momente  der  Trät/heit.         209 

Aulgabe   -aa. 

g.  428.  (Fig.  49.)  Gegeben  ist  das  Moment  der  Trägheit 
eines  gewissen  Körpers  in  Bezug  auf  die  Axe  OA;  mau  soll 
«ein  Moment  der  Trägheit  in  GcKiig  auf  eine  andere,  ihr  pa- 
rallele  Axe  oa  lj»deri. 

AufHisuiig. 

Es  sei  Oo=:c  der  gegenseitige  Abstand  dieser  Axen,  in 
ihrer  Ebene  nehme  man  die  Ase  OB  normal  auf  OA  und  eine 
dritte  00  normal  auf  jene  beiden  an.  Man  betrachte  ein  be- 
liebiges Element  des  KOrpers,  welches  sich  in  Z  befindet, 
seine  Masse  sei=:dßl,  die  des  ganzen  Körpers  =  il/,  fiille 
von  Z  auf  die  Ebene  AOB  das  Perpendikel  ZY  und  von  ¥ 
auf  OA  das  Perpendikel  KX  und  es  treffe  das  letztere  verlän- 
gert die  Axe  oa  in  x.  Man  setze  für  die  gegebene  Axe  OA 
die  Coordinaten  OX^x,  XY  =^  y  und  FZ  =  i.  Da  nun  in 
Bezug  auf  diese  ;Axe  das  Moment  der  Trägheit  gegeben  ist, 
so  sei  dasselbe  3^  jtfi*  und  es  wird  alsdann 
/(i/^  +  x^)  dM=  M.k\ 

Für  die  neue  Axe  oa  wird  nun,  weil  oa;=.r,  xY=^c^y 
und  YZ^i  ist,  das  Moment  der  Trägheit  sein 

=mc-{-y)'^-^z^\dm=ScMm^-1fc!idM-^fy-'-\-i')dm. 

Da  aar,  Jiiß-\-i^)dM=M.k^  waA  fcMM=M.c'^\si,  so  ziehe 
man  zur  Gestimmung  des  Gliedes  'ifeydM^'icfydM  den  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  des  Körpers  in  Betracht,  es  beCnde  sich 
derselbe  in  I.  Fällt  man  von  hier  auf  die  Ebene  der  Axen 
das  Perpendikel  IK  und  aus  K  auf  die  Axen  die  Normale 
KGg,  so  wird  fydM=M.GK.  Hiernach  erhalten  wir  das  Mo- 
ment der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe  oa 

und  es  wird  dasselbe,  weil  G't/=c  wnd  c^  +  2c.GK=:gK^ — GK^ 
ist,  auch  ausgedrückt  durch 

MJt^  +  M.gK^—  M.  GK-^. 
Kennt    man  daher  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf 
die  Axe   OA  =  Mk'^,    so  lindet  man  leicht  das  Moment  in  Be- 
zug auf  jede  andere,  ihr  parallele  Axe  oa. 

Zusatz    ]. 
§.  429.     Ist  die  Axe  oa  weiter  vom  Mittelpunkte  der  Träg- 
heit /  entfernt,  als  die  Axe   OA,  so  ist  auch  das  Moment  der 
Trägheit  in  Bezug   auf  jene  grösser,   als  in   Bezug  auf  diese. 
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Es    ist    nämlich    das  Moment    der    Trägheit   in    Bezug  auf  die 
Axe  oa  =  31.&^+31.ffP—M.ai^. 

Zusatz  2. 
g.  430.  Denkt  man  sich  daher  unzählige  einander  parallele 
Axen,  so  wird  das  Moment  der  Trägheit  am  kleinsten  sein  in 
Bezug  auf  diejenige  Axe,  welche  dnrch  den  Mittelpunkt  dev 
Trägheit  selbst  gezogen  iöt.  Befände  sich  nSmlich  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  in  G  und  ginge  die  Axe  OA  durch  denselben ,  in 
Bezug  auf  welche  das  Moment  der  Trägheit  —  M.k^  ist;  so 
würde  in  Bezug  auf  die  Axe  oa  das  Moment  der  Trägheit 
=  MJc^  +  M.Gs^ 

Zusatz  3. 

g,  431.  Ist  daher  das  Moment  der  Trägheit  M.k^  in  Bezug 
auf  irgend  eine,  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Ki'ir- 
pets  gehende,  Axe  gegeben,  so  Öbertrifft  das  Moment  in  Bezug 
auf  jede  andere,  jener  parallele  Axe  das  erstere  um  das  Pro- 
dukt der  Masse  in  das  Quadrat  des  Al)standes  dieser  Axe 
vom  Mittelpunkte  der  Trägheit. 

Anmerkung. 

§,  432.  Hiernach  wird  die  Erforschung  der  Momente  der 
Trägheit  für  jeden  Körper  nur  an  die  Axen  gebunden,  welche 
durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogen  sind  und  hat 
man  in  Bezug  auf  diese  die  Momente  der  Trägheit  bestimmt, 
so  wird  man  daraus  leicht  auf  die  Momente  in  Bezug  auf  an- 
dere heliehige  Axen  schliessen  können.  Diese  Eigenschaft  des 
Mittelpunktes  der  Trägheit,  dass  die  Momente  der  TrSgheit  in 
Bezug  auf  die  durch  ihn  gezogenen  Axen  die  kleinsten  sind 
unter  allen,  in  Bezug  auf  andere  ihnen  parallele  Axen  ange- 
nommenen, Momenten,  ist  sehr  merkwürdig,  da  sie  anch  in  Be- 
treff der  drehenden  Bewegung  den  ausgezeichneten  Vorzug 
dieses  Mittelpunktes  klar  macht.  Man  kann  aber  durch  diesen 
Punkt  unzählige  Axen  ziehen,  iji  Bezug  auf  welche  die  Mo- 
mente der  Trägheit  von  einander  sehr  verschieden  sein  werden 
und  es  ist  nicht  klar,  auf  welche  Weise  man  durch  einige  von 
ihnen,  welche  gegeben  sind,  die  übrigen  bestimmen  könne. 
Da  indessen  keines  derselben  weder  verschwinden,  noch  ins 
Unendliche  wachsen  kann,  so  muss  es  nothwendig  so  wohl 
ein  grösstes,  als  ein  kleinstes  Moment  geben  und  dieses  durch 
eine  sorgfältigere  Untersuchung  zu  bestimmen,  scheint  durch- 
aus würdig    zu  sein.    Damit    diess    leichter  geschehen   könne. 
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wird  es  angemessen  soin,  die  Momente  iler  Trägheit  in  Bezug 
auf  jede  beliebige,  durch  den  iMittel)iunkt  der  Trägheit  ge- 
hende, Axe  zu  bestimmen. 

Aufgabe  26. 
§.  433.     Die  Natur  eines  Körpers  ist  durch  eine  Gleichung 
zwischen  je  drei  Coordinaten  ausgedrückt;   mau  soll    sein  Mo- 
ment   der  Trägheit   in  Bezug  auf  eine  beliebige,    durch  seinen 
Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogene,  Axe  bestimmen. 

Auflösung. 

(Fig.  30.)  Es  sei  /der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers, 
in  ti'eicbem  zugleich  die  drei  unter  sich  normalen  Axen  lA,  IB 
und  IC  zusamnienlrefifen ,  den  letztem  parallel  sind  die  Coor- 
dinaten des  beliebigen  in  Z  gelegenen  Elements  dM  des  Kür- 
pers,  IX=x,  XY:=y  und  YZ  ^:  z  angenommen.  Nähme 
man  nun  eine  der  Coordinatenasen  als  Drehungsaxe  an,  so 
würde  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  der  Trägheit  leicht  ange- 
geben werden.  Es  sei  nun  aber  dasselbe  zu  bestimmen  in 
Bezog  auf  eine  beliebige  Axe  IG,  durch  welche  eine  &ni  AlB 
normale  Ebene  gelegt  ist,  die  erstere  längs  der  geraden  Linie 
IF  schneidet,  und  man  setze  den  Winkel  AiF  =i  m  und  FIG 
=  6;  alsdann  kommt  daher  die  Frage  darauf  hinaus,  den  Punkt 
Z  durch  drei  andere  Coordinaten  zu  bestimmen,  deren  eine 
auf  der  Axe  IG  selbst  angenommen  wird.  Verändern  wir  die 
drei  Coordinaten  zuerst  so,  dass  die  eine  IF  sei,  während  IC 
unverändert  bleibt  und  die  dritte  auf  diesen  beiden  normal  stehe, 
zieht  man  dann  YS'  normal  auf  IF;  so  werden  die  drei  Coor- 
dinaten 
/i'=a;'=itcos-t;+^sinj;,  ^'K=ri/'=rjcosij— .2:sinij  und  F2=:i'^i. 

Auf  ähnliche  Weise  geschieht  der  üebergang  von  diesen 
zu  den  drei  neuen  Coordinaten  a:",y''  und  2",  von  denen  x"  auf 
der  Axe  IG  angenommen  werde;  es  wird  alsdann 

a7"=:a:'cosö  +  z'sin6,  i''^s'cosÖ — ^'sinÖ  undy=y. 

•Substituirt  man  nun  die  vorhergehenden  Werthe,  so  erhält  mim 

:r"=:3:cos^cosÖ-J-3/sini?cosÖH-JSin9, 

s"^icosö — xco&ijsiaO — jsinjjsinö. 
Das  Quadrat  des  Abstandes    des  Punkfes  Z  von  der  Axe 
IG  »vird  demnach 

^y"a_j_i"2=j;2sinij2^y2cos)j2 
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+  t''cosö° — 2»^  81119?  cos  *j — 2a;scosjjsinÖc08fl — lyz  smri  smQ  cosS 
+a:^cos  ifs\a  (P +^*sin ij'ä sin e*  +  2^^ sin i; cos  ^sin  (ß. 
Setzen  wir  nun  die  folgenden,  über  den  ganzen  K(ir|jer  sich 

erstreckenden,  Integrale: 

fxUM  =  A,  Sy^dM=  B,  fiMM=  C,  fx!ßdM=  D,  fxidM=  E 
unA  fyzdlU^F; 

80  wird   das   gesuchte  Moment   der  TrSgbeit  in  Bezug  auf  die 

4-Ccosff'— 20sinj)cnsijcosö^— 2EcosijsinöcosÖ— 2F8in»)siuöcosÖ. 

Zusatz    1. 
g.  434.     Hier  sind    die  Grüsseii    A,  B  und  C  nothwendig 
positiv,  die  übrigen  1),  E  und  F  können  aber  nach  Verhältniss 
des   Körpers  positiv  oder  negativ  sein. 

Zusatz  2. 

§.  435.    Das  Moment  der  Trfigheit  in  U*zug  auf  die  Axe 

lA  ist  =  B-i  C,   in  Bezug  auf  die  Ase  IB  =  A  +  C  und  in 

Bezug  auf  die  Axe  1C=A  +  B;  kennt  man   daher  diese  drei 

Momente,  so  werden  auch  die  Wertlie  von  A,  B  und  C  bekannt. 

Zusatz  3. 
§.  436,     Wie  man  auch  immer  die  Winkel  ij  und  6  anneh- 
men mag,    so   kann    doch  das  gefundene  Moment  der  Trägheit 
niemals  verschwinden,    sondern    erhält    immer    einen    positiven 
Werth. 

Anmerkung. 

§.  437.  Wollen  wir  nicht  nur  die  Bewegung  des  Körpers 
um  die  Axe  IG,  sondern  auch  die  Kräfte  bestimmen,  welche 
die  Axe  auszuhalten  hat,  so  müssen  wir  ausser. dem  Momente 
der  Trägheit  in  Bezug  auf  dieselbe  auch  die  Werfhe  der  In- 
tegralformebi  Jx"y"dM  und  fx"i"dM  kennen  (g.  343.).  Es  wer- 
den aber  diese  Formeln,  durch  die  Coordinaten  x,  y  und  z 
angedrückt : 

^"y"rfiW=/i:/M[^cos»;cosö-J-ysinijcosö  +  isine][i/cosi3— a^sinij] 
und  fa:"i"dM=SdM\a:iiostjCüs6-\-ys\n7i(iosd 

+ssinö][icosö— ar  cos  1)  sine— 2/sinij  sine]. 
Substituirt    man    daher   die    oben  angenommenen    Werthe, 
so  erhalten  wir: 

fa:"j/"dM=—A  sin  7}  cos  rj  cos  6  +  ßsin  ■v)  cos  ij  cos  ö 
+  D[cos»?^  — sinjj^]cosö  — £sinijsinfl+  f  cosijsinö 
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aml      fii:VdM=:  —  A  coa  i/^ein  6cos  6  —  ß  sin  ij^  sin  6  cos  9 
+  CVinÖcosö  — 2Z>shiijcos7jsineccis6  + JEcos)j[eos6^ — sinö''} 
+  Fsioi?[cosö=  — sinö=J. 
Diese  Werflie    sind    um  so  bemerkens weither,  als   sie  in 
den  Fällen,  in  welchen  das  Moment  der  Trägheit  ein  niasimiim 
oder  minimum  ist,  verschiviuden ,  wie  wir  bald  sehen  werden. 

Aufgabe  27. 
§.  438.    Unter  allen  Äxen,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  eines  gegebenen  Körpers  gezogen  sind,  soll  man 
diejenige  bestimmen,    in    Bezug  auf  weiche  das  Moment  der 
Triigheif  entweder  ein  maximum  oder  minimum  wird. 

Anll5„,„g. 
Es  hleilie  alles  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  und  es 
sei  IG  eine  solche  gesuchte  Axe,    so   dass  man  die  Winkel 
JIF^zi}  und  F1G=^$  bestimmen  muss.    Da  nun  dass  Moment 
der  Trägheit  in  Bezug  auf  diese  Äse  =:ßt/"^+ z"^')dM 

=^sinT;*-(- jJcoSTj^sinö^+jBcosgj^-J-Bsinij^sinö* 
+  00080*— 2/>sinjjcos7?cosft^—2£cos);sinÖcos9—2Fsini(8inöco8S 
ist,  so  differentiire  man  dasselbe  auf  doppelte  Weise,  indem 
man  zuerst  t/  und  hierauf  ß  als  veränderlich  ansieht  und  setze 
dann  beide  Di£ferentiale=0.  Aus  der  ersten  Diflferentiation  er- 
gibt sich  die  Gteichnng 

2Jsinjjcos)jcosö*— 2Bsini;coß5?cos(92— 2/>cosi72coseä 
+  2Z)sinj)2cosÖ*  +  2£sinijsin9cosÖ  — 2Fcosi)sinecosö=0 
nnd  wenn  man  dieselbe  durch  — 2cos6  dividirt, 
—  (A~B)sinricosijCQs6  ^  D{cos^'^—sinif)cos6 — £sin)jsind 

+  Fcosijsine— 0  oder  /x"y"d!tf=0. 
Mail  hat  demnach 

_(^-_g)sin^cos»?+iJ(cosTig-sin7j^) 
S  E  sin  i;  --  F'cos  rj 

Nimmt  man   aber  ö  als  veränderlich   an,  so  gelangt    man 
zu  der  Gleichung 

2^cos);''sInÖcosfl  +  '2Bsin9i2sinecosfl"— 2CsinÖcose 
4-40sin»)cos)?sinöcose-2£cosi)(cosöä-sinöV2fsin»j(coseä-sinfl2) 

=  -2fx"i''dM=0, 
oder  Jcos»jVm2ö  +  ßsinj)''sin29  — C8iii2ö 

+  2Ösinj;cosi]sin2i9-2Ecosjjcos2e— 2fslnjjcos2e=0; 
2Ecos  tj  +  2f  sin  ij 
also  *S'^^  =  AcoäTj^  A'  ß sin  if  -  C  +  '-2HsintiC0S7i' 
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-tge^ 


»  fo!gt  aus  i!em  vorhergehe  n- 


<lep  Werthe  von  (i;  ö 

aa—-  ^[-^^"i^i — fcost;][(ß — jj)siin?cos^)  +  .0(co3ij''— sim;")] 
°      ~[£sinij— /"coBijp — [(B — J4)sillJJcos»J-^/){cosl;^— sinij'^)]^' 
Set/t  man   nun  diese    beiden  Werthe   von    tg2Ö    einaiiiler 
gleich,  so  cih<tlt  man  die  Gteichung 

[/Jcfl-üj  +  Fsini;]  \E  sin  tj—Fcaeii^ 
=  [Ecos)j  +  Fj>ini)]f(S  — .4)sinjicoS92  +  ö(cosi;* — simj^jp 
+  [E sin ^ —  Fcos  *;]  [(ß  —  ^)  sin ^cos  ij  +0  (cos  j;*  —  sin  ij^)] 
X:[^cosjja4.ß5in^a_-C+2Dsinijcosjj] 
=^f(B— ^)sinijcosi)+ü(cosj;'* — sinij')][E(ß8in)j— Csimj-fZIcosij) 
—FiAf^asri—  Ccosi;+ßsin)))]. 
Da  nun  ühevaü  sinij  und  cosij  gleich  viel  Dimensionen  1)11- 

den,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  '-  =  tj; «  =  i  setzen,     die 

cos^         °  ' 
Gleichung 

[E  +  Fi]  lF~Etf=  [D  -h  (B  -  A)t—  Dt^]  {DE—  AF^  CF 
-y{BE~CE  —  DF)q 
oder  geordnet: 

a=EF^—mE  +  (A—  C)  OF 
-i-t[F^—2&F+  D^F+  (A-^B  +  C)DE+iA— ll){A~  C)  f  [ 
-l-i^[EB—2E.F^  +  I}^E+(B—2A+C)DF+{A—B)(B-€)E} 
+  (» [E^F—  D^F+  (B  —  Cj  DE] , 

aus   ivelcher    cuhischen    Gleichung  der  Werth   von   t  ahgeleitet 
werden  musis. 

Zusatz  1. 
§.  439.  Da  die  Gleichung,  aus  welcher  der  Werth  von  t 
gefunden  werden  soll,  eine  cuhische  ist,  so  wird  sie  sicher 
immer  Eine  reelle  Wurzel  haljen,  welche  den  Werth  von  tgij 
ergibt  und  hat  man  so  diesen  Winkel  AIF  gefunden,  so  niuss 
der  andere  FIG:=:(),  der  Gleichung 

"  Eslni; — Fcos  J) 

_  Va(g  —  A)  sin  2->?  +  ö  cos2-i; 
Esin^;  — i''cosij 
entsprechend,  lieslimrat  werden. 

Zusatz.   2. 
§.  440.    Es  ist  aber  möglich,    dass  alle  drei  Wur/.eln  reell 
werden,    in   welchem   Falle  es  iin    Körper  drei  Äsen   gibt,   in 
Bezug  auf  welche  die  Momente  der  Trägheit  entweder  maxinia 
oder  minima  sind. 
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Anmerkung. 

g.  441.  Aus  (lev  Natur  der  Sache  ersieht  man  aber,  das» 
in  jedem  Körper  mehr  als  eine  solche  Axe  sein  wird,  in  Bezug 
auf  welche  das  Moment  der  Trägheit  entweder  ein  maximum 
oder  ein  minimum  ist.  Ist  nämlich  eine  einzige  gegeben,  so 
wird  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  entweder  das  grösste  oder 
das  kleinste  von  allen  sein  und  es  wird  daher  in  beiden  Fällen 
uothwendig  eine  andere  Axe  geben,  in  Bezug  auf  welche  das 
Moment  der  TrSgheit  entweder  das  kleinste  oder  das  grössto 
sein  wird.  Hieraus  kann  man  ferner  schliessen,  dass  die  ge- 
fundene cubische  Gleichung  nicht  nur  Eine,  sondern  zwei  reelle 
Wurzeln  haben  wild;  es  werden  demnach  alle  drei  Wurzeln 
stets  reell  sein,  was  man  zwar  aus  der  Form  der  Gleichung 
schwer  ersehen  kann.  Ist  aber  eine  solche  Axe  l)ereits  bekannt, 
so  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  übrigen  von  derselben 
Art,  was  wir  in  der  folgenden  Aufgabe  zu  zeigen  für  der  Mühe 
werth  halteu. 

Aufgabe   28. 

§.  442.  Es  ist  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  eines 
Küvpei's  gehende  Axe  gegeben,  in  Bezug  auf  welche  das  Mo- 
ment der  Trägheit  ein  maximum  oder  minimum  ist;  man  soll 
die  übrigen  durch  densellien  Mittelpunkt  gezogenen  Axen  be- 
stimmen, denen  dieselbe  Eigenschaft  zukommt. 
Auflüsung. 

Ist  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers,  so  sei  lA 
jene  gegebene  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment  der 
Trägheit  ein  maximum  oder  minimum  ist,  alsdann  ist  aus  der 
vorhergehenden  Aufgabe  bekannt,  dass  diese  Eigenschaft  nur 
dann  stattfinden  kann,  wenn/Fj<W  =  0  nnA  fxzdM~0  ist; 
för  die  vorbeigehenden  Formeln  haben  wir  daher  D  =  0  und 
Et=Q.  Ist  nun  IG  eine  andere  derartige  Axe,  so  setzen  wir 
wie  vorhin  Z.ÄIF~ii  und  FIG  —  6,  und  erhalten  in  Bezug 
auf  jene  das  Moment  der  Trägheit 

=ji(sinjj2+cosjj^sine^)  +  B(cosj;^-j-sinii*  sinö*) 
+  0:ose*-2Fsini;sine  cosff. 

Die  Methode  der  masima  und  minima  ergibt  alsdann  die 
zwei  Gleichungen: 

I,  (A — ß}sinij  cos»)  cosß*— f  cosi)  sinö  cosÖ  =  0 
fl.    [JlcciSjj^-fßsintj^jsinÖcosfJ— Csinöcosfl  — f  sini; 
xCcosff'-sinfl^J-O. 
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Du  die  erste  dui'ch  cosij  cosd  thcilliar  ist,  so  hat  man  ent' 
weder  cos))=0  oder  cosö=0;  denn  svetin  man  die  dritte  Wur- 
zel tgö^ — gl— sini)  in  die  zweite  Gleichung  siibsfifuirf,  so  be- 
stimmt diese  nicht!^,  weil  der  Winkel  7?  ganz  aus  der  Rechnung 
horausti'itt.  Es  sei  demnach  cos7j  =  0,  also  1;=  ji/F^ÖO" 
und  sini;  =  l,  alsdann  ergibt  die  zweite  Gleichung 

Ssinecose-CsinÖcosö— F(co8Ö'=—sine«)=0, 
oder  V-iiB-  Q  sm^B—FcoalO  =  0 

%p 
und  tg2e==:  jö^;;^  ■ 

Hieraus  ergibt  sich  für  den  Winkel  FW  ein  d()]>[!clter 
Werth,  nämtlch  FlG=e  und  f/G  =  e+90";  es  ergeben  sich 
also  aus  Einer  gegebenen  Axe  lA  immer  zwei  neue,  welche 
dieselbe  Eigenschart  des  maximum  und  miiiimum  haben  und 
welche  drei  Äxen  den  drei  Wurzeln  der  vorhergefnndenen  cu- 
bischen  Gleichung  entsprechen.  Die  Wurzel  cos6=0  der  er- 
sten Gleichung  bewirkt  hier  durchaus  nichts,  da  niimtich  der 
Winkel  FIG  ein  Rechter  ist,  wie  auch  der  Winkel  AlF=r} 
sich  verändern  mag,  eo  behält  die  gerade  Linie  IG  stets  die- 
selbe Lage  IC  bei  und  es  findet  hier  keine  Differentiation  statt. 
Da  aber  5;  =90**  ist,  wird  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug 
auf  die  Axe  IG 

=  A\  ßsinö^  +  Ccosö^— 9Fsine cosö 
und  das  Moment  in  Bezug  auf  die  gegebene  Axe  Id 
=  ß-|-Ctg.  435.). 
Zusatz  1. 
%.  443.     Da  nun  der  Winkel  AIF=ii=W'  ist,  so  sind  dio 
beiden  älirigcn  Axen  auf  lA   normal    und  weil  jene    auch   mit 
einander  einen  rechten  Winkel  bilden,  gibt  es  in  jedem  Körper 
drei     durch    den    Mittelpunkt    der    Trägheit    /  gebende    Äsen, 
welche  unter  sich  normal  und  in  Bezug  auf  welche  die  Momente 
der  Trägheit  entweder  maxima  oder  minima  sind. 
Zusatz  2. 
g.  444.     Sind   daher  die   geraden  Linien   lA,    IB  und   IC 
selbst  diese  drei  Axen,  in  Bezug  auf  welche  die  Momente  der 
Trägheit  entweder  maxima  oder  minima  sind,  so  wird 

fan/dM=D=0,  fxxdM7=E=Q  \mA  fytdM^F=Q. 

Anmerkung. 
5.  443.     In  diesen   Aufgaben  habi'n  wir  /wiir   angenommen, 
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(liiss  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Kürpers  sei,  weil  wir 
die  Berechnung  des  Momentes  der  Trägheit  nur  auf  derartige 
Axen,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehen,  be- 
schränkt haben;  allein  in  der  ganzen  Kechnuni;  beider  Aufga- 
ben befindet  sich  nichts,  wa«  die  Natur  des  Mittelpunkts  der 
Trügheit  mit  dem  Punkte  /  verbände.  Diese  Aufgaben  er- 
strecken sich  daher  fiel  weiter,  so  das»,  vvenn  man  einen  be- 
liebigen Punkt  /  annimmt,  man  unter  allen  durch  denselben 
gebenden  Axen  drei  bestimmen  kann,  in  Bezug  aufweiche  die 
Momente  der  Trägheit  entweder  max^ma  oder  minima  sind  und 
so,  dass  rfiese  drei  Axen  auf  einander  normal  stehen,  ich  be- 
trachte hier  aber  nur  die^e  Eigenschaft  als  dem  Mittelpunkte 
der  Trägheit  Kukommend  und  es  wird  sehr  wichtig  sein,  für 
jeden  beliobigen  Kürper  diese  drei  Axen  zu  kennen,  weil  man 
vermittelst  derselben  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf 
alle  Axen  sehr  leicht  finden  kann. 

Erklärung  8. 
g.  440.     Die  Haupfaxen   eines  jeden  Körpers   sind  jene 
drei  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehenden  Axen,  in 
Bezug  auf  welche  die  Momente  der  Trägheit  entweder  maxima 

Zusatz  1. 
§.  447.  Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man,  dass  es  nicht 
wur   für  jeden    beliebigen   Kürper  solche    drei  Hauptaxeii  gibt, 
sondern    dass   dieselben  auch   auf  einander    normal  sind  ;    man 
wird  daher  sehr  bequem  dieselben  als  die  drei  Axen  annehmen, 
auf  welche  man  den  Körper  bezieht. 
Zusatz  2. 
g.  448.     (Fig.  50.)     Wenn  daher  lA,  IB  und  IC  die  Haupt- 
axen  irgend  eines  Körpers  sind  und  man,  zur  Bestimmung  des 
in  Z  gelegenen  Elementes  dM  des  Körpers,  ihnen  parallel  die 
Coordinaten   IX=x,    XY=y  und    YZ  =  z  annimmt,    so  wird 
nicht  nur 

fxdM=0,  J)/dM=0  und  fidM=0, 
sondern  auch 

fxydM^Q,fxidM=(i  xmAfyidM=0. 

Zusatz  3, 

§.  44<).     Setzt   man   nun   ähßr  fa^dM=A,  ß/^dM=^  ß  und 

fi^diH=C,  so  wird  das  Moment  der   Trägheit   des  Körpers  in 

Bezug  auf  die  Axe  1A=B  i- C\  die  Axc  IB  =  A+C  und    die 
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Axe  IC:^A  +  B  und  zwav  sind    diese   Momente  maxiina   oilev 
minima. 

Anmerkung. 

§.  450.  Von  der  grüssteii  Wichtigkeit  ist  die  Thafsache, 
dass  es  in  jedem  Körper  drei  solche  Haupfaxen  gibt,  der  Be- 
weis derselben  ergibt  sieb  offenbar  aus  dem  Vorbergebenden. 
Nimmt  man  nämlich  je  drei  Axen  lA,  IB  und  IC,  welche  sich 
im  Mittelpunkte  der  Trägheit  /normal  schneiden,  beliebig  an, 
so  haben  ivir  gezeigt,  wie  man  durch  Aufliisung  der  cobischen 
Gleichung  Eine  derartige  Hauptaxe  7G' bestimmen  kann;  ist  aber 
Eine  bekannt,  so  kann  man  die  übrigen  dureh  leichte  Rechnung 
angeben.  Nun  wird  uns  aber  kaum  ein  so  unregelraassiger  Kör- 
per aufstosseii,  dass  man  nicht  wenigstens  eine  der  Hauptaxen 
kennen  sollte,  woraui'  sieh  die  beiden  übrigen  sehr  leicht  erge- 
ben. Ich  werde  daher  künftig  annehmen,  dass  in  jedem  Korp er 
diese  drei  Hauptaxen  uns  bekannt  seien;  und  ivenn  wir  nur  iu 
Bezug  auf  sie  die  Momente  der  Trägheit  kennen,  werden  wir 
dieselben  für  alle  anderen  Axen  sehr  rasch  darstellen  können, 
wie  man  aus  der  folgenden  Aufgabe  ersehen  wird. 

Erläuterung. 
§.  451.  In  welcher  Weise  diesen  drei  Hauptaxen  das 
maximum  oder  mlnimum  zukomme,  siebt  man  nicht  so  leicht 
ein.  Da  nämlich  sicher  eine  sieb  unter  ihnen  beßndet,  in  Be- 
zug auf  weiche  das  Moment  der  Trägheit  das  griisste  von  allen, 
und  eben  so  eine,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment  der  Träg- 
heit das  kleinste  von  allen  Ist;  so  wird  notbwendig  in  Bezug 
auf  die  dritte  Axe  das  Moment  weder  das  grösste  noch  das 
kleinste  von  allen  sein,  ausgenommen  wenn  es  etwa  mit  dem 
einen  von  jenen  beiden  übereinstimmt,  was  bisweilen  geschehen 
kann.  Allein  die  Rechnung  der  maxima  und  minima  gibt  oft 
derartige  Grössen  an,  welche  absolut  weder  maxima  noch  mi- 
nima sind,  weil  diese  Rechnung  nur  ergibt,  dass,  wenn  man 
sich  unendlich  wenig  von  dem  gefundenen  Orte  entfernt,  weder 
eine  Zu-  noch  eine  Abnahme  stattfindet.  Ist  daher  lA  die  Axe 
des  maximum  absolut  genommen  und  7Cdie  Axe  des  minimum 
ebenfalls  absolut  genommen;  so  wird  in  Bezug  auf  die  Axe 
IB  das  Moment  der  Trägheit  weder  das  grösste  noch  das 
kleinste  von  allen  sein,  aber  doch  auf  eine  solche  Weise  die 
Iditte  halten,  dass,  wenn  man  eine  andere  unendlich  wenig 
von  ihr  absiebende  Axe  nach  einer  beliebigen  Seite  hin  annimmt. 
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ilii  Moment  der  Ir'i^lieit  neler  zu  noch  ibnimiiit  Aus  die- 
sem brunde  findet  dei  grosse  und  besonders  /u  bemerkende 
Ußterscliied  zniÄLhen  diesen  drei  Hauptasen  &fatt  dass  näm- 
lich eine  »on  ihnen  das  gusste,  eine  /weite  das  kleinste,  die 
diiffe  aber  ein  mittleres  Moment  hat  welches  jedoch  in  der 
Rechnung  als  ein  ma\imum  oder  mmimum  ingefcehon  werden 
kann  Der  Grund  hiervon  und  in  der  folgenden  \ufgal)e  noch 
deutlicher  werden. 

Aufgabe  29. 

§.  452,     Gegeben  sind  die  Momente  der  Trägheit  eines  ge- 
wissen Kürpers  in  Bezug  auf  die  drei  Haiipfaxen ;    man  soll  sein 
Moment  der  Trägheit  In  Bezug  auf  eine  beliebige,  durch  seinen 
Mittelpunkt  der  TrHgheit  gezogene,  Axe  bestimmen. 
Auflösung. 

(Figur  50.)  Es  seien  lA,  IB  nnd  IC  die  drei  Hauptaxen 
des  Körpers,  welche  sich  wechselseitig  im  Mittelpunkte  der 
Trägheit  /  normal  schneiden  und  es  seien,  wenn  man  die 
Masse  des  Körpers  =  ^  setzt,  seine  Momente  der  Trägheit 
in  Bezug  auf  die  Axen  lA,  IB  und  IC  respective  Ufa",  Mb^ 
und  Mc^\  man  sucht  hieraus  sein  Moment  der  Trägheit  in  Be- 
zug auf  die  beliebige  Axe  IG,  welche  gegen  die  Ebene  AIB 
unter  dem  Winkel  GIF  =:  Q  geneigt  und  wobei  der  Winkel 
AiF^=  fj  ist.  Betrachtet  man  nun  das  Element  dM  des  Körpers 
in  Z  und  sind  die  Coordinaten  dieses  Punktes  /Ä'=.r,  Ä¥ 
=y  und   YZ-^z;  so  wird,  wenn  man  die  Integrale 

ß;MM=A,  f,f;lM=iB  und  /iVM=  C  setzt, 

ßydM^D=a,  fxiüM=E  =  (i  und  fi;zdM=F^O. 

Nach  §.  433,  wird  daher  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug 
auf  die  Axe  IG 
=,^[8injj''  +  cosTj2  8inö2]-|-Ä[cosij=  +  sitiij2siue2j  +  6'cosi9'^. 
Da  wir  aber  aus  den  drei  gegebenen  Momenten 
Ma^=B'l-C,  Mfi'^^A+C  und  Mc^=A  +  B 
haben,  so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  umgekehrt 
A=hM[b'^  +  c^-fl»],  S=^^[aa  +  c*-6*j  und  C=hM[aHf'''-c''\- 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich  das  Moment 
der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe  IG 

=  ;H[aacos  Jj^cos ffä  +  63sin ij^cos b^  -f  c^ sin  ß^]. 
Hierbei  bemerke  man,  dass 

cosijcose^^cosj^/G,  sinjjcose  =  cosß/G  und  siriö=cos  C/^; 
ist.  Setzt  man  daher  die  Winkclabstärtde  der  Ase  IG  von  den 
drei  Hauptaxen,  oder 
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AtG  =  u,  BW  =  ß  und  CIG  =^  y, 
so  wird  das  Moment  der  Tiügheit  in  Bezug  auf  rlie  Axe  IG 
^  Ma^cosu^  +  Mb^cosß'^  +  Mc^osy'^. 
Die  Winkel  a,  ß,  y  sind  aber  so  bescliaffen,  dass  man  hat 
COH (11^  + cos ß'^-\-  cosy'^—  1. 
Zusatz   1. 
§.  453.     Setzt  man  das  Moment  der  Träglieit  in  Bezug  auf 
die  Axe  IG  —  JUk^,  so  kann   man   dasselbe  auf  die  folgenden 
Weisen  ausdrücken: 

Mk^  =  Mu^  -  Mia^-O^  cos  ß^— 31  ia^—c'^)co^y^ 
Mk^^Ml,^  +  M(.a^—b^)cosc:^-~M(6^-~c^)cosf 
ßIh^=Mc^+M(n^—c^)cosa^-\-M(/>^—c'')cosß^; 
und    man   kann   in  jedem    dieser  Ausdrucke  die    zwei  Winkel 
nach  Belleben  aimelimen. 

Zusatz   2. 
§.  454.     Ist  a2>62  und  /j^'>c^,  so  wird  das  Mo  ne  t  der 
Trägheit  i«  Beaug  auf  die  Axe  lA  das  grösste  \o     ille      u    I 
das  in  Bezug  auf  die  Axe  IC  das  kleinste;  daä    i    Lez  g   luf 
die  Axe  IB  wird  dio  Mitte  halten. 
Zusatz  3. 
5.  456.     Ist  (««— &2)  cosß2  >  (^a  _  ßS)  cosi-^    so  wird  das  Mo- 
ment der  Trägheit  in  Bezug    auf  die  Äse  IG  grüsser  als  da» 
mittlere  Mb^,  im  Gegenfheil  wird  es  kleiner.     Ist  aber 

(a3-  /.2)  cosfl^^  (ia_c2)cos7^, 
was   an  unzähligen   Orten   geschehen   kann ,    so    sind  daselbst 
alle  Momente  der  Trägheit  einander  gleich. 

Zusatz  4 

§.  456.  Ist  aber  a'^=lj'^=c^,  d.  h.  sind  die  Momente  der 
Trägheit  in  Bezug  auf  die  Hauptascn  einander  gleich,  so 
werden  auch  die  Momente  in  Bezug  auf  alle,  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  gezogenen,  Axen  einander  gleich  sein; 
man  kann  daher  jede  beliebige  Axe  als  Haujitaxe  ansehen. 
Anmerkung. 

g,  457.  (Figur  51.)  Auf  elegante  Weise  kann  man  diese 
Sätze  »ach  dem,  in  der  sphärischen  Trigonometrie  angenom- 
menen. Gebrauche  darstellen.  Ks  seien  nämlich,  wenn  man 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  im  Centrum  einer  Kugel  annimmt, 
A,   B  und  C  die   auf  der    sphärischen    Oberfläche    begrenzten 
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"Eiuliiunkte  der  Haupt;ixen ,  so  dass  die  Bogfin  AB,  ^C  und 
BC  Quadranten  sind.  Den  in  diesen  Punkten  begrenzten 
Axen  entsprechen  die,  Momente  der  Tiäigheit  JI/o",  JWi^  und 
jMc*,  von  denen  das  erste  das  grösste,  das  zneite  das  mittel- 
grosse  und  das  dritte  das  kleinste  ist.  Betrachtet  man  nun 
eine  andere  beliebige  Äxe,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  geht  und  die  RpbSrische  Olterfläthe  im  Punkte  S  durch- 
schneidet, so  wird  das  Moment  der  Trägheit  in  liesug  auf 
dieselbe 

^Ma^msAS^  +  Mb'^cosBS'^^  Me^cos  CS^. 
Dieser  Ausdruck  kann,  weil  cosjiiy4-cosBS'*+cosC'Ä^=l 
ist,  auch  folgendermaassen  dargestellt  werden: 

Ma-^-Mia^—b'^)cosB^  —  ]aiifl-~c^)coaCS\  oder 
Mb"^  -{■  M{a^—b'^)cn&ÄSf^—M(b^—c^)casC^  od«- 
Md^  +  Jtf  («2  - 1=)  cos  JÄ^  +  M(b^—c^)  cos  BS^. 
Hiernach  wird,  wenn  S  auf  dem  Quadranten  BC,  nämlich 
im  Punkte  D  liegt,  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die 
Axe  W 
t=  iU (b^cos  ß/>2  +  «a cos  CO^) ^  Mb'^—M{b'^~v'-)  cosCÜ^^ Mc^ 

-\-M(_b^-'C^)  cos  BD% 
oder  aucli 

=  Jfm  —  M(b^—c-'')s\nBD^=3tc^-i-M(b^—c^)smCDK 
Auf  ähnliche  Weise  ist  das  Moment  der  Trägheit  in  Be- 
zug auf  die  Axe  IE 

und  das  in  Bezug  auf  die  Ase  IF 

=Ma^~-  Jfl{a^—b^)sm  AF2=Mb'^  +  M(a^~b'^)swBF^. 
Aufgabe   30. 

§.  458.  Man  soll  alle  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
gezogenen  Axen  finden,  in  Bezug  aufweiche  die  Momente  der 
Trägheit  einander  gleich  sind. 

Auflosung. 

(Figur  51.)  Es  seien  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug 
auf  die  Hauptaxen  lA,  IB  und  IC  respective  Ma*,  IHb^  und 
Mc^,  und  dabei  a'^>b^->c^;  man  sucht  alle  durch  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  /  zu  ziehenden  Axen,  in  Bezug  auf  welche 
die  Momente  der  Trägheit  einander  und  zwar  demjenigen  gleich 
sind,  welches  der  Axe  JE  entspricht.  E  ist  auf  dem  Qua- 
dranten AC  angenommen,  weil  von  A  bis  C  alle  Momente  die- 
ses Körpers,  vom  grilssten  bis  zum  kleinsten,  vorkommen. 
Ist  nun /Ä  eine  solche  Axe,  so  haben  wir  die  Gleichung; 


y  Google 


222  Kapitel   V.     Von  dem  Momente  der  Trübheit 

Ma^-M(_a^c^ymAE^=:ItJa^M(aP:-0^)cosBS^-iaia^-c'^)cosCS^ 
oder  (a^^c2)sin  JE2=(a«~ö3)(;og_B52  ^(„2_ca)co8  CÄX 

Da  nun  cosBS^=8ia  AS^  — cos  CS^  ist,  so  wiril 
(«a_c3) sin^£«=(tt^-öa) sin  jsa_^(öa_ca) cos  CS2. 

Führt  man  feiner  den  Winkel   CAS  ein,  so  wird,  weil  cos 
CS=^sinASco8CAS  ist, 

(ü^  -  c^siaAE^  =  (>fi—b^)sinAS^+((,^—c'')BmAS^cos€AS'' 
also  sjn  A&'  —  -ä — >„  ,  .., 5; TTTps-  • 

Fiilirt  man  aber  den  Winkel  ACS  ein,  so  wird 

«inrs^  -         («''-'')^'"gg' 

Der  Winkel  C^S  kann  bis  ÖO»  wachsen,  wenn, nur 

(„«_c2)sinJE2<a2-.62   d.  b.  6in^E<  V^"^-::=l^^  ist; 
f    a-^  —  c^ 
eben  so  kann  der  Winkel  ACS  bis  90"  znnebmen,  wenn  nur 

sin  C£<Y  ^^  odersin-4£>^2^^^  ist . 

l>er  Punkt  S  wird  daher  auf  der  Curve   liegen,    welche  in 
£  ,aul'steii;end  durch  den  Quadranten  Aß  gebt,  wenn 

ist;  jene  Onrve  wird  durch  den  Quadranten   HC  gehen,  "etin 
T    a^ — c^ 


Ist  aber  sinjJ£:z 


so  wird   die   Curve    durch   den  Punkt  B  gehen  und  es  werden 
alle  Momente  der  Trägheit  — üü^.    In  diesem  Falle  wird  daher 

sin  ^1^  =  ^-Zf/r^  (P^^^Jcis  tMS^ 


und    es    iVdgt   hieraus,    weil    cosAE^^  ^__^^  ^„ul  ^^^^ 

_siuAE--  _ 
—  ^J^£ä  ist , 

^'"^^^'-■=srniü:M^S:4Ä;n^iirtLiÄ2""''  ^^^^^^^Ajäs- 

Aus  der  letzten  Gleichung  ersieht  man,  dass  die  Orte  der 
Punkte  S  auf  einem  grüssfen  Kreise  liegen,  welcher  durch  die 
Punkte  B  «nd  E  gezogen  ist. 
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(Figur  r.2)     In    dem    ralle,   ilass    ein  ^^  <Y  ^^-^ist, 

oder  der  Punkt  i,  inher  an  A  angenommen  wird,  belinde  sicli 
derselbe  in  e ,  alsdann  nird  es  auf  dem  Quadranten  Ali  einen 
Punkt /■  geben,   iti   welclieni  das  JVIomeiit  gleich  gross  ist.     Es 

wird  demnach  smAf^—- — ■■■■  ^ .^ — ,   also,    wenn    man   Ae 


Af^=f,  As=^s  und  eAs  =  <p  setzt,   weil 
;g— c'^_e;n/a— , 


isdien  s  und  9  die  Glcichunjf 


^  sine^'sin/''  sin  e^  sin /^ 

~sine*  +  Csin/* — sine*) cos y^  ~sine^5inif.^+  sin^'^c 
Dieselbe    drückt   die  Natur  der  Linie   esf  aus  und  1 


nAE.     In  dem  Falle  endlich,  wo  s\nAE^ 


^m 


ist,  liege  der  Punkt  £  in  e'  und  es  wird  alsdann  auf  dem  Que 
dranten    BC  einen    Punkt  d  geben,    in    welchem    das  Moment 

dasselbe  als  in  c'  ist,  so  dass  sin  Crf^  „  ^ ,l'\  wird. 

0^ — c' 
Setzen  wir  nun  Ce'^e,  Cd=f,  Cs'=^s  und  e'Cs'^cp,  so  wird,  weil 
tt'— c''       sin/"2        ,  <fi-b^       sin /^— sin  c^  _        .     ,  , 

.g h  =  ~i'„i  u"*i  /a'IlTä  ~  '  •  •     •     ,3 ist,  zwischen s  und 

rp  die  Gleichung  stattfinden: 
!^  sin  /^_ 


sin  e*4- (sin/^ — sin  e*)  cos 91*  eine'' sin^)^  +  sin/* cos^p*' 
welche  die  Nafur  Avv  Linie  eVrf  ausdrückt  und  wobei  —. — j, 
=  sin  CE  ist. 

Zusatz    1. 
§.  459.    Durch    den    ganzen    von    B    durch   jK    gezogeneu 

grössten  Kreis  ist  demnach ,  damit  sin  AE  =  V  -2^— ä  *'^'' 
das  Moment  der  TrMgheit  =  iJlß*.  Weil  man  ferner  den  Bogen 
^i-'so  wohl  negativ  als  positiv  annehmen  kann,  gibt  es  auf  der 
Kugel  zwei  grosste  Kreise,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben. 
Zusatz  2. 
§.  4fi0.  Auf  ahnliche  Weise  werden  so  wohl  um  den  Pol 
A,  als  um  den  ihm  entgegengesetzten  zwei  elliptische  Bahnen 
auf  der  Kugel  stattlinden,  deren  halbe  grosse  Äxe  der  Bogen 
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Af  und  deren  halbe  kleine  der  Bogen  Ae  ist  und  auf  welchen 
überall  dasselbe  Moment  der  'l'riiglioit,  grösser  als  iHi^,  statt- 
findet. In  der  Figur  stellt  die  Linie  fsf  einen  Quadranten  die- 
ser elliptischen  Bahnen  dar. 

Zusatz  3. 

g.  461.  Die  Linien,  auf  welchen  daa  Moment  der  Trüg- 
heit  kleiner  als  Mli^  ist,  werden  zwei  elliptische  Bahnen  sein, 
deren  Mittelpunkte  im  Pole  C  und  dem  ihm  entgegengesetzten 
liegen,  deren  halbe  grosse  Ase  der  Bogen  CdnnA  halbe  kleine 
der  Bogen  6V  ist.  in  der  Fignr  stellt  die  Linie  ds'c'  einen 
Quadranten  dieser  elliptischen  Bahnen  dar. 
Anmerkung  \. 

§.  462.  Wenn  auch  diese  auf  der  Oberdiiche  der  Kugel 
gezogenen  Linien  /se  und  ds'e'  sich  nicht  in  derselben  Ebene 
t>efmden,  so  finden  wir  es  doch  angemessen,  sie  elliptische 
Bahnen  zu  nennen,  weil  ihre  Projeolionen  anf  Ebenen,  welche 
die  Kugel  in  den  Punkten  Ä  und  C  berühren,  Ellipsen  sind, 
deren  Mittelpunkte  in  A  und  C  liegen.  Setzt  man  nämlich 
in  der  Projection  der  Linie  fse  auf  die,  die  Kugel  in  A  berüh- 
rende. Ebene  s\nAf=m,  sin^e;=K,  eo  dass  -^  = -^—r^ 
wird  lind  nimmt  man  ffi'r  die  Projection  des  Punktes  s  auf  m 
die  Abscisse=:=iC=  sin Ä. sing;  nnd  die  darauf  normale  Ordinate 


=  j  —  sniscostp  an; 


1  zwischen  x  nnd  «die  Gleichung 


n''a.'^-^vfiy''^tnhfi  i^.m.), 
welche   einer   Ellipse   angehört,    dereti  Mittelpunkt    in  A  liegt 
und   deren    halbe  Äsen  m  und  n  sind.    Auf  gleiche  Weise  fin- 
det man,  dass  die  Projection  der  Linie  dn'e'  auf  die,  die  Kugel 
In  6' berührende.  Ebene  eine  Ellipse  ist. 

Ist  etwa  MW^—Mc^,  in  welchem  Falle  der  Punkt  E  in  C 
ßllt,  so  wird  Ae=Af  und  m=n,  es  geht  die  Ellipse  in  einen 
Kreis  über  und  zwar  wird  die  Linie  fse  ein  um  den  Pol  A  be- 
schriebener kleinerer  Kreis. 

Anmerkung  2. 
g.  463.  Wir  haben  demnach  die  Aufsuchung  des  Momentes 
der  Trägheit  darauf  znrückgeiiihrt,  dass  es  liir  jeden  beliebigen 
vorliegenden  Körper  hinreichend  ist,  je  drei  Momente  der  Träg- 
heit zu  bestimmen,  welche  nämlich  in  Bezug  auf  die  drei  Haupt- 
axen  genommen  sind.     Uenn  wenn   diese  bekannt    sind,    kann 
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man  leicht  das  Moment  der  Trägheit  desselben  Korpers  in  Be- 
zug auf  irgend  eine  andere,  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trüg- 
heit  gehende.  Äse  und  hieraus  ferner  in  Bezug  auf  alle  andern 
jener  parallelen  Axen  angeben.  Auf  diese  IVeise  ist  die  Auf- 
findung der  Momente  der  Trägheit,  ivelche  anfangs  für  jeden 
Körper  gleichsam  ohne  Ende  zusein  schien,  auf  bcwunderungs- 
wfirdige  Weise  abgekürzt  worden.  Ausserdem  aber  verdient 
bei  dieser  Arbeit  ein  anderes  ausgezeichnetes  Hulfsmittel  be- 
merkt zu  werden,  durch  wekhes  man  auf  das  Moment  der 
Trägheit  irgend  eines  Körpers  ieSthf  aus  den  Momenten  seiner 
Theile  schliesscn  kann;  dieses  wollen  wir  in  der  folgenden 
Aufgabe  auseinandersetzen. 

Aufgabe  31. 

§.  404.  Gegeheii  sind  die  Momente  der  Trägheit  zweier 
Theile  in  Bezug  auf  Axen,  n'ekhe  einander  parallel  sind  und 
durch  den  Mittelpunkt  der  TrSgheit  eines  jeden  gehen;  man 
soll  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Körpers  in  Bezug 
auf  eine  Ase  bestimmen,  welche  jenen  parallel  ist  und  durch 
den  Mittelpunkt  der  Triigheit  des  letzteren  geht. 
Auflösung. 

(Fig.  r.3.)  Es  sei  demnach  der  Körper  aus  zwei  Theilen 
zusammengesetzt,  deren  Massen  M  und  iV  sind  und  deren  Mit- 
telpunkte der  Trägheit  sich  respective  in  M  und  ZV  belinden, 
der  Zwischenraum  MN  werde  =c  gesetzt.  Es  sei  nun  das 
Moment  der  Trägheit  des  ersten  Theiles  M  in  Bezug  auf  die 
Axe  mm'  gegeben  und  ^=M.vt%  eben  so  das  des  andern  Thei- 
les N  in  Bezug  auf  die  Axe  nn'~N.n%  diese  Axen  mm'  und 
nn',  welche  durch  die  Mittelpunkte  der  Trägheit  beider  Theile 
gehen,  werden  einander  parallel  angenommen,  man  soll. hier- 
durch das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Körpers,  in  Bezug 
auf  die  jenen  parallele  und  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit /  gehende  Axe  i  l'  bestimmen.  Die  Masse  des  ganzen 
Körpers  ist  aber  =JI/+iV  und  man  findet  seinen  Mittelpunkt 
der  Trägheit  auf  der  geraden  Linie  MN  im  Punkte  /  so  dass 
man  hat 

Da  nun  diese  drei  Axen  in  derseH>en  Ebene  liegen,  so 
setze  man  ihre  Neigung  gegen  die  Linie  jtfiV  oder  den  Win- 
kel iV/i— 5,  alsdann  wird   der  Abstand    der    Axen   mm'   und    /(' 

15 
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von  einander  —  m  i  /y  ""''  ^^    ^^^  Moment    der  Trägheit  des 
Theiles  M,  in  Bezug  auf  die  Axe  W 

i  ferner   der  gegenseitige  Absland   der  Axen  nn'  und  W 


^^  Iw +Tv    ""'    ^^   ^""8"^*  ^'*^''    *'^®  Moment  der  TrSgheit    des 
Theiles  N,  in  Bezug  a«f  die  Axe  ii' 

-iV.M   +     (^^^ja      ■ 
Hiernach  wird   das  Moment  der  Triighcit   des    ganzen  Kör- 
|)('i's,  i(i  Bezug  auf  die  Axe  W 

Zusatz  I. 

§.  465.     Üas    Moment    des    ganzen    Körpers    ist    demnach 

griisser,  als  diß  Summe  der  Momente  seiner  Theile,   in  Bezng 

auf  Axen,  welche  einander  parallel  und  durch   den  Mittelpunkt 

der  Trägheit  eines  jeden  gezogen  sind;  und  zwar  ist  der  Ücber- 

schuss  — '  T|j_fV —  *'^'"'  Q'^'"^''''*  desAbstandes  der  Axen  pro- 
portional. 

Zusatz  2. 

§.  4fi6.  Setzt  man  die  Masse  des  ganzen  Kfirpers  —  / 
=  M  +  ]\  und  sein  Moment  der  Trägheit,  in  Bezug  auf  die 
Axe  W,  =:I.P,  so  nird 


fi+N.u'^-\- 


31.N.C 
i 


Setzt  man  ferner  den  Abstand  lM  =  a  und  den  IN^=^I>,  so 
wird    «  =  -y—  und  o:-  — y-,  also 

I.^=  M.nfi  +  N.ii^ -h  /fl6sinö2. 

§.  467.  Ist  daher  das  Moment  dos  ganzen  Körpers  =;/,P 
zugleich  mit  dem  Momente  des  einen  Theiles —Jl/.wi^  gegeben, 
so  schliesst  man  hieraus  auch  leicht  auf  das  Moment  des  an- 
deren Tlielles 

hierbei  sind  nändich    die  Axen   einander    parallel    angenommen 
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und  es    gehen    Jie&elben   durch   den    Mittelpunkt    der    Trägheit 
eines  jeden 

Zusatz  4. 
§.  468.  Uesteht  dei  koipei  aus  mehreren  Theilen,  deren 
Momente  dec  'iiagheit  in  Bezug  auf  Axen,  welche  einander  pa- 
rallel durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  eines  jeden  gehen 
bestimmt  sind,  so  Wird  man  hieiaas,  indem  man  je  zwei  mit 
einander  verbindet,  endlich  auf  das  Moment  der  Trägheit  des 
ganzen  Körpern  in  Bezug  .lut  eine  Axe,  welche  jenen  parallel 
ist  und  duich   den  Mittelpunkt   der  Trägheit  des  letztem  geht, 

Anmerkung.   1. 

gl  469.  In  diesem  Falle,  wo  mehrere  Theile  gegeben  sind, 
bat  man  nicht  nöthig,  der  Aufgabe  gemäss  je  zwei  mit  einan- 
der zu  verbinden,  sondern  kann  sogleich  auf  das  Moment  des 
ganzen  Körpers  schllessen.  Es  seien  nämlich  M.trfl,  I\.n^, 
P.p^  nnd  Q.q^  die  Momente  der  Theile  in  Bezug  auf  Axen, 
nelche  einander  parallel  sind  und  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  eines  jeden  gehen;  iiir  den  ganzen  Körper  denke  man 
sich  aber  eine  jenen  parallele  Axe,  welche  durch  seinen  Mittel- 
punkt der  Trägheit  geht  und  von  welcher  die  Axen  der  Theile 
At,N,P,Q  um  die  ÄbslSnde  a,ö,  c  und  rf entfernt  sind.  Sind  diese 
bekannt,  so  wird  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Körpers 
=  ^(m^+«2)-|-JV{«H6^)+P(pHc^)+e(?^+rf^)    (§.  430). 

Auf  diese  Weise  kann  man  daher  oft  auf  leichte  Weise  die 
Momente  der  Trägheit  sehr  u n rege! miss ige r  Korpei  bestimme», 
wenn  diese  nur  aus  solchen  Theilen  zus  im  mengesetzt  sind,  de- 
ren Momente  der  Trägheit  man  angehen  kann,  und  es  wird 
durch  dieses  Verfahren  die  Berechnun.r  der  Momente  der  Träg- 
heit nicht  wenig  erleichtert 

Anmerkung  2. 

g.  470.  Ks  ist  aber  nicht  hinreichend,  eine  Methode  ange- 
geben zu  haben,  nach  welcher  man  die  Momente  der  Trägheit 
aller  Körper  finden  kann;  sondern  man  muss  dieselben  auch  ffir 
die  vorzüglichsten  Arten  von  Körpern  entwickeln ,  damit  man 
sie,  so  oft  es  der  Gebrauch  verlangt,  von  hier  entnehmen  kann. 
Damit  aber  die  Arbeit  keine  unendliche  werde,  beschränken  wir 
diese  Untersuchung  auf  homogene  Körper,  welche  in  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  ans  ghnlichei  Materie  bestehen,  so  dass  wir 
die  Rechnung  gleichsam  nur  geometrischen  Körpern  anzupassen 
haben,    wobei   wir   lediglich    die    hauptsächlichsten  Figuren   be- 
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faachten  werden.  Zuerst  wollen  wir,  weil  man  sehr  dünne  Fä- 
den und  Scheiben  als  Linien  und  Oberflächen  betrachten  kann, 
mit  diesen  anfangen  und  von  ihnen  zn  den  verschiedenen  Arten 
von  Körpern,  welche  vor  den  übrigen  vorzukommen  pflegen, 
Übergehen.  In  diesen  einzelnen  Körpern  wollen  wir  aber  die 
drei  Hauptaxen  und  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie 
bestimmen,  da  man  nämlich  von  diesen  mit  leichter  Mühe  auf 
die  Momente  in  Bezug  auf  alle  Äsen  schliessen  kann.  Bieraus 
wird  auch  zugleich  klar  werden,  aufweiche  Welse  man  die  Rech- 
nung so  bequem  »Is  möglich  iillen  Arten  von  Körpern  anzupas- 
sen habe. 
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Kapitel     VI. 

Aufsuchung  des  Moments  der  Trägheit  in  homogenen  Körpe 


Aufgabe  Z% 

§.  471.     (Figur  S4.)     Wenn  ein  Körper  ein  sehr  danner  ge- 
radliniger  Faden   AIB  ist,    soll  man  seine  Hatijitasen  und  die 
Momente  der  Trägheit  in  Bezug  a.uf  sie  bestimmen, 
Aufladung. 

Es  sei  die  ganze  Liinge  des  Fadens  ^ß— 2a,  alsdann  wird  in 
seinem  Mittelpunkte /der  Mittelpunkt  der  Trägheit  liegen,  so  dass 
lA  =  J/i=:a  wird;  die  Masse  des  Fadens  aber,  welche  geome- 
trisch durch  2«  ausgedriidct  wird,  sei  ~M.  Eine  der  Haupt- 
axen  wird  nun  sicher  die  Linie  AB  selbst  sein,  in  Bezug  auf 
welche  das  Moment  der  Trägheit  =  0,  also  ein  minimum  ist; 
die  zwei  andern  sind  in  /  auf  AB  normal  und  da  die  Momente 
der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie  einander  gleich  sind,  so  wird 
iltrc  Lage  nicht  bestimmt.  Um  daher  das  Moment  der  Tiag- 
heit  in  Bezug  auf  eine  solche,  in  /  auf  AB  normale  Aue  zu 
linden,  nehme  man  lP=lQ^=x  an,  alsdann  sind  die  Momente 
der  Elemente  Pp  =  Qi/~d.T  gleich  x'^d^  und  so  beide  vereint 
=  2a;*<Ia;.  Integrirt  man  diese  Summe,  so  wird  das  Integral 
=ygx'  und  dasselbe  ergibt  fäv  j;  =  a  das  Moment  der  Träg- 
heit des  ganzen  Fadens,  in  Bezng  auf  die  in  /  aufriß  norma- 
len Axen,  ^y^a^^^/^IU.a',  weil  j?/=2«  ist. 
Zusatz   1. 

§.'  472.     Die   zwei   andern  Hauplaxen  ausser   AJB  »erden 
niiibt  bestimmt  und   es  ist   gleichgültig,    «eiche   zwei,    sowohl 
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unter  sich  als  in  /  auf  AB  normale,  Linien  man  für  sie  an- 
nimmt. Das  Moment  der  Tiägheit  in  Bezug  auf  sie  =^^/^ßl.a^ 
ist  ein  maximum,  so  c]ass  <tas  mittlere  mit  dem  grüssten  über- 
einstimmt. 

Zusatz   2. 

@.  473.  Da  ilae  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  aiif  die 
Axe  AB:=0  ist,  so  wird  dasselbe  in  Bezug  auf  eine  andere 
beliebige  Äse  SIs ,  welche  gegen  AB  um  den  Winkel  AIS 
=  6  geneigt  ist,  ^Y^Ma^sind^.  Diess  ist  aus  dem  Vorherge- 
gehenden  einleuchtend,  wenn  man  die  eine  der  beiden  tilirigen 
Uauptasen  in  der  Ebene  AIS  annimmt;  alsdann  wird  die  Axe 
Ä!  nSmlich  gegen  sie  um  den  Winkel  90"  —  6  und  gegen  die 
andere  um  90"  geneigt  sein  (§.  452.). 
Aulgabe  33. 

§.  474.  (Figur  5i5,)  Wenn  ein  Körper  ein  kreisiÜrmig  ge- 
krümmter sehr  dünner  Faden  AEBF  ist,  so  soll  man  seine 
Hauptaxen  und  die  iVlomente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie 
bestimmen. 

Auflösung. 

Es  sei  der  Radius  des  Kreises  lA^a,  also  die  Län^e  des 
Fadens  =2ji;«,  welche  letKtere*zugleich  seine  !(lasse  =M  dar- 
stellt. Da  der  Mittel[iunkt  der  Trägheit  sich  im  Mittelpunkte 
/  des  Kreises  befinijet,  so  wird  zuerst  eine  in  diesem  Punkte 
auf  tlie  Ebene  des  Kreises  perpendiculäre  Linie  die  eine  Haupt- 
axe  und  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie  ^Ma^  sein. 
Die  zwei  übrigen  Axen  liegen  in  der  Ebene  des  Kreises  und 
man  kann  für  sie  je  zwei  beliebige,  aufeinander  normale  Durch- 
messer AB  und  El''  annehmen,  ISimmt  man  nun  die  Abscisse 
IP=x  und  die  Ordinate  PM::^y^\^u^^a;^an,  so  ist  das  Ele- 
ment des  Fadensiltfm= — —  und  sein  Moment  in  Bezug  auf  die 
Axe  AB=z  ayda: ',  mithin  das  ganze  Moment 

^ö/yrfa:  =  oXdie  Fläche  des  Kreises  =  rea^ 

Da  nun  iff— 2ota,    so   hat  man   das  Moment   in  Bezug  auf 
einen  beliebigen  Durchmesser  ^Va^/.a^. 
Zusatz    1. 

g.  475.  Das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  anf  die,  auf 
der  Ebene  des  Kreises  normal  stehende,  Hauptaxe  oder  M.a^ 
ist  daher  das  grüsste  und  es  stimmt  das  mittlere  mit  dem 
kleinsten  iiberein .  indem  jedes  der  HäUle  des  grfissten  glciuh  ist 
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Zusatz  2. 
§.  476.     Denkt  mar»  sich  eine  andere  beliebige  Axe,  welche 
in  /  gegen  die  Ebene  des  Kreises  um  einen  Winkel  ij  geneigt 
ist,  so  bildet  dieselbe  mit  der  ersten  Axe  einen  Winkel  =90" 
—  jj,  mit  der  einen  der  zwei  andern  einen  Winkel  =»)  und  mit 
der  dritten  Axe  einen  rechten  Winkel;   es  wird  daher  das  Mo- 
ment der  Trügheit  in  Bezug  auf  diese  Ase  (nach  §.452.) 
=:  itfß^sin  jj2  _|_  i/^Ma^.cos  ij«  =  '/^Ma^  (1  +  sitt  if). 
Aufgabe  34. 
§.  477.     (Fig.  S6  )     Ist  der  Körper  eine  sehr  dünne,  ebene 
und  dreieckige  Scheibe  ABO,   so  soll  man  seine  drei  Haupt- 
iixen  und  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie  bestimmen. 
Aiinosung. 
€m  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /zu  erhalfen,  ziehe  man 
vom   Winkel   A  ans   die  gerade  Linie  AC,    ivelche   die  gegen- 
überliegende  Seite  HD  in    C  halbirt  und   nimmt  man  nun  6'/ 
—  %AC  an,  so  ist  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit.    Wir  setzen 
Cl=.a,    CB=CD=c  und  ^ACB=t,   so  dass  AI~2a,  AC 
^^a  und   BD=:2c    witd.    Man  sieht  nun  ein,   dass   die  eine 
Hauptaxe  in  /  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  normal  stehen  wird, 
weilj    wenn  wir  auf  ihr  die  Coordinate  a:  annehmen,   wegen  a: 
=0,  so   wohl  fa-y(m=0  als  auch  fazdM=0  sein  wird.     Man 
nehme  daher  nach  Aufgal>e  28.   (§.442.)  ausser  dieser  Axe  in  der 
Ebene  des  Dreiecks  die  zwei  übrigen  Coordinatenasen  an,  deren 
eine  lA  sei.     Nimmt  man  nun  ein  beliebiges  Element  dM  in  Z 
an,  so  sei,   wenn   man  von   hier    auf  lA  das    Perpendikel  ZV 
fällt,  JY^^tf,  und    TZ^z  und  man  setze  die  Integrale  fx^-dM 
=A=a,  fy'^.dM=B ,  fi'.dM  =  C  and  fyzdM=F.    Sind  nun 
IF  und  76'  die  beiden  übrigen  Hauptaxen  und   setzt  man  den 
Winkel  AIF=&,  so  haben  wir  bewiesen,  dass 
2/" 

und  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe  IF 

=A  +  Bsin^  +  Ccos6^—'2Fsm6cosO 
sei,  wo  e  so  wohl  den  Winkel  AIF,  als  auch  den  AIQ  be- 
zeichnet. Ferner  wird  das  Moment  der  Trägheit,  in  Bezug 
auf  die  erste,  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  normale,  Axe  =  B 
+  C.  Um  nun  diese  Werthe  zu  finden,  ziehe  man  durch  Z 
die  Linie  MNp^BD  und  wenn  man  dam»  AP=l  und  PZ=u 
setzt,  so  erhält  man 
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unil  das  in  Z  befmdliche  Element 

dM=di.dusi\it. 

Hiernach  wint  j='2a  — (  +  mcosJ,    i=Msin5,    man   denkß 
sich  ferner  ein  anderes  gleiclies  Element  dtdu^M^  anf  der  an- 
dern Seite  von  CA,_  iur  welches  u  negativ  wird  und  betrachtet 
man  diese  mit  einander  vereint;  so  wird 
£=2/VHsiii^dM[(^a-0a+  m2cos£2], 
C=2/(((sin£/MädKstne^  untl 

jP=:/rffsin?/[Mrf«sin£(2a  -  (  +  uc(,st)'~udu  sinJ(->fl-(— Mco^ai 
=  ifdtsintfu^du  sin  J'cos  t 

Nachdem  die  erste  Integration  ausgeführt  ist,   nw^s  man  u 

=  ö—  setzen  und  erhftit  s« ; 

und  F=2,inS«co,J/,J(.|^. 

ForiiUF 

B-  2"'»£Lt r  + ISJ  +35»  ™f  J 

„n,l  F= jjjjä 

Erstreckt  man    diese   Wertbe  über  das  ganze  Dreieck,  in- 
dem man  (  =  3«  setzt,  so  erhalt  man 

ß=%«csin£[3aa  +  cacoBja],  C=%flcVinS3undF='/a«c»«in£^eosr. 
Hieraus  ergibt  sich,  zur  Bestimmung  der   Lage   der  Äsen 
IF  und  IG,  , 

,  ,.„  2<fc»8in£geos£ c^^m^l 

*S'^''-3a3calne+ac»sint(cos£ä_gin£a)      3«^  +  c^eos2£' 
woraus    man    ngmiich  zwei   Werthe  für  0  erhält.     Endlich  wird 
das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Hauptaxe,    welche 
auf  die  Ebene  des  Dreiecks  normal  ist, 

=  Va«csin £(3fl^  +  c=)  =  %M(Za  -{■  c^) , 
weil  M—Sacaint  ist.     Ferner   wird   in  Bezug   auf  die  Äxe  IF 
oder  IG,  je  nachdem  0  den  Winket  AIF  oder  AlG  bezeichnet, 
das  Moment  der  Trägheit 
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Zusatz   1. 

i^.  478.    Da    AB^ -{■  AlP'z=lHa^  ■\-'2c^   ist,   so    «ird   3«^ 

iß2  +  ^ö3^2ca        ,    . .  ,       -,  ^   ,      rr  .....  . 

^ E und   hieraus    das  Moment  der  Iragheit  in 

Bezug  auf  die  Ase,   welche  in  /  auf  der  Ebene  des  Dreiecks 
normal  steht,        =%aM[AB'^-\- AD'^^^BÜ^]; 
also   Vag    des  Products  der  Masse  in  die  iSunime  der  Quadrate 
der  drei  Seiten. 

Zusatz  2. 

§.  479.     Fördie  zwei  flbrigenHaupfaseii  /Fund  IG,  welche 

in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegen,  bemerke  man,  dass  feinen 

Winke!  bezeichnet,    welcher  kleiner  als  90"  ist,   so   dass  sin2f 

positiv    sein    wird.     Zur    Bestimmung    des    Winkels    AIF^O 

wird  alsdann  ^^________ 

,      -3ßa-c3cos2£+ V'9<J*+6a'»Aos2£+<;^      ^     ,  ,„ 
t»ö=— — "-^asi,i2£ =  tsAIF,  wogegen 


_  — 3«'^— t^''co52g— V9a''+l)«gc^cos2£-|-<; 


§,  480.    Das  Moment  der  Tr.fgheit  in  Bezug  auf  diese  Axen  ist 

und  da  nun  ^'^(.i~^)  =  ^^^^^^ff^'  so    wird   dieses    beider- 
seitige Moment  folgen  dermaassen  ausgedrückt  durch 
Via^[3fl»  )-c2±V"y«^-|-6fl*f''cos2M-cM=Vi2''?ca 

[l-cos2£-sin2£tge] 
_;tfc^sin£sin(g-ft) 
—  6co5fi 

Je  nachdem  man  nämlich  fiir  0  den  Winkel  ^/F  oder  AIG 
annimmt,  wird  das  Moment  auf  die  eine  oder  die  andere  Äxe 
bezogen. 

Beispiel. 

§.  48i.  Es  sei  das  Dreieck  ABD  gleichschenklig  oder  £ 
=  90«,  alsdann  wird  tg2e  =  0  und  6  entweder  —0  oder  =90"; 
OS  fallt  daher  die  eine  Axe  auf  die  gerade  Linie  AC,    die    an- 
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dere  aber  steht  auf  ihr  nurmal.  In  Bezug  auf  die  erslcre  AC 
wird  das  Moment  der  Trägheit  =  y^Mc^,  in  Bezug  auf  die  zweite 
=Vaif«^  während  das  Momentin  BezuganfdieAxe,  welche  auf  der 
Ebene  desDreiecks  normal  8teiit,=%Ma'^-{-^/Q  Mtfl,  alao  der  Summe 
jener  beiden  gleich  ist.  Ist  das  Dreieck  ausserdem  gleichseitig,  also 
jede  seiner  Seiten  =2c,  sowird3a  =  cV3  oder  ß^  — Vs^^-  Es 
werden  daher  alle  in  der  Ebene  des  Dreiecks  durch  /  gezoge- 
nen Axen  das  >3oment  dei-  Trägheit  ^^^Mc^  ergeben,  und  es 
wird  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe,  welche 
durch,/  auf  das  Dreieck  normal  gezogen  ist,  ='-/gMc^,  oder 
doppelt  so  gross  als  jenes. 

Zusatz  4. 
§,  482.  Diese  letztere  Eigenschaft  j^ilt  selijst  allgemein. 
Da  nSmIich  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe, 
welche  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  normal  steht,  =  %M{5a^ 
+  c%  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  IF=^/^^MlZa'^+ c^- 
V9a*  h  6rtVcos'2S+  c^]  und  das  in  Bezug  auf  die  Axe  IG 
=  V,aJI/[3rt2-j-c^  +  >r9u4-j.öa'^c2cos2?  +  c"*]  ist;  so  wird  offen- 
bar die  Summe  dieser  beiden  dem  ersten  gleich. 


§.  483,     Setzt   man    die   übrigen  Seiten    des   Dreiecks  AB 
=2Ö  und  JD=2S,  %\ie  BD=2e  ist,  so  hat  man  zu  bemerken, 

dass  9fl.ä=:26*+2e2-t^    (§,  478.)  und    cosC^^^^^  Ist;    es 
wird  daher 

V9«*  +  6a%äcos  2S  +  c*  =  ^AV  6*  +  cH-fl*— 6*c*— 6^2^— c^B^ 
Uebrigene  kann  man  im  allgemeinen  nicht  bestimmen, 
welche  der  beiden  Axen  IF  und  IG  das  grössere  Moment  lie 
fert,  da  eben  diese  irrationale  Formel  bisweilen  eiuen  negati- 
ven Werth  annehmen  muss.  Diess  ergibt  sieb  aus  dem  Falle, 
wo  e  =  90o,  ihr  Werth  S«.'*— c*  aber  negativ  wird,  wenn  c2> 
Za^  ist.  Im  Allgemeinen  können  aber  diese  zwei  Werthe  einan- 
der nicht  gleich  werden,  weil  die  irrationale  Formel  nur  dann 
verschwinden  kann,  wenn  2£=:;180°  und  3ifi=c^  ist.  Diese 
Benrtheiinng  wird  aber  in  jedem  beliebigen  Falle,  indem  man 
die,  beiden  Axen  zukommenden,  Winkel  6  anwendet,  leicht 
mittelst  der  Formel 

angestellt, 
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Aufgabe  3S. 

§.  484.  (Fig.  37.)  EinKiJrper  ist  eine  sehr  diiiiiie  Scheilie, 
welche  die  Form  des  Parallelogramms  BDdb  hat;  mau  soll 
seine  drei  Hauptaxen  uiiil  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug 
auf  dieselben  bestimmeD. 

Auflösung. 

Halbirt  man  die  zwei  einander  entgegengesetzten  Seiten 
BD  und  bd  in  A  und  C  und  zieht  man  die  gerade  Linie  AC, 
so  irird  in  deren  Mittelpunkte  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit 
des  Kürpers  liegen  und  die  Masse  des  letztern  setze  man— itf. 
Ferner  setze  man  die  .Seiten  Bb=DS=.AC=1a,  BD  =  bd=2l, 
lind  den  spitzen  Winkel  B=;3=£;  alsdann  wird  der  Flächen- 
inhalt :=ia(tsmS=^M.  Nun  wird  die  eine  der  Hauptaxen  in  / 
auf  der  Ebene  der  ISgheibe  normal  stehen,  die  zwei  übrigen 
IF  und  IG  werden  in  der  Bbene  selbst  liegen  und  um  diese 
zn  linden,  denke  man  sich  irgend  ein  Element  tlM  in  Z,  ziehe 
durch  diesen  Pnnkt  zuerst  MN^BD,  und  setze  AP^t  uaA 
PZ  =  ii.  Ferner  fälle  man  aus  Z  auf  AC  das  Perpendikel  ZV 
und  setze,  nach  §.  442.,  IY=y  und  YZ=z.  Da  nun  der  Win- 
kel APZ=^  ist,  so  wird 
Zl'=M8inCund  Pr=^ucoBC,  also  y=:n— i+ucoaS 

und  j=:usinC,  wie  auch  dM=dt.dusinS; 
es   wird   aber    hei  jener  Rechnung  x=:0,    damit  fx^dM  =  (i, 
f.rr/dJ\l  =  D  und  fa:idIH=-Q  sei.    Wir  haben  demnach: 
f,ßdM=B=fdifduBmK(.a—t-\-U!:oäQ^, 
ß.HlM=  C=Jdtftfiduein  £* 
und  fyzdM=  F=fdiSttdu€m  £2(a— (+  mcosS). 

Gombinirt  man  mit  diesen  das  ähnliche  Element  Z',  wel- 
ches auf  der  andern  Seite  liegt  und  wofSr  »  negativ  ist ;  so  wird  : 

B='2sm^dtfdu[{a—ty^-^n^cos^],  C='is\nZ^Ji.Ufu^dH 
und  i''=2  sin  f«cos  tfdtfa^du. 

Nachdem  man  die  erste  Integration  angestellt  hat,  setze 
man  w=6  und  es  wird  sich  alsdanii  ergeben; 

Ä  =  2sini/rf([ö(a-()2-J-  Vsft'coseaj,  C~%b^äm^^Sdt 
und  F=%63sin?'cosyy(. 

Stellt  man  hierauf  die  zweite  Integration  an,  so  wird  man, 
indem  man  t^la  setzt,  erhalten: 

if— %«&sinS[aä-l-ßacos£2j  — Y^^y|;aa.|.//2cosg2], 
C=*/3aö3sin£j„y^^^2gi„ja 
u.ul     F=:%n6«sin£!'cos£='/3,W63sinCcose. 
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Hieraus  schliesst  man,  dass  das  Mommit  der  Trägheit  in 
Bezug  auf  die  erste  Äxe,  welche  in  /  auf  der  Scheibe  normal 
steht,  =B-{-C=%Mia'+0^) 

ist;  dasselbe  ist  also  nicht  von  der  Schiefe  des  Parallelogramms, 
sondern  nur  von  den  Seiten  abhängig.  Für  die  übrigen  Axen 
/Fund  IG  finden  wir  aber,  indem  wir  den  Winkel  AIF^B  setzen, 
^tf—  2F  _  g^'' sing  cos  g_  fi'-'sinSg 
'g-^".— B_C— ä2+ö2cos2r~aa4ö^cos2C 
nnd  der  doppelte  Werth  ergibt  die  beiden  Winkel  AlF  und 
AIG.  Das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  diese  Axen  ist 
£sineHC'cosö2-2FsinöcosÖ 

=V3jtf[«''sinö3-|-Äacos?asinö2+i'8in£2cose2-26^sinecosfsiiiöcos9] 
=»/6  fl/E«"— a^cosSe + ia-iacos2jcos2e— Ö28in2esin2ö] 
=V6^[aH6'— a^os26~*«cos(2s— 26)] . 


cos2ö 


'  VV+2i^^cos2£  +  S* 


'ird  die 


wo  die  Zweideutigkeit  des  Wmzelzeichens  so  wohl  die  beiden 
Axen  IF  und  IG,  als  auch  die  Momente  der  Trägheit  in  Be- 
zug auf  sie  ergibt.  Es  zeigt  sich  daher,  dass  die  Summe  die- 
ser zwei  Momente  dem  ersten  gleich  ist. 
Zusatz  1. 
§.  48S.  Hat  a^-\-b'^cos%  einen  positiven  Werth  und  nimmt 
mau  das  Wurzelzeichen  positiv,  so  wird  der  Winkel  2ö  -sÖO", 
also  J//''<45°.    In  Bezug  auf  die    Axe  [/F  wird  das  Moment 

der  Trägheit  ein  mlnimum  und 

=  V6yW[a^;+ ö'^  Va*  +  2fl2iacos  2S  +  6*] , 
in  Bezug  auf  die  Ase  IG  hat  das  Moment  einen  mittlem  Wevth. 
Zusatz   2. 
§.  486.     Hat  fi2-(-62co82£  einen  negativen  Werth  und  wird 
das  Wurzelzeichen  für  die  Ase  IF  positiv  genommen,   so  wird 
der  Winkel  2e>!)0''  und  daher  AIF'>A'^°;  ferner  wird  das  Mo- 
ment der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe  IF  ein  niinimom. 
Zusatz  3. 
§.  487.     Zieht  man  die  Diagonale  durch  die  spitzen  Winkel 
B  und  9,  so  findet  man,    weil  tg^/g  =  -v^'"^-g  ist. 
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X^ZBIt  —  Q4^2„Qöcog£_j_2a262cos2e  +  2rtfi3cosSH-6'* 
Hieraus  ersieht  man,    dass  im   Rhombus,    wo    a=b   ist, 
beide  Diayonalefl   Hauptaxen  sind,   während    im   Rechteck  die 
gerade  Linie  AC  eine  Hauptaxe  ist. 
ßeiäpiel   1. 
§.  488.     Ist    das   Parallelogramm    BliBD  ein  Reclifeck,  so 
wird',  weil  5=90»  ist,   t£2ö=0,  also   Ö  =  0  oder  Ö— W.    In 
Bezujt  auf  die   in  /   auf  der    Scheihe  senkrecht   stehende  Axe 
wird  \lahev  das  Moment  der  Trägheit 

Die  zweite  Hauptase  ist  die  Linie  AC,  und  in  Bezug  auf 
sie  das  Moment  der  Trägheit  =  V3yHö^; 

die  dritte  Hauptaxe  ist  aber  eine,  in  der  Ebene  der  Scheibe 
auf  AC  normale  Linie  und  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  der 
Trübheit  =  Va  Ma^. 

"Hierbei  sind  die    Seiten   Bb~  Dd-Ia  m\A  B^=bd  =  ^h. 

Beispiel  2. 
§.  489.    Ist  das  Parallelogramm    BbdD  ein  Rhombus,  also 
ö^o  und  jede  seiner  einzelnen  Seiten  ^=2n,  so  wird,  wenn  die 
spitzen  Winkel  =£  sind, 

»§29-rSS2£  =  'sE. 
also  entHodet  6  =  %Z  oder  0^90"+'/,?.  In  Bezug  auf  die 
erste,  in  /  auf  der  Ebene  des  Rhombus  normal  stehende,  Haupt- 
axe ist  daher  das  Moment  der  TrSgheit  ^^^MaK  Die  beiden 
andern  Hauptaxen  sind  die  Diagonalen  lid  und  Dh,  und  in  Be- 
zug auf  die  erstere  das  Moment  der  Trägheit  =yjMo2(]_cosÖ 
=%W«asinVaS^,  in  Bezug  anf  die  letztere  ist  es  ^y^/H/aa 
(H-cose)^a/ai!/««co8%£*. 

Zusatz  4. 

g.  490.  Geht  daher  das  Parallelogramm  in  ein  Quadrat 
über,  dessen  Seite  ■—'Ha  ist,  so  kann  man  alle,  in  seiner  Ebene 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  gezogenen,  geraden  Li- 
nien für  Hauptaxen  halten,  und  in  Bezug  auf  sie  wird  das  Mo- 
ment der  Trägheit  z^%Ma^;  in  Bezug  auf  die  Axe,  welche  in 
/  auf  dem  Quadrat  normal  steht,  ist  aber  das  Moment  doppelt 
so  gross  und  ~  %  Mifi. 

Aufgabe  36. 

§.  491.  Ein  Körper  ist  eine  sehr  dünne,  kreis tiirmige  ebene 
Scheibe;  man  soll  seine  Hauptaxen  und  die  Momente  der  TrSg- 
heit in   Bezug  auf  sie  bestimmen. 
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AiiDUsung. 
(Figur  53.)  Es  sei  der  Radius  des  Kreises  =  a,  also  sei« 
Flächen  in  half,  welcher  die  Masse  M  darstellt,  —■xu^.  Da  nun 
die  eine  der  Hauptaxen  im  Mittelpunkte  /  auf  der  Ebene  des 
Kreises  normal  steht,  so  setze  man  fiir  ein  beliebiges  in  Z  sß- 
legenes  Element  clM  die  Coordinaten  IP^y  und  PZ~i.  Da 
nun  dM^^dy.di  ist,  so  ivird 

indem  man  x=:Sfa^ — y^  gesetzt  hat.     Uieses  Integral  wii'd  aber 
reducirt  auf  die  Form 

und  wenn  man  dieses  viermal   nimmt  und  dabei  ^=ß  setzt,  so 


Auf  filinÜche  Weise  wird  aber  fi^dM=  €=  'A.lfa^  Ferner 
wird  fyzdM,  wenn  man  auf  der  andern  Seite  des  Durchmessers 
ein  ähnliches  Element  damit  verbindet,  auf  0  rednciit,  so  dass 
fifxdM=F=(i  wird.     Hiernach  haben  wir  B—C=0  und 

tg26  =  f. 
der  Winkel  0  ist  also  unbestimmt,  woraus  man  erkennt,  was 
auch  durch  sich  selbst  klar  ist,  dass  alle  Durchmesser  fiir 
Hau[itaxen  gehalten  nerden  krinnen,  in  Bezug  auf  welche  das 
Moment  der  Tiäghcit  =  %aia''  ist.  In  Bezug  |auf  die  erste 
Axe,  welche  im  Mittelpunkte  /  auf  der  Ebene  des  Kreises 
normal  ulehf,  ist  dds  Moment  der  Trägheit  =  B  ^-  C^%M(fi. 

Aiimcrliung. 

g,  4'J3.  Da  hier  das  Element  der  Masse  dM  —  dydi  ist, 
so  hat  man  zu  bemerken,  dass  dasselbe  immer  positiv  bleibt, 
wenn  auch  y  oder  s  negativ  angenommen  «ird,  in  welchem 
Falle  faonst  auch  die  Differentiale  negativ  angenommen  werden 
würden,  llei  dieser  Rechnung  muss  man  sich  demnach  gehö- 
rig davor  hüten,  dass  nicht,  wenn  man  die  Coordinaten  negativ 
annimmt,  der  Ausdruck  des  Elements  der  Masse  dM  als  ne- 
gativ in  die  Rechnung  eintrete.  Es  wird  daher  angemef^sen 
sein,  föc  die  einzelnen  Gegenden,  wo  die  Coordinaten  entge- 
gengesetzte Zeichen  haben,  die  Rechnung  getrennt  anzustellen. 

Uebjigeus  erhalt  man  denselben  Wcitb  B^y^dM—y.^nn'^, 
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wenn  man  IZ  =^  r  und  den  Winkel  A!Z=(p  setzt  Es  wird 
nämlich  alsdann 

dM-=rdrd(p  und  y^=rcos<p,  also  y^dM=r^drd<pcnfi(p^ 
und  man  erliält,   indem  man    dieses  Differential    nach  der  Vec- 
Xnderlicheii  r  integrirt  und  dann  r=a  setzt: 
^^.a^dcp  cos  q>\ 

Da  co8(p^  =^  Ya  +  Va  cos^tp ,  so  ergibt  sich  das  Integral 
des  letzten  Ausdrucks 

Hetzt  man  nun  tp—2n,  so  ergibt  sich,  weil  sin4jt=0  ist, 
wie  vorhin  V*^«'*'  woraus  man  ersieht,  dass  die  ohige  Vor- 
sieh tsniaassregel  dem  Gesetz  der  Conttnuität  nicht  entgegensteht. 

Aufgahe  37. 
§.  493.     (Figur  59.)    Ein  Körper  sei  eine  sehr  dünne  ebene 
Scheibe,  welche  eine  heliebige  Figur  ACBD  hat ;  man  soll  seine 
Hauptaxen  und   die  Momente   der   Trägheit    in  Bezug  auf  sie 
bestimmen. 

.      Auflösung. 
Es  sei  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  der  Figur,  alsdann 
wird  offenbar   die  gerade,   in  I  auf  die  Ebene    normale,    Linie 
eine  der  Hanptasen   sein.     Ferner    nehme    man   in  der    Ebene 
selbst  zivei   auf  einander  normale   Axen  AB  und   CD  an  und 
setze   für  ein  beliebiges  in  Z  befindliches  Element  dM  die  Co- 
ordinaten  lP=^y  und  PZ^z,  alsdann  wird  dM=:di/di  und 
/fdMr=ß.ffffdz  =fyHdy. 
Setzt  man  demnach  t^=,PM,  so  wird 

dessen  Werth  für  die  einzelnen  Gegenden  AlC,  AID,  B/C 
und  BIT)  ermittelt  werden  muss  und  deren  Summe  =  B  sein 
wird;  so  dass  wir  haben 

B  =flP^.  MNMP  -i^flQ-^.fiv.dlQ. 
Hierauf  ist  ßUM=fdyfi''dt=^/sfi^dy—%fPM\dy,  so  dass  wir 
haben   C=  %APM«  +  PN^Jd.W  +  ^fiQi^'  +  Qv»ld.lQ 

Ferner  \s.i  fyzdM=ßyfij%dz=i'^jj^!)zhly=:^/^fPM^ydy,  des- 
sen Werth  in  den  Gegenden  AID  und  BIC  negativ,  in  BID 
aber  positiv  ist,  wesshalh  wir  haben  werden: 

F=ilJII\PM'~P}<'-\dJP-ilJlQiQ^''-Ür'\i.lQ. 
Endlieh  wird  die  stanze  Masse 

m  ^/MN.d.lP+fjiv.  dlQ. 
Hat  man  diese  Werihe  gefunden,  so  wird  das  Moment  der 
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Trägheit   in  Bezug  auf  die   Axe,  welche   in   /  auf  der    Ebene 

normal  steht  =Ä+C. 

Ferner  seien  die  übrigen  Haiipfaxen  Flf  und  Gig  und  wir 

'iF 
finden,    indem   wie  den  Winkel  ,4/F=e  setzen,  fg29  =  -g3-^,. 

wie  auch  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  auf  die  Ase  Flf 
=J5sine2  +  Cc«sö^— afsinöcosft^'/aß 

+  V-i<^-%iB—C)cm^6'-Fsm'ie. 
2F 
Da     nun     aber    sinSÖ  —  -.-y-— -  •    — — "f^    ""«I     cos20 
V(B  —  Vy^i-iF''' 

]g Q 

■:^.     ,  ■■   — j  so  erhalten  wir  das  Moment  der  Trägheit 

in  Bezug  auf  die  Axe  Flf  _^_^__^_„. 

3^Va(ß  +  C)-y^V{B-Cr  +  4/--^ 
und  das  in  Bezug  auf  die  Axe  Gig 

^.  v,(Ä + 1) + ^'^iB-tr-^-^F''- 

Zusatz    1. 

g.  494.    Die  Momente  der  Trägheit,  in  Bezug  auf  die  Axeu 
Ff  und  Gg  zusammengenommen.,    sind    daher  gleich  dem  Mo- 
mente der  Trägheit  In  Bezug  auf  die  erste   Hauptaxe,   welche 
in  l  auf  der  Ebene  der  Scheibe  normal  steht. 
Zusatz  2. 

§.  49S.  Ist  die  gerade  Linie  AB  ein  Durchmesser  der  Fi- 
gur, also  Pi\S=PN,  so  versehwindet  der  Werth  von  F;  diess 
geschieht  auch,  wenn  die  gerade  Linie  CD  ein  Durchmesser 
ist,  also  für  IQ=IP,  Qft—PM  wird.  So  oft  aber  F=0  ist, 
werden  wegen  tg2e^0,  die  geraden  Linien  AB  und  CD  selbst 
Hauptuxon. 

g.  490.  In  diesem  Falle,  wo  F=0  ist  und  AB  und  CO 
Hauptason  sind,  wird  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  aitf 
die  Äse  //oder  AB  —  C  und  das  in  Bezug  auf  die  Axe  Gg 
oder  CD  =  B.     Sind  diese  ausserdem  einander  gleich,  so  haben 

wir   tgSö^'j)  und  es  werden  alle  durch    /  gezogenen    geraden 
Linien  gleiche  Momente  =:ßi^Chaben. 
Zusatz  4. 
§.  4Ö7.     Findet  man    ausser  dem    Durchmesser    AB    noch 
eine    andere    durch    /    gezogene    gerade    Linie,    in    Bezug    auf 
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welche  das  Momenf  der  Trägheit  jenem  gleich  ist,   so  werden 
durchaus  alle  durch    /  gezogenen    geraden  Linien    dieselbe  Ei- 
genschaft besitzen  und  gleiche  Momente  der  Trägheit  haben, 
Aufgabe  38. 

§.  498.  Ein  Körper  ist  eine  dünne,  ebene  und  jn  die  Figur 
eines  regelmässigen  Vielecks  ausgebildete  Scheibe;  man  »oll 
seine  Hauptasen  und  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf 
sie  bestimmen. 

A  u  f  I  ii  s  11  n  g. 

(Figur  60.)  Der  Mittel piuiUt  der  TrSgheit  eines  solchen 
Vielecks  wird  im  Mittelpunkte  /  des  darum  beschriebenen  Krei- 
ses liegen,  den  Radius  des  lefzferen  lA  setze  man  =^n  und 
die  Zahl  der  Weiten  =n.  Hieinacti  nird  der  Winkel  MB 
:^ -^ ,  und    wenn   derselbe  dnrcli  die   gerade  Linie  IG  halbirt 

i.st,  der  Winkel  AIG^^,  AB  =  %.ism-  <inA  IG^ams-; 
also  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  Aili^a'^&m-  cos- 
n—   und    der   Flächeninhait  des   Vielecks,   welcher   die 


1   , 


Stelle  der  Masse  M  tertritt,  =Vj  na^  sin—  Zuerst  bemerke 
ich,  dass  alle  m  der  Ebene  der  Scheibe  durch  /  gezogenen 
geraden  Linien  gleiche  Momente  haben  werden  (§  497.),  von 
denen  je  zwei  zu'.immengenommen  das,  Moment  in  Bezug  auf 
die,  in  /  normal  auf  dei  Ebene  der  »Scheibe  stehende.  Äse 
ausmachen  werden  Dieses  Moment  kann  aber  aus  dem  obigen  ab- 
geleitet  werden  Man  betrachte  nkmlich  d  is  UrPLeck  AIB, 
dessen  Masse  — m  gesetzt  wird  und  dcBaen  Mittelpunkt  der 
Trägheit  in  i  i&t,  so  da^s 
Gi:=5ri  COS-  und  /i'^^r,"  cos—  wird,    wobei  ^G=i«sin—  ist. 

Da  nun  dieses  Dreieck  gleichschenklig  ist,  so  ist  (nach 
§.  48L)  sein  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Axe,  wel- 
che in  i  nurmal  anf  der  Ebene  des  Dreiecks  steht. 

=  yam.G'iM-V6'n.JG*:i=mj^Vi8«^cos  J+%«%in'^^J; 
hiernach   sein    Moment    in   Bezug    auf  die,   in   i  auf  derselben 
Ebene  normal  stehende,  Axe 
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Miiltiplicirt  man  dasselbe  in  n,  so  erhält  man,  weil  nm=M 
ist,  das  Moment  des  ganzen  Vielecks  in  Bezug  auf  die  in  / 
normal  stehende  Ase 

=  i)!/««j]%c..s^%i%sinj]=:%^o«[l+%cos^'']. 

In  Bezug  auf  jede  Axe,  welche  in  der  Ebene  der  Scheibe  durch 
den  Punkt  /  gezogen  wird,  ist  aber  das  Moment  der  Triigheit 
halb  so  gross,  also 

=  %^ß2[^l  +V2eos  "l"]  ■ 
Zusatz    1. 
§.  499.     Setzt    man    ausserdem     die    Seite    des    Vieleck» 
AB  =  c,  so  dass    c-^^h  sin  — ,  a!soo= ~  wird;    so   ist  das 

Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Hauptaxe,  welche  in  l 
normni  auf  der  Ebene  steht, 

2+cosl" 

= ä(  1+ Vi  cos—  J=%a^t2- s~- 

12sin^^  "^  l-cos^^™ 

In  Bezug  auf  die  übrigen  Hanjitaxen  ist  das  Mumeut  halb  s» 
gross. 

Zusatz  2. 
§.  500.     Fahrt  man  ausser  dem  Radius   des  umschriebenen 
Kreises  IA  =  a   die  Seite  des  Vielecks  AB=^c   ein,  so    wird, 

.    7t.        c  .  2^      ^       c^ 

sin-=2^  ""**  ""^  "w""      "20^ 

ist,  das  Moment  der  Trägheit  i«  Bezug  auf  die  in  /  nnrinal 
stehende  Axe 

In  Bezug  auf  die  in  der  Ebene  durch  /  gezogenen  Axen 
ist  das  Moment  balb  so  gross. 

Aufgabe  39. 

§.  501.  (Figur  61.)  Ein  Kiirper  ist  ein  gerader  Cylinder, 
dessen  Axe  Au=^'2a  und  Radius  der  Grundfläche  .^ß—-4D—c 
ist;  man  soll  seine  Hauptaxen  und  die  Momente  der  Trägheit 
in  Bezug  auf  sie  linden. 
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Auflösung. 

Da  der  Flächoninhalt  der(Jrundfläche~«c^ist,  so  wirdderKiirper 
desCyliiiders  oder  seine  Masse  =2wac2=^.  Im  Mittelpunkte  7 
der  Axe  wird  aber  gciii  Mittelpunkt  der  Trägheit  liegen,  so 
dass  AI=la=a  ist.  Dietie  Axo  Äa  tvird  aber  offenbar  selbst 
eine  der  Hauptaxen  sein  und  nehmen  wir  durch  dieselbe  eine 
beliebige  Ebene  BDbtl  an,  so  erhält  man  für  ein  beliebiges 
Element  tim  in  Z  die  Coordinaten  IX=x,  XY=^y  und  YZ=z, 
also  dM=da:ilydi.  Hieraus  schliesst  man  auf  die  folgenden 
Werthe: 

1)  fx'^dM  =:fa^dsdydt ,  woraus,  ivenn  man  zuerst  w  «nd  y 
als  conslant   betrachtet   und    nuch    der  Integration  j=Vc^'— j" 

setzt,  «ich  erglebt  

ß€''dM=fa''dafdy\^c^-j/-'. 

Nim  ist  aber  /«/yVc^^a  ^er  Flächeninhalt  des  durch  X 
gelegten  Schnittes  =^mc%  so  dass  man 

erhnit  und  wenn  man  dieses  Integral  sowohl  bis  Ä,  als  bis  a, 
A.  h.  von  a^— —  «  bis  a!=^^a  ausdehnt,  so  ergibt  sich  ^^itt'^ti^. 
Es  ivird  demnach 

%   ffdM=fy^dxdydi=fda,fy\hj^'U^^\  

SetKt  man  aber  nach  der  Integration  y=e,  so  wird  fy^dy^c^^y^ 
^YjgjcfjS  welches  man  vierfach  nehmen  muss,  so  dass 

f/)^dia=%7tc''fda: 
wird.     Hieraus  erhält  man,   durch   den  ganzen  Cylinder   ausge- 
dehnt, 

3)  fi^dM=fz^dxdyih.  Man  nehme  zuerst  x  und  t  als 
constant  a«  und  setze  ^i=V"c' — i^,  alsdann  wird 

fz^dM=fdxß^dz'<i/'c^-t^,   also  wie  Vorhin 
SiUM=  \mc^  =  C=ß. 

4)  Das  Integral  fyidM  geht,  vi-enn  man  es  mit  einem  ähn- 
lichen Elemente  dM  unterhalb  der  Ebene  BDbd  verbindet,  in 
Null  über,  so  dass  wir  erhalten 

fyzdM=F-=0. 

unter  diesen  Voraussetzungen  Wird  das  Moment  der  Trag* 
beit  in   Bezug  auf  die  Ase  Aa 
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zur  Bestimmuüg  der  übrigen  zwei  Axen,  vielclie  auf  derselben 
rtormal  stehen,  hat  man  aber 

so  dasg  alle  Durchmesser  des  in  /  auf  Aa  nornialeii  Schnittes 
als  Hauptaxen  angesehen  werden  künnen,  in  Bezug  auf  welche 
(las  Moment  der  Trägheit 

=A^^B  (§.  477.)  ^Mi^ka-'-h-y^c^l 

Zusatz   1. 
§.  Ii02.     Nimmt  man  eine  andere  beliebige  Axe  an,    werche 
durch  /  geht  und  mit   der  Axe  Äa  einen  Winkel  ?   bildet,    n'i 
wird  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie 
=(B+C)cosr'+(J+ß)sinf'  (§.  476.) 
=:<W[»Ar*cos£^+  V3«^sin?"  +  V4C^sinr'l 

^yl/p/aa^inS^+'V^-'V^iiif^J- 


§.  503.  Es  ist  möglich,  dass  alle  Momente  in  Bezug  auf 
die  durch  /  gezogenen  geraden  Linien  einander    gleich  werden, 

was  geschieht,  wenn  Vaa^— Va*^'  o<'^''  "  — ~2~'  "'^**  5«'~Vl 
und  der  Winkel  AaB^ZQ«  wird.  Das  Dreieck  BaD  wird  mit- 
hin  in  diesem  Falle    gleichseitig  und  jedes  Moment   =Va^t'^ 

Aufgabe  40. 

g.  SOi.     (Figur  62.)     Ein  Körper  ist  ein  gerader  Kegel,  des- 
sen Scheitel  A,  Hohe  AC=a  und  Halbmesser  der  Grundfläche 
CB^CD=:c  ist;  man  soll  seine  Haujifaxeii   und    die  Momente 
der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie  bestimmen. 
Auflösung. 

Da  der  Flächeninhalt  der  Grundaäche  =si(;«  ist,  so  wird 
der  körperliche  Inhalt  oder  die  Masse  M—%^ac^;  ferner  wird 
der  IVlittelpunkt  der  Trägheit  /  so  auf  der  Axe  liegen,  dass 
Ct='/^a  und  Al^^y^a  ist.  Man  nehme  nun  ein  beliebiges 
Element  dM  in  Z  an,  wofür  die  Coordinaten  IX^^x,  XY=!f 
und    YZ=i  sind,  alsdann  wird  dM^dxdi/di.    Nun   setze  man 

aber  AX=^t,  alsdann  wird  XM=^—  und  x^=2!^~t,  und  man 
niuss  nichts  desto  weniger  dM=:dtdydz  annehmen.  Wir  haben 
demnach  die  folgenden  Formeln  au  entwickeln: 
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i)    fx'^dM=A=J{^l^a—t)'^dtihjdt,  welches  Integral,    weTin 

— J—  T/^ 

setzt,  übergeht  in  J(%fi—l)Mtfdi/y  ^"V'^-    Für  doii  ganzen 
Suhaitt  in  X  iirrd 

SO  dass  noch  zu  integrirer»  übrig  bleibt: 

Selzt  man  nun  (  =  a,  so  wird 

■^-^^' 

tr;:^5 — 

als  erstes  Integral  in  Bezug  auf»  und  von  s=^0  bis  z=y   — ^  ~y^ 
aitsgedelint.     Bleibt  t  noch  constant,  so  wird 

/y'feV  U-S'  =  '/..  «  -y*  5Ö1.  2-). 
Nimmt  man  den  letzten  Werth  vierfach,  so  bleibt  jetzt  noch 
zu  integrireu 

Hiid  indem  man  für  den  ganzen  Kegel  f  — «  sotzt, 

3)  fzUM=  C  ergibt  auf  gleiche  Weise 

4)  wird  fyidM=F  wie  vorhin  verschwinden. 

Da  nun  AC  eine  der  Hauptaxen  ist,  so  haben  wir  in  Be- 
zug auf  sie  das  Moment 

=  B -i- C=^kf,  Mc^. 

Die  übrigen  Hauptaxen  sind  alle  Durchmesser  des  in  /  auf 
die  Äxe  AC  normalen  Schnittes  und  in  Bezug  auf  sie  das  Mo- 
ment der  Trägheit 

Zusatz. 
g.  505.     Im    Fall    dass    a^  +  4(;2=8f^    oder    (i='Jc,.also 
AC=BD  ist,   «erden    alle   durch  /  gezogenen  geraden  Linien 
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die   Eigenschaft    von   Hauptaxen    haben   und  in  Bezug   au!'  sie 
das  Moment  der  Träsheit 

Aufgabe  41. 
g.  506.  (Fig.öS.)  EiDKöqicr  ist  eine  aus  homogenet  Materiezu- 
sam engesetzte  Kugel,  deren Mitteliiunlit  /und  Halbmesser y^=«; 
man  soll  ihr  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  eine  beliebige, 
durch  ihren  Mittelpunkt  gehende,  Ase  bestimmen, 
Auflösung. 
Da  der  Halbmesser  =a  ist,  so  «ird  der  Flächeninhalt  dea 
griJsstei]  Kreises  —jih^,  die  Oberfläche  der  Kugel  =4ci;tt*  und 
hieraus  ihr  körperlicher  Inhalt  oder  ihre  Masse  =*!^na^.     Nun 
setze  man  för  ein  beliebiges,  in  Z  befindliches  Element  dM  die 
Coordinaten    IX=x,  XY=y  und    YZ  =  i,  alsdann  uird  in  Be- 
zug auf  die  Ase  AC  das  Moment  der  Trägheit  =fdM(^^-\-z^). 
Blan  setze  XZ:=r  und  den  Winkel  ¥XZ=^rp,  alsdann  wird 
y^=:Tcostf,  t=;rsing>  und  dM^=rdrd<pdx,  also 
fr^dM=fT^dTd<pdx='lnfrMrdx,  wellJHgi— 2je  ist. 
Man  nehme  nun  t   als   veränderlich   an  und    setze  r=^XBl 
=  V  «* — x\  wodurch  wir  erhalten 

Setzt  man  Xz=.a  für  die  eine  Halbkugel  und  verdoppelt  man 
diesen  Ausdruck,  so  erhiiltman  das  gesuchte  Moment  der  Trägheit 

Aufgabe  42. 
g.  5Q7.     (IHgur  Ü4.)     Es  sei  ein  Körper  ein  beliebiges  Ko- 
noid, welches  durch  Umwälzung  der  Linie  AMB  um  die  Axe 
AC  entstanden  ist ;  man  soll  seine  Uauptaxen  und  die  Momente 
der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie  finden. 
Auflösung. 
Es  sei  AC^^a  und  nur  Bestimmung  der  Curve  AX^i  und 
XM=u,  so  dass  eine  Gleichung  zwischen  (  und  ii  gegeben  ist; 
alsdann  wird  der  körperliche  Inhalt  oder  die  Masse 

M=7i:ßfldt, 
wo  man  nach  der  Integration  t^a  zu  setzen  hat.     Ferner  «iril 
aber  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  in  /  liegen,  so  dass 

ist.     Man  setze    demnach    der   Kiärzc    wegen  AI^=f,    »o  dass 
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ftuMt^f/u^dt  wird;  es  ist  aber  AC  eine  der  Haupfaxen,  Zur 
Bestimmung  des  in  2  gelegenen  Elementes  dM  seien  die  Co- 
ürdinaten  IX=x:=::f~t,  J?F=:^und  YZ==.%,  man  setze  ferner 
XZ=r  und  den  Winkel  YXZ=^i;  alsdann  wird 

dM=:rdrdtdip,  y:=:rcosq)  und  z=rsinq>. 
Nun  betrachte  man  die  folgenden  Formeln: 

1)    ßMai  ==f(f—{)^drdtdq>  =:2«/i/-  D'^rdrdt, 
we'A  fd(p=^'i7i  ist.    Es  sei  (  noch  constant  und  es  wird,  indem 
man  r=Xitf  =  M  setzt, 

fxMM-=  nj{f~t)ht^dl~  A , 

Ä  =  %pSv?dt~%izfSufldi  +  7tfthfldt=:—  Tzfju^dt  +  nffiuHl 

2)    JfdM:=:frHrdtdq>  cos  <p^=7tfr^drdt, 
weil  nämlich  Jd<pcosq)^=fdg)(%+y^cos2ip)=:'/2'p-\-^/tSUt'i<p,  wel- 
ches ffir  <y— 2jt  in  it  übergeht.    Ferner  ergibt  sich,  indem  man 

ffdM=B=V^nfu*dt=^*. 

Denselben  Werth  erhSlt  ßMM=^C=frMrdtd<psm(p-^,  und 
endlich  wird  fyzdM-^  F=:iO.  Nachdem  man  diese  Entwicke- 
lungen  vorgenommen  hat,  ergibt  sich  das  Moment  der  Träg- 
heit in  Bezug  auf  die  Axe  AC 

—"  +  ^~'ififidt' 

indem  man  nach  der  Integration  f~a  setzt.  Es  werden  aber 
alsdann  alle  Durehmesser  in  dem  Schnitt,  welcher  in  /  auf 
/(C  normal  ist,  die  Stelle  der  Hauptasen  vertreten  und  man 
tjndet  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  der  Trägheit 

Beispiel  1. 

§.  508.  Es  sei  der  Körper  eine  Halbkugel  oder  AMB  der 
Quadrant  eines  Kreises,  dessen  Kadlus  CA^CB=ia  ist; 
alsdann  wird 

u^=2at—t^  und  fifidi=of^-%t3,  oder  ßfldt=%a^. 

Ferner  wird 
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mithin  f~Al=:%a  und  Cl=\a. 

Hierauf  erhalten  wir 
fit*dt=fdt[iuH''~iai^  f^]— VsO®**— nf^  +  Vei^  oder  /uMt=%^u^ 
lind   fi^u''dt^fPdt[->at~f']=i^/^a0-if^t^,  odev  ffluHt=%ca^. 

Das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug   auf  'die  Ase  AC  «ivd 

und    in  Bezug  auf  jede  andere,  auf  derselben  in   /  normal  ste- 
hende Ase      =^[— "/64«aH-i7a.o^]  =  «%2,-^'«^. 
80  dass  jenes  Moment  sieh  zu  diesem  wie  128  :  83  verhält. 

Beispiel  2. 
g.  509.     (Figur  65.)     Es    sei    der    Körper    ein    abgekürzter 
Kegel,  dessen  Axe  AC=a,   Radius    der  einen    Basis  BC=^c 
und  Radius  der  andern  AD=b  ist.     Es  wird  alsdann 

.:-.  6  1  ^'-^'^'  und  ^-  =  fi-  r  ^^'""^'^  I  ^"~  V"  ■ 
Um  daher  den  Mittelpnnlst  der  Trägheit/  zu  linden,  hallen  wir 


und  so  den  körperlichen  Inhalf  oder  die  Masse 

M=  VsJra[6^  +  bc  H-  c^] .    Ferner  wird 

fiu^dt=^\ÖH^+^^^~!^  +  ^^^^^  odcr/ta2rf*=Vi3«^ 
woraus  wir  erhalten  den  Abstand 

Ferner     wird     weil     m*  =  i*  +  - 


/«•<i(=(i4(-|.« 


/»V(=  V546 '  +  63c  +  i2c3  f  ic»  +  f^] , 


/lViU=  y,„ci>[4'+36c  +6c»l. 
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Aus  diesen  Werthen  erhrilt  man  das   Moment  der  Tiiigheit 
in  Bezug  auf  die  Axe  AC 

/JU  ö^-föfi-f-t^  ''"         ö^  — C" 

Diis  MiJiiient  in  Bezug  auf  die  Axeri,    welche  in  /  auf  JC 
normal  stehen,  wird  aber 

LI/    „.,  ^  >8(6^  -f  30v  +  i^c'^)     5(6^  -I-  2ic  +  3c^)^) 


§.  510.  Ist  ö^c,  so  ergibt  sich  der  Fall  eines  Cylinders, 
iu  welchem  AI=/'—%a,  das  Moment  der  Triigheit  in  Bezug 
auf  AC=%!Hc^  und  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Axen,  wel- 
che auf  AC  in  I  normal  stehen,  =%Mc^-}-''/i^Ma^  wird. 

Zusatz  2. 
§.  511.  Ist  6—0,  so  ergibt  s-ich  der  Fall  eines  geraden 
Kegels,  in  welchem  Al=f^^/ta,  das  Moment  der  Trägheit 
i»  Bezug  duf  die  Axe  JC'^Vio'Wc'  «"*!  tJas  Moment  in  Bezug 
auf  die  Axen,  ii'elclie  in  /  auf  jiC  normal  stehen,  =\(fMc'^ 
-\-%^Ma^  wird;  wie  oben. 

Zusatz   3. 
g.  512.     Damit  alle  Momente  in  Bezug  auf  die  durcli  /  ge- 
"czogenen  Axen  einander  gleich  werden,  niuss 

sein  und  wenn  die  Grundflächen  des  abgekfirztou  Kegels  gege- 
ben sind,  die  Höhe  JC=«  so  hestinimt  werden,  dass  man  hat 
„       4(6^+  bc-\-c^)  (6-*  -f  6"cH-  bH"^  +  licH  ''^J 
"'  -  (6  +  c)«  +  4ö'-^f^  "       ' 

Beispiel  3.; 
g.  513.  (Figur  66.)  Es  sei  der  Körper  ein  elliptisches 
Spharoid,  welches  durch  Umdrehung  der  halben  Ellipse  AEB 
um  die  Axe  AB  entstanden  ist,  alsdanu  liegt  in  deren  Mittel- 
punkte /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit.  Man  setze  die  halbe 
Axe  Al=IB=n  und  die  conjugirte  IE=c,  alsdann  wird 
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tfi  =^-2(2«i— (2) 
und  man  muss  in  den  Integralen  f=2a  setzen.  Wir  haben  demnach 

also  die  Masse  M^^knac^.     Pornei'  wird 
fii'dt  =  \(,^hai'<-'Ut*)  and  ßu^dt—%a^c^  ,  al«o  Al=f:=a. 
Hierauf  erhalten  wir 

ß:^uMt^~ii%nt*-%i^)  «nd  flhfidt^^ka'c^ 

und  da   wir   u*=-4,iaH'^—i,at^-{-t*)  haben,  so  wird 

Mittelst  dieser  Wevihe  erhält  man  das  Moment  der  Träg- 
heit in  Bezug  auf  die  Axe  AB 

=  %Mffl 
und  in  Bezug  auf  die  Axen,  welche  in  /auf  ^ß  normal  stehen, 

Beispiel  4. 
§.  514.  (Figur  67.)  Der  K-Jrper  sei  eine  Linse,  welche 
aus  zwei  gleichen  Abschnitten  einer  Kugel  zusammengesetzt 
oder  durch  die  Umdrehung  der,  aus  den  zwei  gleichen  halben 
Kreisabschnitten  ÄIE  und  BIE  bestehenden,  Figur  AEB  um  die 
Axe  AB  entstanden  ist,  in  deren  Mitte  /  der  Mittelpunkt  der  Trag- 
heit  liegen  wird.  Man  setze  die  halbe  Axe  Al=Bl—a  und  IE=IF 

=d,  alsdann   wird  der  Durchmesser  des  Kreises— ;   wir 

wollen  denselben  ^2c  setzen,  so  dass  c-= — a —     wird.     Wir 
ia 

haben  demnach  u^=2ct  —  ^, 

und  man  muss  in  den    Integralen  t=a  setzen    und   hierauf  die- 
selben verdoppeln;  nur  ist  von  selbst  AI=:f=a  und  daher 


/  r  2—  ^"Z'""'^'— /''^"^'^n 


fu^dt  J" 

Wir  haben  hiernach 

/(M«rf(=7gCi='-V*und^«2rf(=%«9c-'An*, 
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ßhi^dt  =  '/^ct*~%t^  und  /Wrf(=V2a*<;-Vs«ä  endlich 

ßt'dt=-ha''c^-a'c+  %aK 

Hieraus    liiidet    mait    das  Moment    der   Trägheit  in   Bezug 
auf  die  Axe  AB 

und  das   Moment   in  Be^ug  auf  die  Axen    EF,    weiche   in  / 
auf  AB  ni.imal  stehen, 

Aufgabe  4'>. 
§.  515.     Ein  Kfirper  ist  ein  rechtiiinkliges  Par.-tllele[ilpfiil(im, 
man    sucht  seine  Hau[)taxen  und  die  Momente  der  Trägheit  in 
Bezug  auf  sie. 

Auflösung. 
(Figur  68.)  Es  sei  das  Rechteck  BDZb  die  Basis  des 
Parallelepipedums,  dessen  Seifen  Bb=2a,  BO  =  2(i,  die  Hiihe 
aher  =^i:  ist;  offenbar  wird  dann  der  Mittelpunkt  der  Trägheit 
des  Parallelepipedunis  in  seinem  Mittelpunkte  liegen  und  die 
Hauptaxen  drei  gerade,  den  Seiten  parallel  durch  diesen  Punkt 
gezogene  Linien  sein.  Man  suche  demnach  das  Moment  der 
Trägheit  in  Be7.«g  auf  die  der  Hohe  parallele  Axe,  welche  auf 
der  Basis  in  ihrem  Mittelpunkte  G  perpendikulär  steht.  Zu 
diesem  Knde  betrachte  man  dieses  Rechteck  BDdb  als  einen 
der  Basis  parallelen  Schnitt  und  es  sei  dasselbe  vom  Mittel- 
punkte der  Trägheit  um  einen  Zwischenraum  =  a:  entfernt, 
ferner  setze  man  GY-=.y  und  FZ—i;  alsdann  ist  dxdydt  das 
Element  des  Cublkinhaltes  oder  der  Masse  =dM,  also 
M:=8abc. 
Hierauf  werden  wir  aber  haben 

fx'^dM=fx'^d.xdydi , 
integrirt   man    nun    zweimal  in  Bezug  auf  y  und    z,   setzt  als- 
dann y  —  a  und  x  =  b,  und  verdoppelt  man  endlich  die  Integrale, 
um  sie  über  den  ganzen  Schnitt  auszudehnen;  so  erhalt  man 
fxMM=Aabfa:'*dj:=  %abx\ 
Setzt  man  nun  3:=c  und  verdoppelt  den  Werfh,  so  erhal- 
ten tvir  über  das  ganze  Parallepipeduni 

fa-MM=A  =  %abc^=  %M.c^. 
Auf  ähnliche  Welse  wird 
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und  fi^dM=C=%m^,  ferner  fyzd!a  =  F^ti. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  das  Moment  der  Trägheit  in 
Bezug  auf  die  Haiii>faxe,  welche  der  Hohe  parallel  oder  auf 
die  Basis  BDdb  perpeiidicolär  ist, 

=  iB+C='/8il/(«*  +  6=) 
sein  wird;  femer  wird  das  Moment  der  Triigheit  in  Bezug  auf 
die    der  Seite    Bb   pardlele    Axe  =  %M{b^  ^^ e"^)   und  in  Bezug 
auf  die  der  Seite  BD  jiarallele  Axe  ^'-UM(a^  {C^). 

Zusatz   1. 

g.  S16.     (Figur    69.)     Ist    daher    ABCDabcd    ein    solcltes 

rethtninkliges  Parallepipeduin     dessen  Masse  =  M,  so  Metdeii 

seine  Hauptaxen   den   Seiten  AB,  AC  und  AD  parallel  durch 

seinen  Mittelpunkt  tjehen  und  es  ivird  das  Moment  der  Trägheit 

ABi 
IN  ßtzug  auf  die,  dei  Seite  ,ACi  parallele,  Axe 

(Via'WMC^  +  JÜ*) 

{y,^M(AB^\-AC^). 
Zusatz  y. 
§.  S17.  Ist  der  Kürper  ein  Würfel,  dessen  Seite  —a,  so 
werden  diese  drei  Momente  einander  gleich  und  daher  auch 
die  Momente  in  Besug  auf  alle,  durch  den  Mittelpunkt  des 
Würfels  gezogenen,  Axen  einander  gleich  und  zwar  =r%Ma^. 
Eine  solche  Gleichheit  muss  aber  in  allen  regulären  Körpern 
stattfinden. 

Aufgabe  43. 

@.  518.     (Figur  70.)     Ein  Körper  ist  eine  ausgehöhlte  Kugel, 

so    daes   die  Au^hiihlung    ebenfalls    eine   Kugel    zu    demselben 

Mittelpunkt  ist;    man  soll  sein  Moment  der  Trägheit  in  Bezug 

auf  alle  durch  seinen  Mittelpunkt  gezogenen  Axen  bestimmen. 

Auflösung. 
Es  sei  /  der  Mittelpunkt,  JA—a  der  Radius  der  Kugel, 
lu  =  b  aber  der  Radius  der  Höhlung,  so  dass  die  Dicke  der 
sphärischen  Kruste  =:a — b^=Aa  ist;  alsdann  wird  die  Masse 
dieser  ausgehöhlten  Kugel  =:'/^7c(a^  —  6*),  welche  wir  ^  M 
setzen,  Dass  aber  alle  durch  den  Mittelpunkt  /  gezogenen 
Axen  gleiche  Momente  haben,  ist  von  selbst  klar;  suchen  wir 
daher  das    Moment  der  Trägheit   in   Bezug   auf  die  Axe  AB. 
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Wäre  abev  <ii«  Kugel  eine  volle,  so  wurde,  weil  ihre  Masse 
^'/^Tta^  wäre,  ihr  Moment  tler  Trägheit  =y3JC(i^.yja^;=%5n;a*, 
das  Moment  der  aus  der  Mitte  fortgenomuienen  Kugel  ^^/j^nii* 
sein,   und   wenn  man    dieses  von  jenem  subtrahirt,    erhält  man 

(las  Moment  der  hohlen  Kugel  =  YiawC"'— **)  =  7(.^-s-^p 
Man  wird  daher  das  Moment  d«r  Trägheit  der  tiusgehöhlteu 
Kugel,  in  Bezug  auf  alle  durch  den  Alittelpiinkt  gezogenen  Äsen, 

-^  '^'*'  o^  +  wö  +  ÄS 

erhalten. 

Zusatz  I. 
g.  319.     Ist  6=0,  so  ergiht  sich  der  Fall  einer  vollen  Kugel, 
deren    Radius  =  a   und   Tär    welche  das  Moment  der  Trägheit, 
in  Bezug  auf  alle  durch  den  Mittel liJuukt  gezogenen  Axeu,  nie 
oben  =^L!Oa^  ist. 

Zusati.  5. 
§.  520.  Ist  diese  sphSristhe  Kruste  sehr  dünn,  also  sehr 
nahe  b  =  n,  so  wird  das  Moment  der  Trägheit  =:%;tf«2,  welche 
Formel  auch  liir  die  Oberfläche  der  Kugel  gilt.  Wollen  wir 
aber  die  Dicke  Aa,  welche  =c^a — b  sei,  niebl  ganz  vernach- 
lässigen, so  Mird  das  Moment 

Anmerkung. 
§.  321.  Diese  Fälle  sind  überflfissig  binreiehcnd,  nitht  nirr 
um  aus  ihnen  die  Momente  der  Triigheit  l'ür  mehrere  Kör|jer  zu 
entnehmen,  sondern  auch  uiu,  wenn  andere  Körper  vorkommen, 
die  Rechnung  desto  leichter  anstelle»  zu  können.  Wir  wollen 
daher  nun  zur  Bestimmung  der  drehenden  Bewegungen  von 
Körijern  uhergehe» ,  welche  durch  die  Schwere  angetrieben 
werden;  indem  diess  der  vorzfiglichste  Fall  Ist,  welchem  diese 
Behandlung  aiigepasst  zu  werden  pflegt. 
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K.  a  p  i  t  o  1     VII. 

Von  der  schwingendvn  Hemegung  schwerer  Körper. 


Aufgrabe  44. 

§.  522.  {Fiff.  71.)     Ein    starrer    KJirpor    ist    um    «ine    feste 
horiKontale  Ai.e  beweglicli  und  es   wird  seine  Bewegung  dnrch 
die  iSchwcre  allein  gestlirt;  man  soll  die  aiigenbllckliclie,  in  sei- 
ner Bewegung  hervorgebrachte,  Veränderung  bestimmen. 
Auflösung. 

Ich  nehiue  hier  die  allgemeine  Voraussetzung  der  Schwere 
an,  nach  welclier  die  einzelnen  Elemente  des  Körpers  den 
Massen  proportional  abwärts,  längs  einander  paralleler  Richtun- 
gen fortgetrieben  werden.  Insofern  daher  der  Kiirper  ein  starrer 
ist,  ist  allen  diesen  Kräften  eine  einzige,  dem  Gewicht  des 
Körpers  gleiche,  Kraft  gleicligeltend,  deren  abwärts  strebende 
Richtung  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gebt.  Wenn 
man  demnach  die  Masse  des  Körpers  M  nennt  und  sein  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  sich  in  /befindet,  wenn  man  von  hier  ab- 
wärts die  vertikale  gerade  Linie  IG  aielit;  so  wird  der  Körper 
in  Folge  der  Schwere  in  der  Richtung  IG  durch  eine  Kraft 
angetrieben,  welche  seiner  Masse  J/ gleichzusetzen  ist,  in  so  fern 
wir  die  letztere  durch  das  Gewicht  dieses  Körpers  ausdrucken. 
Da  ferner  die  Drehungsaxe  horizonfal  ist,  so  denke  man  sieb 
normal  auf  dieselbe  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
7  gehende  Ebene,  welche  vertikal  sein  und  durch  die  Ebene 
des  Papiers  dargestellt  werden  wird.  Die  Drehungsaxe  denke 
man  sieb  normal  auf  diese  Ebene  durch  den  Punkt  0  gehend, 
alsdann  wird  die  von  diesem  nach  /  gezogene  gerade  Linie  Ol 
den  Absiarid   des   Mittelpunktes    der  Trägheit   /  von    der  Drc- 
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hiirif^sase  darstellen.  Nacib  diesi-n  Vorauesefzungeii  luilte  TJirn 
der  Körper  AEBF  die  in  Aer  Figar  dargestellte  Lage  ein,  als- 
dann ivird,  wenn  man  die  Vertikale  OC  zieht,  durch  den  Win- 
kel COI  die  Lage  des  Kiirjiers  bekannt.  Man  setze  den  Ab- 
stand 01= f  und  zur  Zeit  /  den  Winkel  COI=(p,  alsdiinn  wird 
(las  Moment  der  Kraft /6'=itf,  in  Bezug  &\\(  die  Dreh iingsaxe, 
^=Mß'm^  und  es  hat  dasselbe  das  Bestreben,  den  Winkel  (p 
zu  vermindern;  dasselbe  muss  daher  in  g.  40S.  an  die  Stelle 
des  Moments  Vf  substituirt  werden.  Ausserdem  muss  man 
nothwendig  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Drehungsaxe  O  kennen,  dasselbe  war  dort  durch  fi^ilM 
bezeiehnet.  Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  eine,  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  gehende,  Axe  der  Drehungsaxe  pa- 
rallel, und  es  sei  in  Bexug  auf  sie  das  Moment  der  Trägheit 
des  Körpers  =iW;i:*;  aisdünn  wird,  well  der  Zwisclienratim 
dieser  Axnn  Ol:=f  ist,  das  Moment  der  Trägheit  desselben, 
in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  0,  =  3/(/^+ A').  Wenn  daher 
der  Klirper  sich  so  dreht,  dass  die  gerade  Linie  Ol  sich  der 
Vertikalen  OC  n.lhert  and  die  Winkelgeseb windigkeif  =ü  ist, 
so  wird,  weil    die  antreibende  Kraft  diese  vermehrt,  nach  g.  408. 

Wenn  aber  die  gerade  Linie  Ol,  in  Folge  der  Winkelge- 
schwindigkeit =  ß,  sich  von  der  Vertikalen  OC  entfernte,  so 
würde 

in  —      ^fgs.infät 
aii. /^+Aa 

sein.    Da  nun  aber  in  jenem  Falle  Sl  =  -^,  in  diesem  Ü-^'J^ 

ist,  so  wird,  wenn  man  dt  constant  annimmt,  in  beiden  Fallen 

ddq,= -ti^_|^_, 

wo  das  Zeichen  —  dasteht,  weil  das  Moment  der  antreibenden 
Kraft  dahin  strebt,  den  Winkel  q>  zu  vermindern. 


1.  523.  Hat  der  Körper  in  der  Lage  AEBF  noch  keine 
;gung,  so  wird  er  durch  die  Schwere  so  gegen  die  vertikale 
:  OC  gedrangt,  dass   er    sieh    ihr   im  Zertffipilcben   dt  um 

welcher  unendlich  klein  von 

r  zweiten  Ordnung  ist,  nähern  wird. 
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Zusatz  2. 

§.  ^lA.  Belindet  sich  demnach  der  Körper  in  Ruhe,  so  bann 
er  nur  dann  in  derselben  verharren,  wenn  sin  ip=z(i  ist,  d.  h< 
Yicnn  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  sich  auf  der  vertikalen 
geraden  Linie  OC  befindet.  Wird  daher  ein  beliebiger  Körper 
aiil'  diese  Weise  aiiFgehangt,  so  kann  er  nur  dann  in  Ruhe  ver- 
harren, wenn  die  gerade  Linie  Ol  vertikal  ist,  was  geschieht 
nenn  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  den  untersfen  oder  obersten 
Ort  einnimmt. 

Zusatz    3. 

§.  525.  So  oft  aber  die  gerade  Linie  Ol  eine  schiefe  Lage 
hat.  wird  der  Körper  in  Folge  der  Schwere  zur  Bewegung  an- 
getrieben werden;  hat  er  aber  schon  eine  Bewegung,  so  wird 
diese  durch  Beschleunigung  oder  Verzögerung  gestört  werden, 
je  nachdem  die  Bewegung  nath  06' hin  oder  von  da  zurückgeht. 
Zusatz  4. 

§.  \S1(3.  Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Axe  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  selbst  geht,  also  Ol  —  f^O  ist, 
das  Moment  der  Schwere  verschwinden  und  die  drehende  Be- 
wegung daher  gar  nicht  gestört  werden  wird.  In  diesem  Falle 
nird  also  der  Körper  entweder  ruhen  oder  sich  gleichförmig 
um  die  Axe  O  drehen. 

Änmorknng. 

§.  527.  Es  ist  hier  sogleich  angemessen  zu  bemerken, 
dass  der  Körper  sich  nicht  ehen  so  bewegt,  als  wenn  seine 
ganze  Masse  in  seinem  Mittelpunkte  der  Trägheit  /  vereinigt 
wäre,  wie  diess  bei  der  ('ortschreitenden  Bewegung  in  Gebrauch 
gekommen  ist.  Wäre  nfindich  hier  des  Körpers  ganze  Masse 
M  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  /  vereinigt,  so  würde  sein 
Moment  der  Trägheit  in  Beaug  auf  die  durch  diesen  Punkt  ge- 
zogene Aso  verschwinden,  also  /;2=0  sein  und  die  Bewegung 
demnach  so  gestört  iierden  ,  dass  man  hätte 

ddip——^ — j — - . 
eine  Formel,  welche  grösser  als  iin  vorausgesetzten  Falle  ist. 
Hieraus  ersieht  man,  dass  die  Bewegung  eines  ausgedehnten 
Körpers,  wie  »vir  ihn  hier  betrachten,  weniger  durch  die 
Schwere  gestört  wird,  ah  nenn  seine  ganze  Masse  im  .Mittel- 
punkte der  Trigheit  vereinigt  wäre  Unten  werden  wir  aber 
sehen,  dass  es  duf  der  geraden  Luiie  Ol  einen  andern  weiter 
von  der  Axe  O  entteinlen  Punkt  gibt,  so  beschaffen,  dass,  wenn 
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(tie  ganze  (Vlasse  des  Körpern  in  ihm  vereinigt  wäre,  die  Be- 
tvegiiiig  dlcäclbe  Störung  erleiden  würde.  Dieser  Punkt  ver- 
dient bei  der  schviingctiden  Bewegung  liesonders  bemerkt  zu 
werden,  weil   er  eben  derjenige   ist,  vvelclieii  man   gewiilinticli 

den  Snhwingiings -Mittelpunlit  zu  nennen  pflegt  und  zu 
dessen  Aiiflioduiig  bin  und  wieder  viele  Vorschriften  vorkommen. 

Aufgabe  45. 
g.  528.     (Figur  71.)     Ist  ein  starrer  Körper  AEBF  um  eine 
horizontale  Axe  l)eweglich,   und    ist  seine  Lage  nebst  der  Ge- 
schwindigkeit im  Anfange  der  Bewegung  gegeben;  so  soll  man 
für  eine  beliebige  Zeit  seine  Lage  und  Gesuhwindigkeif  finden. 

Auflösung. 

Ks  bleibe  alles  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  nämlich  die 
Masse  des  Körpers  =:#,  der  Abstand  des  Mittelpunktes  . der 
Trägheit  /  von  der  Drehuogsaxe,  oder  0/=/' und  das  Moment 
der  Trügheit  in  Bezug  auf  die,  der  Dreliungsaxe  parallele  und 
durch  /  gehende,  Axe  =  MkK  Nach  Verlauf  der  Zeit  t  nehme 
der  Kiirper  die  in  der  Figur  dargestellte  Lage  ein,  und  es  sei 
der  Winkel  COt=<p,  wenn  CO  eine  vertikale  gerade  Linie 
ist;  alsdann  gelangen  wir,  wenn  das  Element  dt  constant  an- 
genommen wird,  zu  der  Gleichung 


Multipliciren  wir  dieselbe  durch  2rfg)  und  integri: 


halten 


dip^=ßdP 
i  Quadrat  der  Geschwindigkeit 

4-/ffcosqi 

kennen  lernt.     Setzt  man  nun  ferner  der  Kurze  v 
so  findet  man,  weil  d(p'^=di^(ß  |  lcosq>)  ist 


It^         1^-=    und   t=  f-r 


y  ß  flcosqp 

no  die  constante  ß  und  die  andere,   bei  der    letzten  Integration 
eintretende,    Constante    durch    den    gegebenen    Anfangszustand 

bestimmt  iverden  iniisseii 
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Zusatz  1. 
§.  529.    Verschwindet  der  Winkel   COl=<p,   so  wird   die 
Winkelgescliwindigkeit 

die  grüsste  von  allen;  in  gleichen  Ausweichungen  der  geraden 
Linie  Ol  von  der  vertikalen  OC  sind  aber  die  Geschwindig- 
keiteo  einander  gleich.     Wird  ferner  die  Constante  ß  nicht  kleiner 

als  ya  iVKa'  ^^  ^'""^  ^^'  Körper  ganze  Umwälzungen  um  die 
Axe  ausfuhren,  weil  alsdann  für  tp  =  ISO^  die  Winkelgeschwin- 
digkeit noch  reell  ist. 

Zusatz  2. 

g.  Ö30.  Ist  aber  ß<4¥^2>  so  kann  der  Winkel  COI=<p 
nicht  über  eine  gewisse  Grenze  hinaus  wachsen  und  wenn  der 
Körper  bis  su  dieser  gelangt  ist,  wird  er  wieder  niedersteigen 
und  eine  schwingende  Bewegung  ausfuhren.  Zieht  man  ferner 
die  horizontale  Linie  JK,  so  wird,  weil  OK^fcoBrp  ist,  dem 
Ausweichungs winke!  C01z^<p  die  Winkelgeschwindigkeit 


-=V^^+^I 


entsprechen. 

Anmerkung. 

§.  53L  Mag  der  Körper  ganze  Umwälzungen  ausführen, 
oder  schwingend  hin-  und  hergehen,  so  erfordert  die  Bestim- 
mung der  Bewegung  dieselbe  Rechnung,  als  die  Bewegung 
eines  einfachen  Pendels,  bei  welcher  ein  an  einem  von  Träg- 
heit freien  Faden  befestigter  unendlich  kleiner  tCUrper  sich  um 
eine  horizontale  Axe  dreht.  Da  wir  diese  Bewegung  oben  schon 
ausluhrlich  auseinander  gesetzt  haben ,  würde  es  äberllüssig 
sein,  dieselben  Rechnungen  hier  zu  wiederholen;  es  wird 
daher  hinreichen,  für  jeden  einzelnen  Fall  ein  einfaches  Pendel 
anzugeben,  welches  mit  gleicher  Winkelbewegung  herum- 
geführt wird.  Hier  kommt  zwar  nur  die  Länge  dieses  ein- 
fachen Pendels  in  Rechnung,  da  seine  Bewegung  von  dieser 
Länge  allein  abhängig  ist,  indem  wir  nämlich  im  Anfange  bei- 
den dieselbe  Winkelbewegung  beilegen. 
Erklärung  9. 

§.  532.    Für    die    drehende    oder    schwingende    Bewegung 
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eines  {Bdeii  scliweren  Kürpera  um  eine  horizontyle  Axe  "ircl 
ein  isoclirones  einfaches  Pendel  ilasjenigo  genannt,  wel- 
ches, wenn  es  einmal  in  gleicher  Ausweichung  von  der  verti- 
kalen geraden  Linie  eine  gleiche  Winkelgesehirindigfceit  em- 
pfangen hat,  hierauf  bestündig  mit  ähnlicher  Winkelbenegung 
fortgefiihrt  wird. 

Erläuterung. 

§.  533.  (Figur  71.)  Wenn  man  einen  heliebigen  Körper 
AEBF  voraussetzt,  welcher  sich  unter  alleinigem  Antrieb  der 
Schiverkraft  um  die  horizantale  Axe  O  dreht,  so  hat  man  zu- 
erst seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  zu  betrachten,  welcher, 
wenn  er  sich  auf  der  vertikalen  geraden  Linie  OC  helindct,  die 
natürliche  Lage  des  Körpers  angibt,  in  welcher  dieser  ruhet; 
der  Winket  COI  wird  aber  die  Ausweichung  von  der 
natürlichen  Lage  genannt.  Wenn  nun  diesem  Körper  in 
einer  gegebenen  Ausweichung  eine  gegebene  Winkelbewegung 
beigebracht  worden  ist,  so  muss  ein  isochrones  einfaches  Pen- 
del so  eingerichtet  sein,  dass,  wenn  man  demselben  in  gleicher 
Ausweichung  eine  gleiche  Winkelbewegung  beibringt,  seine  Be- 
wegung beständig  der  des  vorausgesetzten  Körpers  entsprechen 
wild.  Da  nun  die  ganze  Sache  von  der  Länge  dieses  einfachen 
Pendels  abhängt,  so  wird  es,  wenn  seine  Länge  OS  und  es 
an  der  gemeinscharUichen  Axe  O  aufgehängt  ist,  bei  seiner 
Beiregung  stets  die  des  Körpers  AEBF  begleiten,  wenn  es 
nur  einmal  eine  gleiche  drehende  Bewegung  empfangen  hat. 
Es  ist  zwar  gleichgültig,  ob  man  sich  dieses  einfache  Pendel 
an  derselben  Axe  angebracht  denkt,  oder  nicht;  aber  weil  die 
Ausweichungen  von  der  vertikalen  Lage  OC  beiderseits  stets 
dieselben  sein  müssen,  so  hat  man  die  Ausweichung  des  Kör- 
pers nach  der  Lage  der  geraden  Linie  Ol  abzuschätzen  und 
man  betrachtet  am  bequemsten  ein  einfaches  in  O  aufgehäng- 
tes Pendel,  damit  seine  Lage  OS  stets  auf  die  gerade  Linie 
Ol  falle  und  die  ganze  Frage  auf  die  Bestimmung  des  Punktes 
S  zurückgeführt  werde. 

Zusatz  1. 

§.  534.  Hat  man  den  Punkt  ä  auf  der  Verlängerung  der 
geraden  Linie  Ol  gefunden,  so  wird  der  Körper  sieh  ebenso 
bewegen,  als  ob  seine  ganze  Masse  in  eben  diesem  Punkte  Ä 
vereinigt  wäre;  mau  erhält  nämlich  dann,  wegen  der  verschwin- 
denden Ausdehnung,  ein  einlaches  Pendel  von  der  Länge  OS. 
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Zusatz  2. 
§.  535.  Diesen  Punkt  »^  musa  man  demnach  auf  der  ge- 
raden Linie  suchen,  welche  durch  den  M Ute Iji unkt  der  Trägheit 
des  Ktirpers  normal  auf  die  Urehungsaxe  gezogen  wird,  wenn 
es  anch  hier  nicht  nothwendig  ist,  dass  das  einfache  Pendel 
OS  an  demselben  Punkte  0  der  Axe  aufgehängt  gedacht  werde. 

§,  536.  Da  dieses  mit  iihniieher  Bewegung  fortgeführte 
Pendel  wegen  des  Verschwiodens  der  Masse  ein  einfaches 
genannt  wird,  so  pflegt  man  nach  dieser  Weise  beliehige  aus- 
gedehnte Kürper,  welche  um  eine  feste  Axe  beweglich  sind, 
zusammengesetzte  Pendel  zu  nennen.  Es  wird  auf  diese 
Weise  die  Frage  darauf  zurückgeführt,  dass,  wenn  irgend  ein 
belieliiges  zusammengesetztes  Pendel,  was  also  ein  starrer 
Körper  ist,  vorausgesetzt  wird,  wir  ein  mit  demselben  isochro- 
nes einfaches  Pendel  angeben;  diese  Aufgabe  werden  wir 
jetzt  sehr  leicht  lusen  kOnnen.  Uebrigens  muss  man  daran 
erinnern,  dass  der  Faden,  mitteist  dessen  wir  uns  das  einfache 
Pendel  an  die  Axe  befestigt  denken,  nicht  nur  als  frei  von  Träg- 
heit, sondern  auch  als  starr  vorausgesetzt  werden  muss,  damit 
keine  Biegung  die  Rechnung  stören  könne. 
Aufgabe    46. 

g,  537.  (Fig.  71.)  Es  wird  ein  beliebiger  starrer  und  schwerer 
Körper  AEBF  vorausgesetzt,  welcher  om  die  horizontale  feste 
Axe  0  beweglich  ist;  man  soll  ein  einfaches  isochrones  Pen- 
del   OS  bestimmen. 

Auflösung. 

Man  setze  die  Masse  des  ganzen  Körpers  =:  M,  seinen 
Mitelpunkt  der  Trägheit  in  /  und  ziehe  normal  auf  die  Axe 
die  gerade  Linie  01=f,  welche  jetzt  von  dec  Vertikalen  OC 
«m  den  Winkel  COi=<p  absteht;  es  sei  aber  ^.Ä^  das  Moment 
der  Trägheit  des  Körpers,  in  Bezug  auf  die  durch  1  der  Dreh- 
angsaxe  parallel  gezogene  Axe.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
wird,  welches  auch  die  anfangs  dem  Körper  beigebrachte  Be- 
wegung gewesen  seiu  mag,  nach  Verlauf  der  Zeit  t  die  Aende- 
rung  der  Bewegung  ausgedrückt  durch  die  Formel: 
n^dP 


Setzt  man  nun  die  Län| 
OS=l,    so  wird,   weil  es  um  denselhen  Winkel  COS 


P+/C 

die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels 
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der  vertikalen  Lage  absteht,  seine  Bewesting   eine  solche  Ver- 
änderung erleiden,  dass  wir  haben 

Diese  Formel  ergibt  eich  aus  der  vorhergehender],  indem 
man  ä=0  und  /"=/  setzt.  Da  nun  beiderseits  dieselbe  Verän- 
derung herauskommen  soll,  so  erhalten  wir 

li='—y~  oder  l^f+Y' 

Zusatz  1. 
§.  538.     Die  Länge  des  isochronen  einfachen  PciideU   OS 
übertrifft  demnach  den  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Trägheit 
/  von  der  Drehungsaxe    O,  und  zwar    um    den  Zwischenraum 

J(S;=j-    Kennt  man  aber  die  Länge   OS=l,  so  wird 

HO  dass  för  denselben  Körper  das  Rechteck  OI.IS  constant  wird. 
Zusatz  2. 
§.  539.  Wenn  für  denselben  Körper  der  Abstand  Ol  sich 
ändert,  so  wird  offenbar  so  wohl  für  f^=0,  als  auch  für  f=:a3 
die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels  l  unendlich  gross 
werden.  Am  kürzesten  wird  aber  dasselbe,  wenn  man  f=:k 
annimmt,  in  welchem  Falle 

wird;  ausserdem  ist  stets  l'>2/c. 

Zusatz  3. 
§.  540.     Hat  man  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pen- 
dels — /  gefunden,  so  wird,    weil  die  sehr  kleinen  Schwingun- 
gen eines  Körpers  ebenso  wie  die  dieses  Pendels  isochron  sind, 
die  Zeit  einer  jeden  Schwingung  in  Secunden 

=z-j4=  (§  215.). 
V  'ig 
2ff 
Wenn  sich   daher  1=-^  ergibt,    so    werden    die  einzelnen 

sehr  kleinen  Schwingungen  des  Körpers   in  einer  Secnnde  aus- 
geführt. 

Anmerkung. 
g.  54L     Hieraus    folgt  eine    leichte  Methode,    das  Momejit 
der  Trägheit  eines  jeden  Körpers  praktisch  zu  heslimmen.     Hat 


y  Google 


2Ö2.  Kapitel   Vit.     Von  der  sc kwiity enden 

man  nämlich  den  Körper  an  einer  borizoiifaien  Axe  aufgeliSn^t,  um 
welche  er  sich  ganz  frei  dieheii  kann,  so  bestimme  man  zuerst 
mit  aller  Sorgfalt  den  Ältslaiid  des  Mittelpunktes  der  Trägheit 
/  von  der  Drehungsaxe  O,  niindich  Ol^f,  was  ebenfalls  prak- 
tisch geschehen  kann.  Hierauf  treibe  roaii  den  Körper  an, 
sehr  kleine  Schwingungen  auszuführen  und  wenn  man  deren 
mehrere  in  einer  gegebenen  Zeil  gezählt  hat,  schliesst  man 
hieraus  auf  die  Zeit  Einer  Schwingung.     Ist  diese  in  Secunden 

=T,  so  hat  man  /=^^^  und  «enn  diess  gefunden  ist, 
f^^fil-f). 
Das  Gewicht  des  Körpers  .W,  niultiplicirt  durch  A^,  wird  das 
Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welche  durch 
seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  der  Drehungsaxe  parallel  ge- 
zogen ist,  ergeben.  Man  kann  diesen  Versuch  auch  vervieliitl- 
tigen,  indem  man  den  Körper  nach  und  nach  an  verschiedenen 
Äxen,  welche  fedoch  unter  sieb  parallel  sind,  aufhängt,  damit 
wir  den  wahren  Werth  von  /e^  um  so  sicherer  kennen  lernen. 
Man  kann  auch  selbst  umgekehrt  hieraus  die  Länge  des  einfachen, 
in  einzelnen  Secunden  schwingenden,  Pendels  erforschen,  wenn 
man  sieh  nämlich  weder  einfacher  Pendel  bedienen,  noch  die 
in  Einer  Secunde  hervorgebrachte  Fallhöhe  gr  durch  Fallversuche 
hinreichend  genau  bestimmen  kann.  Hier  muss  man  aber  für 
einen  aufgehängten  Körper  die  Grössen  f  und  &^  genau  kennen, 
woraus  man 

erhält;  wenn  alsdann  die  Zeit  t  einer  sehr  kleinen  Schwingung 
beobachtet  ist,  erhalten  wir 


und  hieraus  die  Länge  des  einfachen,    in  den  einzelnen  Secun- 
den schwingenden  Pendels 

Erklärung  10. 
§.542.  Der  Schwingungsmittelpunkt  in  einem  zu- 
sammengesetzten Pendel  hat  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  in 
ihm  die  ganze  Masse  des  Körpers  vereinigt  wäre,  sich  dieselbe 
schwingende  Bewegung  ergeben  wärde.  Man  nimmt  diesen 
Punkt  aber  auf  der  geraden  Linie  an,  welche  durch  den  Mittel- 
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piinkt  der  Trägheit  des  Körpers  geht  und  normal  aul"  die  Dre- 
huogsaxe  ist. 

Zusatz  1. 
@,  543.    Der  Abstand     des    Schwingungsmitlelpunkfes    von 
der  Drehungsaxe  ist  der  Läiii^e   des  isochronen  einfachen  Pen- 
dels gleich  und  es  ist  dieser  Punkt  von  der  Drehungsaxe  O  wei- 
ter entfernt,  als  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  um  den  Zwischen- 

räum  /ä  ^  y 

Zusatz  2. 

g.  344.  Um  daher  den  Schwingungsmittelpunkt  S  zu  finden, 
muss  man  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die,  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  gehende  und  der 
Drehungsaxe  parallele,  Axe  kennen.  Ist  dasselbe  =M.k^,  so 
muss  man  es  durch  Mf,  d.  h.  das  Produci  der  Masse  des 
Körpers  M  in  den  Abstand  der  Drehungsaxe  vom  Mittelpunkte 

der  Trägkeif,  dividiren;  alsdaun  wird  der  Quotient  —^rr  den  Ab- 
stand des  Schivingungsmittelpunktes  vom  Mittelpunkte  der 
Trägheit  ergehen. 


g.  545.  Auf  diese  Weise  pflegt  man  die  Erforschung  der 
Bewegung  zusammengesetzter  Pendel  auf  die  Erforschung  des 
Schwingungsmittelpunktes  zurückzuführen,  obgleich  es  hinrei- 
chend ist,  wenn  man  die  Länge  des  einfachen  isochronen  Pen- 
dels kennt  und  kein  Grund  uns  dazu  drängt,  uns  dieses  Pen- 
del an  derselben  Auihängungsaxe  und  zwar  längs  der  geraden, 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  normal  auf  die  Aufhängungs- 
ase  gezogenen,  Linie  zu  denken.  Diese  Weise,  die  Sache  auf- 
zufassen ist  aber  die  bequemste  und  wenn  der  Körper  in  der 
Lage  der  Ruhe  hängt,  so  dass  die,  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  normal  auf  die  Axe  gezogene,  gerade  Linie  zugleich 
vertikal  ist;  so  wird  der  Schwingungsmittelpunkf  auf  derselben 
Linie,  tiefer  als  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  liegen;  'es  ist 
nämlich  nicht  nöthig,  dass  man  den  Körper  als  in  Bewegung 
befindlich  ansehe.  Man  betrachtet  demnach  die  gerade  Linie 
Ol  als  auf  die  Vertikale  OC  fallend,  auf  welcher  der  Schwin- 
gungamittelpunkt  iS  tiefer  als  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
liegen  wird,  und  dieser  erhält  hier  in  Wahrheit  den  Namen 
des  Schwerpunktes,  so  dass  der  Zwischenraum 
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"*-  Mf~f 
wird.  Die  Berechnung  des  Schwingungsmittelpunktes  wird  da- 
her sehr  leicht  njittelst  derjenigen  Rechnung  ausgeführt,  welche 
wir  oheii  zur  Auffindung  des  Momentes  der  Trägheit  gelehrt  haben. 
Beispiel. 
§.  540.  (Figur  71)  Die  vorher  erwähnten  Versuche  ptlegt 
man  mittelst  einer  Kugel  auKuätellen,  welche  aus  gleichartiger 
Materie  zusammengesetzt  ist  und,  mittelst  des  Fadens  OB 
aufgehängt,  zu  sehr  kleinen  Schwingungen  angetrieben  wird; 
hierbei  bat  ma»  aber  den  Faden  so  dünn  anzunehmen,  dass 
man  seine  Masse,  im  Vergleich  mit  der  der  Kugel,  fiir  nichts 
halten  darf.  Es  sei  daher  der  Kadiua  der  Kugel  BI=^b  und 
der  Abstand  des  Anfhfingepunktes  O  vom  Mittelpunkte  der  Ku- 
gel /,  der  zugleich  ihr  Mittelpmikl  der  Trägheit  oder  ihr  Schwer- 
punkt ist,  nämlich  O/— /■;  alsdann  wird,  wie  wir  oben  (§.  506.) 
gefunden  haben,  ä^^t^/^ä^.     Der    Schwingungsniittelpunkt    wird 

2i» 
demnach  so  in  S  liegen,  dass  tS=-^  wird,    odej   es  werden 

die  Schwingungen  mit  denjenigen  eines  einfachen  Pendels  über- 
einstimmen, dessen  Länge  ^^f-\--äf'ist.  Damit  nun  dieses  Pen- 
del in  einzelnen  Secunden  schwinge,  muss 

/+'y=J-    §.540.)    oder    f^=^~^/^b^ 
sein.    Hieraus  folgt  

so  dass  wir  für  f  zwei  Wetthe   erhalten,   deren  Summe  aber 
•■  2ff 
=■-%  ist.    Diese  beiden  Werthe  werden  einander  gleich,  wenn 

man  die  Kugel  So  gross  annimmt,  dass 

wird,  d.  h.  es  raus:s  in  Rheinlardischen  Füssen  der  Radius  der 
Kugel  =2,50317  sein.  Es  wird  alsdann  ferner  der  .Abstand 
0/=:/=l,583U4,  so  dass  der  Aulhängepunkt  oder  die  Dreh- 
ungsase  innerhalb    der    Kugel   angenommen    werden  muss.     Da 

aber  f=^i  =  bV%  oder  f=k  ist,  so  wird  die  Kugel  offenbar 
in  diesem  Falle  am  schnellsten  schwingen  (@.  539.).  Ist  näm- 
lich Im^b  V  %  und  zieht  man  die  horizontale  Linie  itv,  welche 
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(lieDreliuDgsaxe  darstellen  wird,  so  wird  cosÄfi=V"''/s>  "'so  der 
Bogen  Bft=50**  iü'.  Ist  aber  die  Kugel,  «ie  es  zu  iresclielien 
pflegt,  sehr  klein,  so  muss  zur  Hervorbringung  von  Secunden 

Bein;  damit  also  die  am  Piinlite  B  aufgehängte  Kugel  diess 
leiste,  muss  ihr  Radius 

ß= Y~i —    '  *"'*'  ^^^^  nahe  =0,15513*11/ 

Aufgabe  47. 
§.  647.     Ein.  um   eine    horizontale  Axe  beweglicher  starrer 
Kürper   hiestebf    aus    niehrern  Tbeilen,    deren  einzehie   Mittel- 
punkte und  Momente  der  Trägheit  betcannt  sind;  man  soll  den 
Schningungsmiftelpurikt  des-gauze»  Körpers  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  73.)  Man  denke  sieb  die  horizontale  Drehungsaxe 
normal  auf  die  Ebene  der  Figur  im  Punkte  O,  und  es  seien 
A,  B,  C  und  D  die  Mittelpunkte  der  Trägheit  der  Tlieile, 
aus  denen  der  Kürper  zusammengesetzt  ist.  Die  Massen  dieser 
Theile  seien  A,  B,  C  und  D  und  ihre  Momente  der  Trägheit 
in  Bezug  auf  Ascn,  welche  der  Drehungsaxe  parallel  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  eines  jeden  gehen,  A.a'^,  B.b^, 
C.c^  und  i>.8*;  diese  Mittelpunkte  der  Trägheit  miigen  aber 
von  der  Drehungsrixe  um  die  Abstände  AO,  BO,  CO  und  DO 
entfernt  sein.  Es  ist  nämlich  gleichgültig,  ob  diese  Abi^tände 
nach  demselben  Punkte  O  der  Axe,  oder  nach  verschiedenen 
Punkten  gerichtet  sind ,  weil  so  wohl  die  Momente  der  Schwere, 
als  auch  die  der  Trägheit  nur  von  den  Abständen  von  der  Axe 
abhängig  sind  und  die  Verschiedenheit  der  Punkte  O  nichts 
dazu  beitrfigf.  Zuerst  bestimme  man  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit /des  ganzen  Körpers,  dessen  Masse  =M=^A -\-B -i-(J 
-\-D  sei  und  welcher  auf  einer  solchen  geraden  Linie  Ot  liege, 
dass  wir  haben 

A.AO.sioAOJ+B.BO.s\nBOI^C.CO.sinCOJ+D.DO.smIJOI; 
alsdann  wird 
M.OI==A.AO.cosAOl^B.BO.mäBOl+C.COcosCOI 

+  D.D0.C0SDOI. 

Diese  Grösse  hat  man,  in  der  obigen  Gleichung /Ä  =  —iä:^, 
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statt  Mf  zu  setzen.  Das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen 
Körpers  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  wird  aber  aus  de» 
TheiJen  so  zusammengesetzt,  duss  tvir  hallen: 

Da  nun  0S=^^^^~^-  ist,  so  erhalten  wir 
A.AO.cosAOH-B.BO.cosßOI+C.COcosCOJ+D.DO.cosD01' 


§.  348.    Betrachtet  mao  die   einzelnen  Theile  für  sith  und 
setzt  man  ihre  Schwingungs  mittel  punkte  in  a,  b,  c  und  S,   so 


OS: 


wird,  weil  Oa=^ .   .^ 


A.OA.Oa\-B.OB.Ob-hC.0C.0c-\-D.OD.O8 

A.AO.cosAOJfVBBO.cosBOl+C.CO.cosCOl^D.DÖ.cosDOr 
Zusatz   2. 
§.  549.     Hat  man  aber    den  Mittelpunkt  der  TrSgheit  oder 
de»    Schwerpunkt    des   ganzen   Körpers  /  gefunden,    so    kann 
man   statt  des  Nenners  M.Ol  setzen.     Nach   den   Lehren  dei 
Statik   findet    man    aber    leicht    deu  Schnerpunkt    des   ganzen 
Körpers,  wenn  die  Schwerpunkte  seiner  Theile  gegeben  sind. 
Beispiel. 
§.  530.     (Figur  74.)    Es    sei    ein  Pendel    zusammengesetzt 
aus  dem  geraden  cylindrischen  Stabe  ACB  und  der  an  ihr  he- 
befesftgten  Kugel  BEDF,  dasselbe  sei  um' die  horizontale  Äse 
EOF  beweglich  und  man  suche  seinen  Schwingungsmittelpunkt 
S.     Der  Stab  und    die  Kugel    mögen   ans  gleichartiger  Materie 
bestehen  und  man  setze  die  Länge  des  erstem  AB=:a,    sein 
Geviicht  =  ^,   den    Abstand    des    Endpunktes  B  von  der  Dre- 
hungsase  O  oder  BO  =  b,    den  Radius  der  Grundfläche  dieses 
Cyllriders  =c;   alsdann   wird  sein  Mittelpunkt  der  Trägheit  in 
C  liegen,  so  dass 

AC=BC=%a  und   OC=b-'-ka, 
sein  Moment  der  Trägheit  aber  In  Bezug  auf  eine  Ase ,  welche 
durch  C  der  Drehungsaxe  parallel  gezogen  Ist, 

=  J(V.an'+V4C^)  (§.  50L) 
wird.     Ferner   sei  die   Masse    der  angefügten  Kugel  =E,   ihr 
Radius  BG  =  e,    alsdann  wird  ihr  Mittelpunkt  der  Tr;tgheit  in 
(i  liegen  und  ihr  Moment  der  Trägheit 
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=%E.e2  (§.  a06.). 
Liegt  nun   der  Mittelpunkt  der  Träglieit   des  ganzen  Kfit- 
pers  in  /,  so  Iiat  man 

(/l  +  £)0/=4<(.-VW  +  JS(*  !-»)=»/'• 
Es    wird   nun  das  Moment  der  Trägiieit  in  Bezug  auf  die 
Dreliungsase 

=^[V„o«+y.c»+(*-'A")']  +  £['/.«H(4 +«)■]. 
welcher  Werth  statt  M(f^+/t^)   substituirt  werden  muss.    Der 
Schwingungsmittelpunkt    wird    demnach  so   in   i9  liegen,    dass 
man  hat 

„^     ^ti/,»'-»i  +  <'+'/.c'']+£ft'+2fe  +  '/.«'] 
""-  J[i->M]-H:[i+e] 

und  weil  OG=zO-t-e  ist,  erhalten  wir 

Zusatz   1. 
§.  551.     Nimmt  man  die  Drehungsaxe   in  der  Spitze  A  des 
Stabes,  also  i=a  an,  so  wird 

indem  wir  annehmen,  dass  der  Punkt  Ä  oberhalh  G  liege. 
Zusatz  'i. 
g.  352.    Es  sei  z.  ß.  E=^OA,  a=6=3Fuss,  e=y,aFuss  ■ 
und  c  =  y5„i,  fuss,  so    dass  man  c^  mit  Sicherheit  vernachläs- 


as~" 


sjgei 


a  kann.     Alsdann 


OG=3'/i3= 3,0833 


""^  '^-^^  %+92ya  = — üJ— =3,0669 

und  es  liegt  in  diesem  Falle  der  Punkt  Ä  oberhalb  G.  Wenn 
aber  die  Masse  des  Stahes  verschwindend  klein  wäre,  so  würde 
OS=3,0842  und  in  diesem  Falle  S  unterhalb  G  liegen. 

Anmerkung. 
§.  553.  Dieser  letzte  Fall  ist  desshalb  bemerkenswerth, 
weil  gewöhnlich  der  Faden,  wenn  er  sehr  düun  und  leicht  im 
Vergleich  mit  der  Kugel  ist,  kaum  etwas  zum  Schwingungs- 
mittelpunkte beizutragen  scheint,  hier  nämlich  würde,  obgleich 
die  Kugel  SOiual  so  schwer  als  der  Faden  ist,  die  Rucksicht 
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auf  diesen  ohne  einen  bemerkbaren  Inthum  nicht  vernachlässigt 
werden  können.  Setzen  wir  nämiiuh,  ilass  dieses  Pendel  seine 
Schwingungen  in  Seciinden  ausgeführt  habe  und  dass  mau  hier- 
aus die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels  bestimmen 
solle.  Diese  würde  sich  daher,  wenn  man  die  Masse  des  Fa- 
dens vernachlässigt:  hätte,  ^3',0S4-2  ergeben,  während  sie  doch 
in  Wahrheit  =3',0669  ist,  so  dass  ein  hiichst  ansicher  zu  er- 
tragender Fehler  von  0',0173=2,S  Linien  begangen  werden 
wörde. 

Wenn  aber  bei  übrigens  gleich  bleibenden  Dimensionen  der 
Faden  noch  leichter  und  E=&OA  wäre,  so  würde  sich 

ergehen  und  wenn  man  Statt  dessen  3,0842  annehme,  so  würde 
der  begangene  Fehler  O',0060=iYi5  ^--"''^  betragen. 
Aufgabe  48. 

§.  554.  (Figur  75.)  Ein  Pendel  besteht  ans  einem  sehr 
dünnen  Stabe  OB,  welcher  frei  von  Trägheit  aber  doch  starr 
ist  und  der  Kugi-I  JiEDF;  man  soll  den  Ort  finden,  wo  eine 
andere  gegebene  Kugel  an  dem  Stab  befestigt  werden  ninss, 
damit  die  Schwingungen  am  schnellsten  ausgeführt  weiden, 
Auflösung. 

Während  die  Drchungsase  sich  in  O  befindet,  sei  der  Ab- 
stand Off  =  Ä,  der  Radius  der  unten  befestigten  Kugel  BG 
=  c,  die  Masse  derselben  =jB;  ferner  die  Masse  der  andern 
zu  befestigenden  Kugel  =L,  ihr  Radius  QK=e  und  für  ihren 
gesuchten  Ort  0Q:=(/.  Dicss  vorausgesetzt,  sei  /  der  ge- 
meinschaftliche Mittelpunkt  der  Trägheit,  alsdann  wird 

(ß  +  L)  01=  Bb  +  Lq^  Mf; 
ferner  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Pendels  in  Bezug 
auf  die  Drehungsaxe 

=  B\%ii^  +  6^]  +  i[%e3  +  ,.]  _  M\f^  +  /.*]. 

Setzt  man  daher  den  Schwingungsniiftelpunkt  in  ä;  so  wird 

"*—  Bb\hq 

und  diese  Länge  muss  am  kleinsten  sein,  damit  die  Schwin- 
gungen die  schnellsten  werden.  Hieraus  ergibt  sich  die  fol- 
gende Gleichung 

oder     Lq  =  —  Bb+  VWU^TBLb^ +%BLc''T^/Jß^. 
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wiKlurch  OQ=(i  bekannt  «ird.    Ferner  erhSit  man  hi(>raus  die 
IjSufre  des  isochronen  einfacfien  Pendels 

Bestehen  nun  beide  Kiitfeln  ans  dersellien  Materie,    so  er- 
hält man,  weil  B:h—c^:e^, 


0S= 


iirul 


eH^+%c^e»-\-%f»—c''b  _ 


Zusatz  1. 
§.  555.     Sind  die   Durchmesser  der  Kugeln    sehr  klein,  so 

(lass  man  c-'' und  c^  gegen  b'^  vernachlässigen  kann,  so  muss  der 
Abstand  OQ=q  so  angenommen  »erden,"  dass  man  habe 

lind  CS  wird  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels 

Znsalz   2. 
g.  Ü5ß.     Wenn    man    die    zweite    Kugel    KLIMN   dnrchmis 
unbeachtet  lässt,  so  wird 

welche  Länge   grösser  ist  als   in  dem  Falle,    dass  man   diese 
Kugel  hinzugefügt  hat,  wenn 

Wen»  demnach  nicht  c>       --j  '' +  kä"  |    '**>     ^^    können 

durch  Hinzufiigung  dieser  zweiten  Kugel  die  Schwingungen  be^ 
schleunigt  werden, 

Zusatz  3. 

V"5  r"      2^2"! 
§,S57.Istaber  c=— ^1  '' +  gX"  l>   so    ninss,    wie    gross   auch 

die    Masse    L    dieser    Kugel    sein    mag,    um    die    schnellsten 
Schwingungen  zu  erhalten, 
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iikI    es    wird    alsdann    die    Länge    des 
mdels 

ganz  als  ob  <lie  Kugel   KLMN  entfernt  wäre. 
Zusatz    4. 

§.  5S8.  Sind  beide  Kugeln  einander  gleich,  also  L—B 
und  e^=  c,  so  ergeben  sich  die  schnellsten  Schwingungen, 
indem  man  OQ=q=L—b  +  V2&^+y^ 

aniiimmt  und,  im  Fall  man  c^  gegen  6*  vernachlässigen  kanii, 
indem  man  0Q=0G(V"2-1) 

setzt.     Hieraus  folgt  die  Länge   des   Isochronen  einfachen  Pen- 
dels ]-.20G(V"2-l)  =0,828427.06. 
Zusatz   6. 

§.  55y.  Bestehen  lieide  Kugeln  aus  derselben  Matei'ie,  so 
kann  man  den  Etadlus  e  der  Kugel  KLMN  so  bestimmen,  dass, 
wenn  man  sie  nach  der  Vorschrift  anbringt,  die  Schwingungen 
am  schnellsten  ausgeführt  werden;  man  muss  nämlich  den 
Werth  von  e  aus  der  Gleichung 

16eio_48(.SeS-l-iOö2c'e6_„60üi!.2cö^,a_|_9c6(562+2(;2)2-0 
suchen. 

Anmerkung. 

@.  500.  Uebrigens  wird  offenbar,  je  kleiner  der  Radius  e 
der  Kugel  KLMN  ist,  während  ihre  Masse  L  unverändert 
bleibt,  desto  kleiner  der  Abstand  OQ=^(j  sich  ergeben  und 
es  werden  daher  die  Schwingungen  desto  schneller  erfolgen. 
Bleibt  aber  der  Radius  e  unverändert,  so  erfolgen  die  Schwin- 
gungen am  schnellsten,  wenn  die  Masse  L  der  hinzuzufügen- 
den Kugel  so   gross  als  miiglich  ist.     Wäre  nämlich  X— 0,  so 

""'■''«  OS=Ä+|^%§.g54.), 

welches  der  grösste  Werth  Ist,  wenn  man  durch  Hinzufiigung 
der  zweiten  Kugel  die  Schwingungen  schneller  machen  kann. 
Ist  aber 

563+2c2^2te\^10,  oder  e^  ^^^-  . 

60  bleiben,  wie  gross  auch  die  Masse  L  dieser  Kugel  sein 
mag,  wenn  diese  nach  der  Vorschrift  angebracht  wird,  die 
Schwingungen    von    derselben   Dauer    (g.  537,)    und  wenn   die 
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Kugel    noch    grösser    wird,    iverden    die    ScInvingUDgen    selbst 
langsamer  ausfallen. 

Sind  beide  Kugeln  ans  gleich  schwerer  Materie  angefertigt, 
so  muss  die  Grösse  der  hinzuzuliigenden,  damit  die  schwin- 
gende Bewegung  die  geschwindeste  werde,  aus  der  Gleichung 
vom  lOten  Grade  hergeleitet  werden.  Geht  aber  die  Axe  durch 
den  Mittelpunkt  G  der  Kugel  BCDF,  so  dass  6=0  ist,  so 
folgt  aus  jener  Gleichung 

für    den  Radius,  der   hinzuzufügenden  Kugel,  und  zur  Bestim- 
mung ihres  Ortes  hat  man 

sn  nie  auch  die  Länge  des  isothronen  einfachen  Pendels 

Die  durch  den  Mittelpunkt  der  ersten  Kugel  gehende 
Drehungsaxe  muss  daher  bei  der  andern  so  vorbeigehen,  dass 
sie  von  ihrem  Mittelpunkte  um  den  Abstand 

OQr=cSr% 
entfert     sei,    welcher    Abstand    kleiner    Ist,    als     ihr    Radius 

Derartige  Fragen  in  Betreff  der  schwingenden  Bewegung 
könnten  noch  mehrere  aufgestellt  werden,  allein  sie  lassen  sich 
nach  den  hier  aufgestellten  Principien  ohne  Schwierigkeit  lösen. 
Sehr  viel  kommt  aber  darauf  an,  zu  erforschen,  wie  grosse 
Kräfte  die  Drehungsaxe  selbst  während  der  Bewegung  auszu- 
halten hat. 

Aufgabe  49. 

g.  56).  (Figur  76.)  Während  ein  schwerer  starrer  Körper 
sich  um  die  horizontale  feste  Axe  OA  dreht,  soll  man  zu  jeder 
Zeit  die  Kräfte  bestimmen,  welche  eben  diese  Axe  in  zwei 
gegebenen  Punkten  O  und  A  auszuhalten  hat. 

Auflösung. 
Es  stelle  das  Papier  eine  vertikale  Ebene  vor,  welche 
durch  die  Drehungsaxe  OA  geht  und  es  befinde  sich  jetzt  der 
Mittelpunkt  der  Trägheit  des"  Körpers  ausserhalb  dii;ser  Kbene 
in  /,  von  wo  aus  man  so  wohl  auf  die  verfifcule  Ebene,  als 
auf  die   Axe    die  Perpendikel   IK  und  IG  fälle;    alsdann  wird 
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der  Winkel  IGK—ip  die  Ausweichurig  ttes  KoT|)eTs  von  «!er 
iiatiirlicheii  Lage  iiinl,  wenn  man  den  Abstand  IG=f  setzt, 
Ky=/singj  und  G'A'— /"eosqj. 
Ferner  sei  tlie  Masse  des  KOrpevs  =^M  und  ila  diese  zu- 
gleii-li  sein  Gewicht  ausdruL-kt,  so  wird  die  aiitceibende  Kraft, 
welche  iii  der  vertikalen  Richtung  IV  drängt,  =m  und  es 
streiit  ihr  Moment  =Mfsiii<p  dahin,  den  Winkel  IGK  zu  ver- 
mindern. Hierauf  betrachte  man  ein  beliebiges  Element  dM 
des  Kiirpers  in  Z,  fidle  von  hier  auf  die  vertikale  Ebene  und 
auf  die  Axe  die  Perpendikel  ZY  und  ZX,  und  setze  die  Co- 
i.rdiiiafen   OX^x,  XY=ij  und   YZ=i;  alsdann  wird 


Setzt  man  nun  aber  den  Abstand -YZ=V^ .7*  +  j*  =  r,  so 
drücHfr^dM  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in  Bezus 
auf  die  Äxe  OA  aus,  es  sei  dasselbe  :=  lUk^;  endlich  setze 
man  den  gegenseitigen  Abstand  der  Punkte  auf  der  Axe  oder 
OA  —  a  und  ziehe  durch  beide  die  geraden  Linien  BOI>,  COc 
und  EAe,  FAf  parallel  den  Linien  KG  uod  KL  Nach  diesen 
Vorbereitungen  bemerke  ich  zuerst,  dem  §.  413.  entsprechend, 
liahS  keine  Kraft  da  ist,  deren  Richtung  mit  der  Axe  in  der- 
selben Ebene  liegt;  da  aber  hier  das  Moment  der  Kraft  J^ßtnip 
im  entgegengesetzten  Sinne  von  dem  dort  angenommenen  wirkt, 
so  wird  '      ■  rf^-Mfsinq,. 

Es  hat  daher  in  Folge  der  Kraft  IV^M,  welche  an  der 
Axe  im  Punkte  G  längs  der  Richtung  GK  angebracht  zu  den- 
ken ist,  die  Axe  in  den  Punkten  O  und  A  diese  Kräfte  aus- 
zubauen : 
lüngs   OB  die  Kraft  = 

Mit  diesen  hat  man  diejenigen  zu  verbinden,  welche  aus 
den  entgegengesetzt  angebrachten  elementaren  Kräften  entsprin- 
gen; es  sind  diese: 

_  f&\DtpJia-x)zdM 


für  den  Endpunkt  O 


[längs    Ob    die    Kraft= 
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ll^ings^.  die  Kraft  =^i2^|^ 
(Vir  .Ion    E.Klpn«kt   .1.  ^b^'^^ 

(  "  "^^  '  '  ^  a.m 
und  zwar  hui  die  Äxe  diese  Kriifte  in  Folge  der  Wirljsamkeit 
der  Schwere  des  Körpers  auszuliaiten.  In  Folge  der  Bewe- 
gung aiier,  mit  welcher  der  Körper  sich  bereits  dreht,  hat  die 
Axe,  wenn  ivir  die  Ürehiingsgeschwiniligkeit  £1  nennen,  in  den 
Punkten  O  und  A  folgende  Kräfte  anszuhalten : 

(l.ng.O^  die  Kräfte  ^^^f^:=^^:^ 
(iii  den   Endpunkt  O  \ 

OC    -        -    =~ 


s^£dieKrart  =  -^Mf^i^ 
ffir   den   Emlpnnkt^j  ^.f^^j 

Zusatz    1. 
§.  502.     Setüt   man  die  Abstände  der  Endpunkte   O  und  A 
vom  Punkte  G,  nämlich  OG=b  mAAG-e.,  so  dassfl=iH-c 
wird,    ferner  GX=.u,  wonach  x=^h — ii  und  u — x=c^u  wird; 
so  erhalten  wir 

j{a-x)xdM^J{c^u)^llm~Mc.Kl^■Sw.dm, 
Jia—x)ittlM=Jlc+u)ydM=  Mc.  GK  -{^fuydia, 
fxxdM=J{b~u)zdM=  Mb.KJ-fuzdM 
nntl       fxydM=ß.b~u)i/dM=:ßIÖ.GfC—/ui/dM. 
Zusatz   2. 
§.  563.     Führt  man  diese  Werthe  ein,  so  hat  die  Axe  im 
Punkte  O  folgende  Krätte  auszuhalten: 
erstens  längs  der  Richtung  OB  die  Kraft 
Mc      Mcfsm  tp-Kl     fsrnffindM      Sl^Mc.GK      £iy,iydM 
a       ~        ah'^         ~         a.k^         "^        'iag        +       'iag       ' 
zweitens  längs  der  Richtung  OC  die  Kraft 

Mcf^mtp.GK     fsmrpfuydia      SlHlc.Ki      SV'fuzdM , 

"     XF  +         fl.Ä2         +       2ff9       +       iag       ' 

im  Punkto  A  aber  erstens  ISngs  der  Richtung  AE  die  Kraut 

Mb     M(tfa\a<p.Kl     fsinipfuzdM     Sl^MLGK     iiyiii/dM 

a  "         u.k^         ^         a.ifl         +        iog  'ina      ' 

zweitens  Ifings  der  Richtung  AF  die  Kraft 

Ml,fsm>p.GK     f^mrpfuydM  ,    Sl^MÖ.Kl      Sl^fuzdM 


-  +  -■ 
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§.  SG4.  Ist  der  Körper  so  beschaffen,  dass  er  dnrcli  die 
Ebene  WK  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird 
und  ist  GO  =  GA—^/^a,  so  wird,  neil/wid^^O  und  fu^dM 
=  0  ist,  die  Äxe  im  Punkte  O  die  Tulgenden  KtUlte  auszu- 
halten haben : 

Mfsmip.KI  .  Sl^M.GK 
+       43       ' 
_     Mfsmg>.CK      SlHl.Kl , 
-        OC    -         -     —  2^^a  +       ^^       = 

im  Punkte  A  aber 

längs  AE  die  Kraft=Va^ '  2/        ^ A^' 

._  _  Mfsm<f>.GK  ,  Sl^M.KI 

-AI'  ■      ■-  g^a  +~1^-- 

in  diesem  Falle  sind  daher  die  Kräfte  von  der  Gn'isse  des 
Abstandes  OA^a  unabhängig. 

Zusatz  4. 

§.  565.  In  diesem  Falle,  wo  fiiydM~0  und /Hjcritf=0  ist, 
hindert  uns  nichts,  den  AbstandOjJ  =  a  als  verschivindend  an- 
zunehmen und  es  wird  die  Axe  In  dem  einzigen  Punkte  (i 
festgehalten  werden  können.  Hier  hat  sie  nSindiuh  je  zwei 
Kräfte  auszubalten , 

,    ,.          .        ,„          ,,„      ü/Z-'sinycosy  ,  MSl^fs\^q> 
und  die  andere  längs  GH  —  —^ — ~ -+— ^ — ■— . 

wobei  GAttÄ/  ist.  '  ^ 

Anmerkung, 

§.  566.     Die  Kürper,  welche  man  gewöhnlich    zur  scliivin- 

genden  Bewegung  anzuitenden  pflegt,  sind  so  beschaffen,  dass 

sie    durch    eine   Ebene,    welche    durch    ihren    Mittelpunkt   der 

Trägheit  normal  auf  die  Drehungsaxe  gelegt  ist,  in  zwei  gleiche 

und  ähnliche  Theile  zerschnitten  werden;  bei  ihnen  kann  daher 

die  Axe  in  einem  einzigen  Punkte  festgehalten  werden.    Wenn 

nSmlich    die  Figur  71.    eine    rertikale    Ebene  darstellt,    welche 

durch   den  Mittelpunkt  der   Trägheit  /  eines   solchen    Körpers 

gelegt  und  auf  die   Drehungsaxe   normal    ist,    welche    letztere 

wir  uns   in    0  normal    auf  der  Figur  stehend  denken;  so  wird, 

wenn  OCeine  vertikale  und  OÄ  eine  in  dieser  El)ene  horizontale 

Linie    ist,   die  Ase  im  Punkte  0  die  eben  angegebenen  Kräfte 


die  eine  längs  GK  =  M-- 
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auszuliiilfen  haben.  Setzt  mm  n'imlicli  den  Winkel  COI==ip, 
den  AbsfanJ  Old=f  die  Masse  des  Rorpers  =  M,  sein  Mo- 
ment der  TrSgheit  in  Bezua;  auf  die  Dreiinngsaxe  =: jW.A^,  ist 
ferner  seine  Winkels^eschumdigkeit  in  diesem  Znstande  =Sl, 
mag  diese  nach  Vergruiserung  oder  \  erkleinerimi;  des  Winkels 
CO/ streben ;   so    hat  die  Äxo   O  die  zwei  Kräfte  auszulialten: 

die  eine  längs   0C=  M '--^~^~+~ ^T— ^ 

S/^2  ^Ti  .V,  ^^c  «,  Hl  b^f^^r.  ™ 

imil  die  andere  längs    0/ 


Durch  die  erste  Kraft  »ird  sie  demnach  abwärts  angetrieben 
nnd  es  hat  eine  Unterlage  dieselbe  auszulialten ,  in  Folge  der 
andern  Kraft  aber  wird  die  Äxe  das  Bestreben  erlangen,  nach 
der  Seite  hin,  auf  welcher  sich  der  Mittelpunkt  der  Trägheit 
befindet,  horizontal  aber  der  Unterlage  fortzuschreiten,  welche 
Wirkung  man  angemessen  mittelst  eines  Riegels  aufiiebf.  Wenn 
der  Mittelpunkt  der  'fräabeit  auf  die  entgegengesetzte  Seite 
lallt,  nimmt  diese  horizontale  Kraft  ebenfalls  die  entgegenge- 
setzte Richtung  all.  Uebiigens  bestehen  beide  Kräfte  ans  zwei 
Theilen,  von  denen  der  eine  aus  der  Wirksamkeit  der  Schwere, 
der  andere  aus  der  drehenden  Bewegung  entspringt.  Zieht 
man  nun  OL  auf  Ol  normal,  so  werden  diese  Theile  dermaas- 
Ben  auf  wenigere  zurückgebracht,  dass  die  Ase  im  Punkte  O 
durch  folgende  Kräfte  angetrieben  wird: 

längs    OC  durch  die  Kraft  =JfI, 
-       OL  -  -       -j^- 

01     -      .      -     ='^'-. 

Haben  wir  nicht /wyrf^/ =  0  und /«:<?^  =  0,  so  hat  die 
Axe  ausser  diesen  Kräften  noch  in  den  Punkten  O  und  A 
(Figur  76.)  die  Theile  der  Kräfte  in  §.  5G3,  auszuhalten,  welche 
diese  Integialformelu  enthalten,  weil  man  die  übrigen  von  ihnen 
freien  Theile  auf  einen  einzigen  Punkt  reduciven  konnte. 

Aufgabe  ÖO. 

%.  567.  (Figur  77,)  Ist  die  Axe  OA,  um  welche  ein  sfar- 
rer  schwerer  Klirper  beweglich  ist,  nicht  horizontal;  so  soll 
man  die  drehende  Bewegung,  wie  auch  die  Kräfte  bestimmen, 
welche  die  Axe  auszuhalten  hat. 


und 
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Auflösung. 
iVlan  denke  sich  durch  di«  Asc  OA  eine  vertikale  Ebene 
gelegt,  in  welcher  G'C  eine  vertikale  Linie  ist  und  setze  den 
Winkel  OGC=S,  alsdann  ergibt  das  C(implenie«t  des  letztern 
oder  ÖO"-— i;  die  Neigung  der  Axe  OA  gegen  den  Horizont. 
Es  befinde  sich  nun  der  Mittelpunkt  der  Trfigheit  des  Kürjiers 
/  ausserhalb  der  vertikalen  Ebene  und  man  Rille  von  ihm  auf 
die  Axe  die  Normale  IG^f,  ferner  errichte  man  aus  G  in  der 
vertikalen  Ebene,  ebent'ails  normal  auf  dieAxe,  die  Linie  GK; 
alsdann  wird  die  Ebene  IGK  normal  auf  die  vertikale  Ebene. 
Ferner  setze  man  den  Winkel  IGK^cp,  derselbe  niisst  die 
Ausweichung  des  Körpers  von  seiner  natfirlichen  Lage,  indem 
nämlicli  die  gerade  Linie  Gl  sich  In  der  Ebene  JGK  bewegen 
wird.  Man  setze  die  Masse  des  Kürpers  oder  sein  Genickt 
—  M  und  sein  Moment  der  Trfigheit  in  Bezug  auf  die  Axe  OA 
=M.l!^,  welches  man  eben  so  erhält,  als  wenn  diese  Axe  ho- 
rizontal wäre,  indem  die  Neigung  sich  nur  auf  die  antreibende 
Kraft  bezieht.  Die  Wirkung  der  Schwere  kommt  aber  darauf 
hinaus,  dass  der  KOrper  im  Punkte  I  nach  der  vertikalen  Rich- 
tung IV  durch  eine  Kraft  =;!/  angetrieben  wird  und  um  diese 
zn  zerlegen,  ziehe  man  IMÜGO  und  IlS^GK;  alsdann  wer- 
den /^,  /rund  IN  in  einer  vertikalen  Ebene  liegen  und  der 
Winkel  i!//F=?sein.  Hiernach  entspringen  aus  der  Kraft 
IV=M  die  folgenden  zwei  Krfifte,  die  eine  iJings /;!/=  ^cosj 
und  die  andere  längs  IN^^Msvi^.  Da  die  erste  der  Axe  pa- 
rallel ist,  so  trägt  sie  durchaus  nichts  zur  Bewegung  bei,  son- 
dern wird  ganz  auf  die  Axe  verwandt,  wie  wir  oben  gelehrt 
haben.  Für  die  Bewegung  bleibt  demnach  allein  die  Kraft  IJS 
=:Msin^  übrig  und  da  ihre  Kichtung  parallel  GK  ist,  so  ent- 
steht das  Moment  =  Mfs\t\Zm\<p, 

welches  dahin  strebt,  den  Winkel  IGK  zu  vermindern.  Ferner 
werden  zur  Bestimmring  der  Bewegung  die  oben  für  eine  hori- 
zontale Axe  gefundenen  Formeln  gelten,  nurmuss  mau  statt  des  Mo- 
mentes der  antreibenden  Kraft,  welches  vorher=:  jW/singi  war,  hier 
üf/sin^  sin^  schreiben ;  oder  man  muss,  insofernals  ^das  Gewicht 
des  Körpers  bezeichnet,  statt  desselben  Msing  setzen,  insofern 
es  aber  in  das  Moment  der  Trägheit  eintritt,  muss  es  unver- 
Sndert  bleiben.     Die  Bewegung  wird  daher  der  eines  einfachen 

Pendels,   dessen  Länge=:-5^^^-;—j7= ->-^—j;    ist,    um   eine  hori- 

zontale  Axe  iihidiüh  sein,    wodurch  die  Bewegung  i 
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beslimmt  win).  Was  aber  die  Kräfte  anbetrifft,  welehe  üie  Axe 
inzwischen  in  den  beliebig  gegebenen  Ponkten  O  und  A  aus- 
zubauen hat,  so  wird  zuerst,  in  Folge  der  Kraft  lM=Mco8S, 
die  Axe  längs  ihrer  Richtung  AO  durch  eilte  eben  bu  grosse 
Kraft  ajigelrieben,  ausserdem  aber  in   den   beiden  Punliten  O 

und  A  durcli  eine  Kraft  =  yr-j  ■  Tt/cos  T,  nkmlich  in  ^  nach  der 
Gl  parallelen  Richtung,  in  O  aber  nach  der  entgegengesetzten. 
(§.372.)  Ferner  wird  die  Axe,  aussei  dutih  diese  Kräfte,  in 
den  Punkten  O  und  A  durch  dieselben  Kiäfte  angetrieben, 
welche  wir  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  bestimmt  haben, 
indem  man  nur  dtess  beobachtet,  dass  Msui^  statt  M  und 
/■singsiny  statt  fslnq)  gesetzt  werden  muss.  Ist  nämlich  in 
der  Figur  76.  OA  unsere  geneigte  Axe  und  bleibt  alles  Übrige 
wie  in  der  vorhergehenden  Aulgahe,  so  hat  die  Axe  ausser 
den,  aus  der  Kraft  /il/=j11/co5S  entspringenden  Kräften  noch 
übcrdem  die  folgenden  auszuhatten.  Erstens  im  Punkte  O, 
nach  der  Richtung  OB  die  Kraft 

jMtsinr      Mcf^smtp^smS      f sin  y sin ^ndM      3Jcßl^cosq, 
a       ~  «.A*  ~  aji^  +  2tiff 

+   ~^-^ 
und  nach  der  Richtung  OC  die  Kraft 
^c/''sin£sinycosiy      fsmZsmipfugdM      Mcßl^siBy 

20.9       ' 
zweitens  im  Punkte  A,  nach  der  Richtung  Äti  die  Kralt 
Jgcsing      JÜ/6/^sing6iny^      /sing  sin  y/itirfJ? 


und  nach  der  Kichttmg  AF  die  Kraft 

Mhf^Aa  Csin  y  cos  y      fi;n\%%\n(pfv,ijAM      MbfS&s'mip  _Sl''SmdM 

a-h^  '  a.k^  ^        '■2aq  'iag 

nach  §.  56S.,  indem  OA  =  a,  OG—b,  AG—o  und  die  Win- 
kelgeschwindigkeit —  Sl  ist  und  die  Integrale  so  genommen 
werden,  wie  wir  dort  festgesetzt  haben. 

g.  568.     Da  die  Länge    des    einfachen    Isoclironen  Pendels 
=:ijy-^    ist,   so  wird   der  Kfirpcr  seine  Schivinginigen  um  die 
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geneigte  Axe  langsamer  ausfiihren,    als  (venn  dieselbe  horizon- 
tal wSto  und  wenn  die  Schwingun^eti  sehr  klein  sind,  uird  die 

Dauer  einer  einzelnen  =wV  q^--.    -  Secunden  (ä- 540.)- 


g.  569.     (Figur  77.)    Ist  die  Axe  geneigt,  so   hat  si« 
längs  ihrer  Richtung    AO    eine    Kraft   =McasZ    anszul 
alle  übrigen    Kräfte  sind   anf  die  Axe   normal  und    klinn* 
zwei  gegebene  Puukle  O  und  A  zurückgeführt  werden. 
Zusatz  3. 

g.  570.    Wird   der  Kürper  durch   die  Eliene  IGK  m 
gleiche  und  ähnliche  Theile  zerschnitten,  so  verschwindi 
Werihe  der  Integrale  ßtydM  und  fuzdM  und   es    lasser 
alle  Kräfte,  die  ans  der  Kraft  W?  entspringenden  ai 
auf  feinen  einzigen  Punkt   G  zurückführen,  wie  oben. 
Anmerkung. 

§.  B71.  Diess  hielten  wir  für  angemessen  über  die  dre- 
hende Bewegung  starrer  Körper  um  eine  feste  Axe  vorzutragen, 
wobei  übrigens  die  Bestimmung  der  Bewegung  selbst  darauf 
zurückgeführt  ist,  dass  sie  nicht  mehr  Schwierigkeit  hat,  als 
die  Bewegung  eines  kleinen  Körpers  um  eine  feste  Äse,  wenn 
nur  das  Moment  der  Trägheit  erforscht  worden  ist.  DieKräfle 
aber,  welche  die  Dfehungsa3:e  während  der  Bewegung  auszu- 
bauen hat,  orfordern  meistenlheils  eine  lästigere  Rechnung, 
weil  aus  der  Figur  des  Körpers  die  Werthe  der  zwei  Integrale 
fxydM  und  fxzdM  hergeleitet  werden  müssen.  Diese  Erfor- 
schung ist  aber  von  der  grüssten  Wichtigkeit,  wenn  wir  zur 
Bewegung  starrer  Körper  um  nicht  feste  Axe  fortschreiten  wol- 
len; wobei  es  zwar  angemessen  ist,  diejenigen  Fälle  aufmerk- 
samer zu  entwickeln,  in  denen  die  Axe  von  freien  Stücken 
unbeweglich  bleibt,  wenn  sie  auch  von  aussen  her  nicht  fest- 
gehalten wird.  Ijiegt  demnach  ein  beliebiger  starrer  Körper 
vor,  so  hat  manzu  untersuchen,  oh  es  in  demsellien  derartige 
Axen  gibt,  um  welche  der  Körper  eine  drehende  Bewegung 
annehmen  kann,  ohne  dass  sie  dadurch  Kräfte  auszuhalten  haben. 
Ferner  muss  ^man  darauf  sehen,  welche  Kräfte  den  um  eine 
solche  Axe  sich  bewegenden  Körper  antreiben  müssen,  damit 
auch  hieraus  keine,  nach  Fortbewegung  der  Axe  strebenden, 
Kräfte  entspringen. 
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Kapital     VIII. 

Von  der  freien  Drehunsnxe  und  der  Bewegung  starrer 
Körper  um  solche  Axen. 


Erklärung  11. 

^  57':;.  Eine  freie  Ürehungsaxe  ist  in  einem  beliebi- 
gen starren  Kiirjicr  eine  solche  Äse,  welche,  während  i!er  Kör- 
per sich  um  sie  dreht,  keine  Kräfte  in  Folge  dieaer  Bewegung 
unszuhalteu  hat. 

Zusatz  1. 

g.  573.  Wenn  daher  ein  Korper  angefangen  hat,  sich  um 
eine  freie  Axe  zu  drehen,  so  wird  diese  von  selbst  in  Huhe 
bleiben  und  «s  »ird  nicht  n'ithig  sein,  dass  sie  von  aussen  her 
in  ihrer  Lage  festgehalten  werde.  Dies  ist  aber  nur  so  zii  ver- 
stehen, wenn  der  Körper  durch  keine  Kräfte  angetrieben  wird. 
Zusatz  ü. 

§.  574.  Ein  keinen  Kräften  unterworfener  Körper  wird  dem- 
nach, wenn  er  um  eine  solche  freie  Axe  eine  beliebige  drehende 
Bewegung  angenommen  hat,  mit  dieser  Bewegung  beständig 
fortfahren  sich  gleichförmig  zu  drehen,  eben  so  als  ob  die  Axe 
fest  wäre. 

Anmerkung. 

§.  575.  Hier  haben  wir  daher  einen  anderen  Fall  der  freien 
Bewegung,  welche  starre  Körper  betrifft  und  deren  Erklärung 
deutlich  ist.  Uer  erste  Fall  war  nämlich  der,  wo,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  ein  solcher  Körper  mit  fortschreitender  Bewegung 
frei  fortgetragen  wird,  gingen  aber  die  antreibenden  Kräfte  durch 
seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit,  so  haben  wir  die  Störung  der 
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Bewegung  schon  bestimmt,  Zneiteus  habe  ich  gezeigt,  (hiiss 
ein  Kürper,  ^^eichem  eine  drehende  Uenegime  um  eine  feste 
Axe  heigehracht  nar,  dieselbe  Ben  egmiu  stets  beibehalten  nird, 
während  jene  Axe  festgehalten  wird.  Nun  iot  es  einleiiclitend, 
dass,  wenn  d'n'se  Axe  so  he'-cfcaffeii  ist,  daes  die  von  ihr  aus- 
zuhallenden Kiäfte  sich  wechselseitig  aufheben,  dieseilie  von 
selbst  unhewegt  bleiben  und  der  Kilrper  die  drehende  Bewe- 
gung heständig  fortsetzen  wird;  diess  ist  daher  der  Fall  einer 
fielen  Bewegung.  Hierbei  ist  es  nun  nicht  zweifelhaft,  dasa 
es  auch  Kräfte  geben  werde,  welche,  während  sie  die  drehende 
Bewegung  beschlennigen  oder  verzrigcin,  auf  die  Aie  nieht 
einwirken,  so  dass  diese  noch  in  Ruhe  verharren  iiird;  hiervon 
werden  wir  später  handeln.  Vor  altem  müssen  wir  aber  nolh- 
wendiger  Weise  unteisuchen.  ob  es  in  einem  jeden  Körper 
solche  freie  ürehungsaxen  gibt  und  auf  "eiche  Weise  dieselben 
aufzufinden  sind.  Hieibei  nird  dasjenige  den  höchsten  Nutzen 
bringen,  was  wir  oben  über  die  drei  Hauptaxen  eines  jeden 
Körpers  gelehrt  haben,  indem  n'iT  finden  nerden,  dass  diese 
zugleich  freie  Diehungsaxeu  s-ind. 

Aufgabe  Sl. 
@.  576.     Man  soll  die  Bedingungen  der  freien  Aien  beslim- 
meri,  tvelclie  gar  keine  Kräfte  ausznhaJten  haben,  nährend  Kör- 
per, die  durch   keine  KräKe   angetrieben   irerden,  sich    um  sie 
drehen. 

Auflösung. 

(Figur  33.)  Diese  Aufgabe  wird  nach  g.  338.  leicht  gelöst. 
Dreht  sich  nämlich  ein  Körper  um  eine  beliebige  Axe  OA  mit 
derWinkelgeschwindigkeit^j'und  nimmt  man  für  ein  beliebiges,  in 
Z gelegenes  Element  dSl  die  rechtwinkligen  Coordlnaten  OX—a;, 
X¥=^y  und  YZ=:%  an,  wovon  x  auf  der  Drehungsaxe 
selbst  angenommen  viird;  so  haben  wir  gesehen,  dass  im  all- 
gemeinen In  Folge  dieser  Beivegung  die  Axe  zwei  Kräfte  Ee 
und  F/ auszuhalten  hat  und  zwar  ist 

die  Kraft  Ee^^—fydM  und  die  Kraft  Ft=^fidM. 

Dieselben  sind  ferner  in  den  Punkten  E  und  F  angebracht,  so 
dass  wir  haben 

Damit  nun  diese  Drehungsase  eine  freie  sei,  nifissen  zu- 
erst die  beiden  Kräfte  Ee  und  Ff,  jede  für  sich,  verschwinden 
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und  es  muss  daher  so  wnhl  fi/dM=Q  als  auch  fidM=0  sein; 
es  muss  also  die  Axe  OA  durch  des  KOrpers  Mittelpunkt  der 
Trägheit  /  gehen,  >veli,  ivenri  man  die  Masse  des  Körpers 
=  M  setzt, 

fydM=M.GK  am\fidItf^M.KI 
ist.  Die  erste  Bedingung  freier  Urehungs33:en  ist  demnach, 
dass  sie  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  des  KBrjiers 
geben ;  allein  wenn  auch  diese  zwei  Kräfte  verschwinden ,  wer- 
den doch,  weil  die  Abstände  OE  und  OF  unendlich  gross 
werden,  ihre  Momente  nur  Drehung  der  Ase  um  den  Punkt  O 

sich  gleich  ^fx^i/dM  und  =^^fa:id AI  ergehen  und  wenn  diese 

nicht  ebenfalls  verschwinden,  wird  auch  die  Ase  nicht  von 
freien  Stöcken  in  Ruhe  verharren.  Ddiait  daher  die  Drehungs- 
axe  OA  eine  freie  sei,  ist  es  nicht  hinreichend,  dass  dieselbe 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  des  Körpers  geht,  son- 
dern sie  muss  auch  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  sie 

so  wohl  fo.ydJli=0,  als  auchfaxdM^O 
werde.  Da  diess  nun  die  oben  erwiesene  Eigenschaft  der  Haupt- 
axen  ist,  in  Bezug  auf  ivelche  die  Momente  der  Trägheit  ihre 
grössten  oder  kleinsten  Werihe  haben,  so  werden  offenbar  die 
Hauptaxen  eines  jeden  Körpers,  itelche  zu  finden  wir  eben  ge- 
lehrt haben,  zugleich  freie  Drebungsaxen  sein, 

Zusatz    1. 
§.  577.     In    jedem  freien  Korper  gibt   es  demnach    gewiss 
drei  freie  Drehungsasen,    die   nämlich    seine  Hauptaxen  sind, 
um  welche  er  sich   so   frei  drehen  kann,     dass    die  Axen  von 
freien  Stücken  in  Ruhe  verharren. 

Zusatz  2. 

g.  578.  Sind  die  drei  Hauptmomente  einander  ungleich,  so 
gibt  es  nur  drei  freie  Drehungsaxen,  und  es  kann  sich  der 
Körper  um  keine  andere  Axe,  wenn  sie  auch  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  gelit,  drehen,  ohne  dass  es  äusserer 
Kräfte  zur  Fesfhaltung  der  Axe  bedarf. 
Zusatz  3. 

§  o7J  Ist  aber  das  mittlere  Moment  dem  grössfen  oder 
kl  fen  glech,  so  werden  zwei  Hauptaxen  nicht  bestimmt, 
ho  der  es  Verden  alle  auf  die  dritte  normalen  die  gleiche  Ei- 
f,e  Schaft  1  al  en  und  daher  auch  freie  Drehungsaxen  sein. 
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Zusatz  4. 

§.  580.  Sind  aber  alle  drei  Hauptmomeiite  einander  gleich, 
wie  in  der  Kugel  und  im  Würfe!,  eo  werden  durchaus  alle  ctiiich 
den  Mittelpunkt  der  Träglieil  gehenden  geraden  Linien  die  Ei- 
genschaft der  Hauptaxen  haben  und  der  KOrper  sich  frei  um 
sie  drehen  künnen- 

Anmerkung. 

§.  S81.  Das,  was  wir  oLen  in  Betreff  der  Hauptaxen  aller 
Kiirper  gelehrt  haben,  hat  nid  t  nur  le  1er  Auflindung  des 
Momentes  der  Trägheit  den  grosstei  INufzen  sondern  macht 
auch  bei  der  gegenwärtigen  üiite  s  chung  1  e  f,anze  Arbeit  aus; 
da  in  jedem  Kürper  die  Hauptixe  u  d  d  ese  allein  freie  Drc- 
hungsasen  sind,  um  welche  sich  c  n  Ku  per  so  drehen  kann, 
dass  es  keiner  äussern  Kraft  bedarf,  um  dieselben  in  Ruhe  za 
erhalten.  So  wie  daher  in  jedem  starren  Körper  der  Mittel- 
punkt der  Trägheit  ein  höchst  merkwürdiger  Punkt  ist,  dessen 
Verhäitniss  sich  durch  die  ganze  Mechanik  sehr  weit  erstreckt, 
ebenso  sind  die  Hauptaxen,  welche  zugleich  freie  Drehungs- 
axen  sind,  in  jedem  Kürper  nicht  vreniger  bemerkenswerth, 
weil  sich  auf  sie  die  ganze  Lehre  von  der  freien  Bewegung  der 
Körper  stützt.  Unter  den  mechanischen  Eigenschaften  der  Kür. 
per  nehmen  daher  diese  Hauptaxen  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Trägheit  den  Hauptplatz  ein,  und  man  wird  bei  jedem  Körper, 
dessen  Bewegung  man  zu  prüfen  unternimmt,  sich  vorzüglich 
darauf  legen  müssen,  dass  man  seine  Hauptaxen  erforsche.  Es  gibt 
nämlich  eine  dreifache  Kenntniss  der  Kiirper,  erstens  die  geo- 
metrische, bei  weicher  ihre  Ausdehnung  gemessen  wird;  zwei- 
die  mechanische,  bei  welcher  man  ihre  Masse  oder  Trägheit 
betrachtet  und  drittens  die  physische,  bei  welcher  die  übrigen 
Eigenschaften  erwogen  werden.  Man  muss  daher  annehmen, 
dass  die  mechanische  Kenntniss  vorzüglich  im  Mittelpunkte 
der  Tiägheit  und  in  den  Hauptaxen  enthalten  sei. 
Aufgabe  52. 

§.  582.  Wahrend  ein  Kürper  sich  um  eine  freie  Drehungs- 
axe  bewegt,  soll  man  bestimmen,  durch  welche  Kräfte  derselbe 
angetrieben  werden  muss,  damit  aus  ihnen  keine  Wirkung  auf 
die  Axe  entspringe  und  diese  auch  Jetzt  von  freien  Stücken  in 
Kühe  verharre. 

Auflösung. 

Welche  drehende  Bewegung  auch  ein  Körper  um  die  Haupt- 
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oder  freie  Ase  angenommen  haben  mag,  so  haben  wir  eben  gese- 
hen, ilass  er  diese  Bewegung  immer  beibehalten  und  die  Axe  von 
freien  StQcken  in  Ruhe  verharren  wird,  da  die  aus  der  ßewe- 
girng  entspringenden  Kräfte  sich  wecliselücitig  vollständig  auf- 
heben. Jelzt  wollen  wir  daher  sehen,  wie  die  antreibenden 
Kriifle  beschaffen  sein  müssen,  damit  die  Axe  keine  Einwirkung 
von  ihnen  erleide;  diess  wird  man  nach  Aufgabe  17.  (g.  383.) 
leicht  dinchschaiien  können.  Zuerst  werden  aber  offenbar  die 
schief  wirkenden  Kräfte  ausgeschlossen,  aus  denen  nämlich 
düfcb  Zerlegung  der  Axe  parallele  Kräfte  entspringen,  welche 
durch  die  elementnren  Kräfte  nicht  aufgehoben  werden  können. 
Es  bleiben  demnach  die  Kräfte  übrig,  deren  Richtungen  in  Ebe- 
nen liegen,  welche  auf  der  Axe  normal  stehen.  Wir  haben 
aber  gezeigt,  dass  derartige  Kräfte  so  auf  die  Axe  einwirken, 
dass  diese  zuerst  dieselben  Kräße,  jede  in  ihrer  Ebene  auf  die 
Axe  übertragen,  auszuhallen  bat;,  ferner  aber  ausserdem  die 
den  elementaren  entgegengesetzten,  gleichfalls  auf  die  Axe 
über! rage  11  en  Kräfte.  Da  aber  wegen  der  Eigenschaft  der 
Haiiptasen 

faydM=0,  ßnidM=0,  fia-x)ydM=Ü  und  J{a-~x)zdM=0 
ist,  60  verschwinden  die  aus  den  elementaren  entspringenden 
Kräfte,  welche  in  der  Aufgabe  17.  an  den  Punkten  O  und  A 
angebracht  waren;  es  wird  daher  die  Axe  nur  die  antreibenden 
und  auf  die  Axe  übertragenen  Kräfte  aus/uhalten  haben.  Die 
antreibenden  KrJifte  müssen  daher  so  beschaffen  sein,  dass, 
wenn  sie  einzeln  in  Ebenen,  die  auf  der  Axe  normal  stehen, 
an  dieser  nach  ihren  Richtungen  angebracht  werden,  sie  sich 
wechselseitig  aufbeben.  Je  zwei  beliebige  und  entgegengesetzte 
Kräfte,  welche  in  derselben  auf  die  Axe  normalen  Ebene  an- 
gebracht sind,  werden  daher  bewirken,  dass  die  Axe  von  ihnen 
gar  keine  Einwirkung  erleidet.  (Figur  78.)  Ist  nümlicb  lA 
eine  freie  Drehungsaxe  und  denkt  man  sich  im  beliebigen 
Punkte  L  eine  auf  sie  normale  Ebene,  in  welcher  die  zwei 
gleichen  und  entgegen  gesetzten  Kräfte  Nn  und  Mm  wirken; 
so  wird  durch  sie,  in  so  fern  sie  in  verschiedenen  Abständen 
von  der  Axe  angebracht  sind,  die  drehende  Bewegung  zwar 
verändert  werden,  allein  die  Axe  wird  nichts  desto  weniger 
von  freien  Stöcken  in  Ruhe  verharren.  Wieviel  derartige  Paare 
von  je  zwei  Kräften  daher  auch  am  Körper  angebracht  sein 
mögen,  so  wird  die  Axe  von  ihnen  auf  keine  Weise  eine  Ein- 
wirkung erleiden. 
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Zusatz    1. 

@.  i>83.  Ist  demnach  eine  helieliige  Kraft  Nn  gegeben, 
clei'en  ßiclitiirig  in  einet  auf  die  Axe  normalen  Ebene  liegt  und 
schneidet  die  letstere  jene  Axe  im  Punkte  L,  so  wird,  wenn 
man  ausserdem  in  diesem  Punkte  eine  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Kraft  LI  anbringt,  die  Axe  durch  diese  zwei  Kräfte 
gar  keine  Elnivlrkung  erleiden. 

Zusatz  %. 

584.  Wird  daher  ein  Körper  durch  zwei  derartige  Krafle 
iVra  und  LI  angetrieben,  so  bleibt  die  Axe  unbewegt  und  es 
wird  nur  die  drehende  Beilegung  durch  die  Momente  derselben 
gestört  werden,  üa  aber  die  Krall  Lt  gar  kein  Moment  hat, 
80  iiird  die  Aenderung  der  Bewegung  durch  das  Moment  der 
Kraft  Nn  allein  bestimmt  werden  müssen. 
Zusatz  3. 

§.  BSS.  Ist  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  =ß,  das  Mo- 
ment der  Kraft  JVm  =  Vf  unii  das  Moment  der  TrJi<;beit  des 
Körpers  in  Besmg  auf  die  Axe  IA  =  JU.k^;  so  wird  (§.425.) 

dSl-4-^f^^^ 

wo  das   doppeUe  Zeichen    entweder  eine  Besclileunigimg  oder 
eine  Verziigerung  anzeigt. 

Anmerkung. 
§.  586.  Wenn  daher  ein  starrer  Körper  sich  um  eine  be- 
liebige seiner  Hauptaxen  dreht  und  zugleich  durch  beliebige 
Kräfte  dieser  Art  angetrieben  wird,  welche  einzeln  ihnen  gleiche 
und  entgegengesetzte,  an  der  Axe  angebrachte,  Kräfte  gleich- 
sam als  ihre  Begleiter  haben;  so  sind  wir  im  Stande,  die  Fort- 
setzung der  Bewegung  anzugehen,  weil  die  Axe  von  freien 
Stocken  in  Ruhe  bleibt  und  die  Bewegung  eben  so  verändert 
wird,  als  wenn  die  Axe  festgehalten  würde,  welchen  Fall  wir 
oben  schon  entwickelt  haben.  Diese  Bestimmung  ist  aber  an  dieses 
Verhältniss  der  antreibenden  Kräfte  gebunden  und  es  ist  noch  kei- 
nesweges  klar,  was  fßr  eine  Wirkung  andere  Krüfte  hervorbringen 
werden.  Dless  sieht  man  zwar  wenigstens  ein,  dass  die  Axe 
nicht  in  Ruhe  bleiben  wird,  ob  sie  aber  eine  einfache  fort- 
schreitende Bewegung  annehmen  oder  sich  neigend  fortschrei- 
ten wird,  ist  noch  nicht  zu  ersehen.  Inzwischen  geht  der  Fall, 
in  welchem  der  Axe  eine  fortschreitende  Bewegung  beigebracht 
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wird,  so  einfach  aus  <liesem,  wo  sie  in  Ruhe  verharret,  hervor, 
dass  wir  seine  Entwickelung  zu  unternehmen  im  Stande  sind. 
Man  hat  nämlich  zu  bemerken,  dass,  wenn  mit  einer  beliebigen 
Bewegung  eine  foitac breitende  gteichfürmige  und  geradlinige 
verbunden  wird,  die  Wirksamlieit  der  Krllfte  durchaus  Iceine 
Störimg  erleidet;  dieses  Princip  woiieti  wir  iitm  unserm  gegen- 
wärtigen Vorhaben  anpassen. 

Lehrsatz   4. 

§,  587.     Die   drehende  Bewegung,  welche  ein  starrer  Kör- 
per  um    eine  ruhende  Äxe  ausführt,  wird  er  um  dieselbe  auch 
fortsetzen  können,  wenn  sie  gleichförmig  in  gerader  Linie  fort- 
schreitet; wird  nur  der  Körper  durch  dieselben  Kräfte  angetrieben. 
Beweis. 

Während  die  Axe  ruhet  und  der  Körper  sich  auf  beliebige 
Weise  um  sie  drehet,  zerlege  man  die  Bewegungen  der  ein- 
zelnen Elemente  längs  je  dreier  Axen,  denen  man  die  Coordi- 
naten  x,  y  und  i  parallel  setzt;  alsdann  werden,  wenn  man 
das  Zeitelement  =  dt  setzt,  diese  Seitengescb windigkeiten 
dx    dy        ,  d:       .       .  ,  „       ddx    ddv       ,   ddz  ,.   ,.,. 

-u>  -^  und  -r,  sem,  ferner  stel  en  — n-,  —rj-  und  —jr  die  Wir- 
dt      dt  dt  dt       dt  dt 

kungen  der  den  Körper  antreibenden  KrJifte  dar,  so  weit  die 
einzelnen  Elemente  von  ihnen  aflidrt  werden.  Setzen  wir  nun 
voraus,  dass  dem  Körper  ausserdem  eine  fortschreitende  Be- 
wegung zugefheilt  werde,  vermöge  welcher  die  Axe,  mit  ihr 
seihst  paralleler  Bewegung,  gleichförmig  und  geradlinig  mit 
einer  Geschwindigkeit  ^c  und  längs  der  Richtung,  welcher 
parallel  man  die  Coordinaten  x  annimmt,  fortschreite.  Es  wer- 
den alsdann  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Elemente 

^   .  ^      %  ,„„|   1^ 

"'^  dt'  dt  """  dt 
sein,  deren  Differentiale  von  den  vorhergehenden  nicht  abwei- 
chen. Die  drehende  Bewegung  um  eine  gleichförmig  und  ge- 
radlinig fortschreitende  Äxe  wird  sich  daher  eben  so  verhalten, 
als  ob  diese  sich  in  Ruhe  befände;  die  etwa  vorhandenen 
Kräfte  werden  die  drehende  Bewegung  auf  gleiche  Weise  stören, 
mag  die  Ase  ruhen  oder  gleichfiirmig  in  gerader  Linie  fort- 
schreiten. 

Zusatz    I. 
§.  588.     Wird    daher  einem   Körper,   während    er  sich    um 
eine  Hauptaxe  dreht,  eine  fortschreitende  Bewegung  zugelheilt 
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und  wird  er  durch  keine  Klüfte  angetrieben,  so  H'iid  er  beide 
Belegungen  gleichfiii'inig  lortsetzeii. 
Zusatz  2. 
§.  389.  Wird  inzwisclien  der  Kiirper  durch  derartige  Kräfte 
angetrieben,  welche  die  drehende  Bewegung  allein  verändern, 
auf  die  Axe  aber  nicht  einwirken,  so  nird  aucli  die  drehende 
Bewegung  eine  Veränderung  erleiden,  die  fortschreitende  wird 
aber  gleichförmig  und  geradlinig  hieihen. 

Zusatz.  3. 
§.  590.  Wird  aber  der  Körper  inzwischen  durch  eine  Kral^ 
angetrieben,  deren  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit geht,  so  wirkt  dieselbe  nur  auf  die  fortschreitende  Bewe- 
gung ein.  Da  nämlich  aus  dieser  Kraft  weder  irgend  ein  Mo- 
ment In  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  entspringt,  noch  die  Axe 
aus  der  ihr  selbst  parallelen  Lage  gebracht  wird,  so  erleidet 
die  drehende  Bewegung  keine  Veränderung. 

Anmerkung. 
§.  591.  Die  Wahrheit  dieses  Lehrsatzes  wird  auch  durch 
dasjenige,  was  wir  oben  i'iber  die  absolute  und  respective  Bewe- 
gung aus  einander  gesetzt  haben,  wenn  der  Körper,  auf  wel- 
chen man  die  Bewegung  bezieht,  sich  gleichförmig  in  gerader 
Linie  bewegt,  genügend  bestätigt.  Da  nämlich  ein  Körper, 
welcher  eine  drehende  Bewegung  um  eine  gewisse  Hauptaxe 
angenommen  hat,  diese  Bewegung  beständig  so  beibehält,  dass 
die  Axe  von  freien  Stücken  in  Ruhe  bleibt ;  so  muss  nothvven- 
dig  dasselbe  eintreten,  wenn  der  Körper  sich  in  einem  gleich- 
furmig  und  geradlinig  fortgeführten  Räume  befindet  und  in  Be- 
zug auf  diesen  seine  Axe  ruhet.  Alsdann  kommt  nämlich  die 
Sache  auf  dasselbe  hinaus,  als  ob  der  Körper  absolut  gleich- 
förmig  in  gerader  Linie  fortschrltte  und  sich  zugleich  um  die 
Hauptaxe,  welche  beständig  eine  ihr  selbst  parallele  Lage  bei- 
behielte, gleichförmig  drehete.  Hiernach  kann  die  Sache  so  auf- 
gefasst  werden,  als  ob  in  dem  Körper  eine  doppelte  Beivegung 
stattfände,  eine  drehende,  bei  welcher  der  Körper  sich  um 
eine  gewisse  Hauptaxe  dreht,  die  andere  aber  eine  fortschrei- 
tende, durch  welche  die  .Axe  mit  dem  Körper  so  fortgeführt 
wird,  dEiss  sie  beständig  eine  ihr  selbst  parallele  Lage  beibe- 
hält. Mau  ersieht  ferner  auch  hieraus,  dass  durch  die  oben 
bestimmten   Kräfte  die  drehende  Bewegung  eben  so  bescbleu 
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nigt  Oller  verzögert  werden  muss,  als  ob  die  Axe  sich  in  ßuhc 
befänile  und  liass  zugleich  die  Kräfte,  welclie,  wie  wir  oben 
gezeigt  haben,  nur  auf  die  fortschreitende  Beivegimg  einwirken, 
gar  nichts  in  der  drehenden  Bewegung  verändern,  so  dass  man 
jede  von  beiden  Bewegungen  für  sich,  als  ob  sie  allein  da 
wfire,  betrachten  kann.  Dieses  also,  worin  der  so  ausgezeich- 
nete Fall  der  freien  Bewegung  starrer  Körper  enthalten  ist, 
verdient  durchaus  eine  sorgfältigere  Entwickelung. 
Erklärung  10. 

§.592.  Eine  aus  fortschreitender  und  drehender 
gemischte  Bewegung  ist  eine  solche,  bei  welcher  ein  Kör- 
per sich  theils  um  eine  Haupt-  oder  freie  Axe  dreht,  theils 
aber  ausserdem  sich  so  bewegt,  dass  seine  Axe  immer  eine 
ihr  selbst  parallele  Lage  beibehält. 
Zusatz    1. 

g.  S93.  Um  eine  solche  gemischte  Bewegung  zu  erkennen, 
muss  man  zu  jeder  beliebigen  Zeit 

1)  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Drehungsaxe, 

2)  die  Geschwindigkeit,   mit  welcher    die  Axe   bei  der  fort- 
schreitenden Bewegung  fortrückt  und 

3)  die  Richtung   dieser    fortschreitenden  Bewegung,   wie  sie 
gegen  die  Drehungsaxe  geneigt  ist, 

kennen. 

Zusatz   2. 

§.  5ü4.  Die  Winkelgeschwindigkeit  wird  ferner  auf  dieselbe 
Weise. abgeschätzt,  als  ob  die  Axe  sich  in  Ruhe  befinde;  die 
Geschwindigkeit  aber  und  Richtung  der  fortschreitenden  Be- 
wegung muss  nach  der  Bewegung  der  Drehungsaxe  oder  nach 
der  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  beurtheitt  werden. 
Eiläuternng. 

§.  595.  Diese  Idee  der  gemischten  Bewegung  ist  aus  den 
beiden  Ideen  der  fortschreitenden  und  der  drehenden  Bewegung 
zusammengesetzt,  wesehalb  keine  von  beiden  in  ihr  rein  und 
vollständig  enthalten  ist.  Da  wir  nämlich  die  fortschreitende 
Bewegung  so  erklärt  haben,  dass  alle  geraden  Linien,  welche 
man  sich  im  Körper  denken  kann,  sich  beständig  parallel  blei-, 
ben,  so  gilt  diese  Eigenschaft  in  der  gemischten  Bewegung 
durchaus  nicht,  sondern  ist  nur  auf  die  Drehungsaxe  beschränkt; 
indessen  ist  es  doch  einleuchtend,  dass,  wenn  die  drehende 
Bewegung  aufgehoben  würde  oder  verschwände,  die  fortschrei' 
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tentle  vollstätidig  iilirig  bleiben  wi'irtle.  Auf  ühnllcltc  Webe 
war  die  oben  gegebene  Erklämng  der  drebenden  Uewegung  an 
eine  feste  eder  ruhende  Axe  gebunden,  wird  aber  jetzt  auf 
eine  sich  bewegende  ausgedehnt,  welche  üebertiagung  durch 
die  Idee  des  sich  bewegenden  Raumes  verstärkt  wird;  wenn 
nur,  wie  wir  hier  angenommen  haben,  die  Axe  sich  immer  [»a- 
rallel  bleibt.  Es  ist  ferner  anch  klar,  dass,  wenn  die  fortschrei- 
tende Bewegung  aufgehoben  würde  oder  verschwfinde,  die  dre- 
hende vollständig,  wie  wir  sie  oben  beschrieben  haben,  uljrig 
bleiben  würde.  Man  wird  daher  um  so  weniger  bezweifeln 
dürfen,  dass  eine  solche  Bewegung  ganz  richtig  eine  aus  der 
fortgchreilenden  und,  drehenden  gemischte  genannt  wird,  weil, 
wenn  eine  von  beiden  aufgehoben  wird,  die  andere  ihren  Ma- 
ine» mit  Recht  fiür  sich  in  Anspruch  nimmt. 
Anmerkung. 

§.  59G.  In  Betreff  einer  solchen  gentischten  Bewegung 
kommen  mannigfaltige  Fragen  in  Betracht,  deren  erste  ist,  auf 
welche  Weise  sich  eine  solche  Bewegung,  wenn  keine  Kräfte 
hinzutreten,  verhalten  wird;  hier  haben  wir  schon  gesehen,  dass 
beide  gleichförmig  fortgesetzt  werden.  Wenn  ferner  Kräfte 
hinzutreten,  so  darf  man  die  Aufgabe  durchaus  nicht  im  allge- 
meinen behandeln,  dass  man  nämlich  die  aus  beliebigen  Kräften 
hervorgehende  Aenderung  beider  Bewegungen  bestimmen  wolle, 
sondern  man  miiss  sie  auf  bestimmte  Arten  von  Krallen  be- 
schränlien.  Da  es  nämlich  gewisse  Krallte  gibt,  welche  beide 
Bewegungen,  jede  für  sich,  so  stllren,  dass  die  Art  der  Be- 
.weguQg  nicht  verändert  wird,  so  erlangen  wir  durch  die  Ver- 
bindung derselben  diejenigen  Kräfte,  deren  Wirkung  wir  in  ge- 
mischten Bewegungen  dieser  Art  werden  bestimmen  können. 
In  BetrefT  der  übrigen  verbundenen  Kräfte  wird  man  aber  nichts 
anderes  behaupten  können,  als  dass  die  Drehungsaxe  die  ihr 
selbst  parallele  Lage  nicht  beständig  beibehalten  werde.  So 
lange  nämlich  die  Axe  sich  parallel  bleibt,  ist  die  Bewegung 
immer  aus  einer  fortschreitenden  und  drehenden  gemischt  und 
muss  zu  der  Art,  welche  wir  hier  behandeln,  gezählt  werden; 
hierin  erblickt  man  ein  vorzügliches  Kennzeichen  dieser  Be- 
weguug. 

Lehrsatz  5. 

§.  597.  Ist  einem  starren  Körper  eine  aus  fortschreitender 
und  drehender  gemischte  Bewegung  beigebracht  worden,    und 
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wird  derseilie  ienier  (hirch  keine  Kräfte  angetrieben;  so  wird 
er  beide  BeHe^inigen  gleichUirmig  fortsetzen  und  es  wird  die 
fortscliri'itende  ßencuit"'  eine  »eradlinlife  sein 
Be  e  s 
ß  e  \\  al  I  e  [  1  ese  I  ehraatze  e  el  t  n  an  de  ll  ch  acl 
le  \  I  erg  he  le  la  ]  Ic  on  be  le  EJe  e(;u  ^en  für  a  h 
I      hl      K  alt    der  Iraglet   fortdauert  d     I  e  Fe  taetz     g 

le    e    p      le    F    t«efz     t,   der  a  de  n  i     ht  h    derl  ch    st 
len        en  len   Ra   ne  e    e    ler  fo  tscl   e  te   len  gle   he 

d    e  tf,ege     esetzt     Be    e^     "   be  gelegt   da  I  te  I  e    fo  t 

hci   e  te  de    celbst    aufgelioben      er  le     und     1  e    drei  e  de    Be 
egung  gle  cl  fori)       ble  be        urde     n-tcl    den       vas     t  r  ol  e 
le     ese     habe        E»      t  aber    nas    uau      oll  zu  beme  ke     I  al 
oth    e  d  g      la  a  d  e  1)  el  u  t,sase    durch   den  M  ttelj      kt    ler 
Trägheit  des  Kurfiers  gehe  uml  zugleich  eine  seiner  Uaiifitaxeu 
sei.     Ist  iiäinlich  die  Axe  niclit  so  beschaffen,  so  uird  die  dre- 
hende Beneguns  bald  iii  eine  andere  Art   übergehen,   worüber 
sich  hier  noch  nichts  bestimmen  lasst. 
Zusatz  1. 
§.  ■)<»«.     Bei  dieser  gemischten  Bewegung,  welche  der  Kör- 
per lermilge   der   Kraft   der   TrHgheit    verfolgt,    wird    nicht   nur 
r  Mittelpunkt  der  Trägheit  gleicbfiirmig  in  gerader  Linie  fort- 


schreiten,    »Dudei 
Lage    beibehalten 

gleichförmig  um  »i 

n    auch   die   Drehungsaxe    beständig   di 

und    der    Körjier    inilessen    fortfahren 
le  zu  drehen. 

§.  599.     Eine 

Zusatz  2. 
solche  Bewegung  ist  deninach  bekannt, 

man  zuerst  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes 
der  Trägheit,  zweitens  die  Winkelgeschwindigkeit  und  ihren 
Sinn,  endlich  drittens  die  Luge  der  Drehungsaxe  kei;(it, 

Zusatz  3. 

§.  (iÜÜ.     Weil  es  in  jedem  Körper  drei  Haupfaxen  gibt,   in 

manchen    aber    seihst    uneDdlich    viele,    welche    zugleich    freie 

Drehungsaxeii  sind,    so    sind    alle   Kürper  liibig,    eine    solche 

Bewegung  anzunehmen  und  zwar  auf  unendlich  vielfache  Weise. 

Anmerkung, 
g.  601.     {Figur  79.)     Um    eine    derartige    Bewegung    durch 
Rechnung  ^u  entwickeln,  sei  AB  die  gerade  Linie,  auf  welcher 
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(Ict  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  glelclilurmig  fortschreitet,  seine 
Geschiviiidigkeit  sei:=c.  Inznisvhen  drehe  sich  aber  der  Kür- 
per  um  die  Hauptaxe  A//iV,  weiche  mit  der  geraden  Linie  AB 
(lestätidig  denseihen  Winkel  AlIU  bildet  und  zwar  drehe  er  sich 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =y.  Wenn  nun  im  Anlange 
der  Mittelpunkt  der  Trägheit  sich  in  A  befunden  hat  und  nach 
Verlauf  der  Zeit  i  nach  /  gelangt  ist,  so  wird  der  mit  furt- 
schreitender Bewegung  beschriebene  Weg^/^=c(  und  es  wird 
inzwischen  der  Körper  vermöge  der  Winkelbewegung  um  die 
Äxe  MN  nothwendig  einen  Winkel  =  yt  beschrieben  haben. 
Uebrigens  wird  der  Zusammenhang  des  Körpers  dieselben 
Kräfte  auszuhalten  haben,  als  ob  die  fortschreitende  Bewegung 
nicht  stattlande.  Was  endlich  die  Bewegung  eines  jeden  be 
liebigen  Punktes  des  Körpers  anbetrifft,  so  hat  man  dieselbe 
zuerst  so  zu  bestimmen,  als  wenn  die  fortschreitende  Bewegung 
nicht  da  wäre,  hierauf  aber  mit  derselben  die  fortschreitende 
Geschwindigkeit,  nach  den  oben  gegebenen  Vorschriften  für 
die  Zerlegung  der  Bewegung,  zu  verbinden  und  wird  so  die 
wahre  Bewegung  desselben  Punktes  erhalten. 

Aufgabe  53. 

g.  602.  Wird  ein  starrer  Körper  durch  eine,  aus  fertschrei- 
teoder  und  drehender  gemischte,  Bewegung  fortgeführt,  so  soll 
man  die  Kräfte  bestimmen,  durch  deren  Wirksamkeit  die  Ure- 
hungsase  verhindert  wird,  aus  der  ihr  selbst  parallelen  Lage 
zu  weichen,  die  Bewegung  also  eine  aus  fortschreitender  und 
drehender  gemischte  bleibt 

Auflösung. 

(Figur  80.)  Zuerst  ist  es  klar,  dass  alle  Kräfte,  deren 
Richtungen  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers 
gehen,  gar  keine  Wirkung  auf  die  drehende  Bewegung  hervor- 
bringen, sondern  nur  auf  die  fortschreitende  Bewegung  ver- 
wandt worden,  so  dass  durch  sie  die  Ürehungsaxe  nicht  ans 
ihrer  Lage  abgelenkt  wird.  Solche  Kräfte  betreifen  daher  die- 
jenige Art,  welche  wir  suchen;  ferner  sind  aber  auch  diejenigen 
Kräfte  hierzu  zu  zählen,  welche  nur  auf  die  drehende  Bewe- 
gung einwirken  und,  wie  wir  gesehen"  haben,  so  beschaffen 
sind,  dass,  wenn  AB  die  Drehungsaxe  ist  und  man  sieh  auf 
sie  im  beliebigen  Punkte  X  eine  noriiiale  Ebene  denkt,  je  zwei 
gleiche   und    entgegengesetzte  Kräfte    JVm   und    LI,    welche   in 
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dieser  Ebene  angebradit  sind,  diese  Wirliung  lienoi' bringen, 
enülich  l<anti  man  sicli  die  eine  von  diesen  Kvät'teii,  Lil  an  der 
Axe  selbst  angeliractit  denken.  Je  zivei  Krälten  dieser  Art 
HJjid  aber  zwei  ähnliche  gleichgelteiid,  welche  in  der,  normal 
aul'  die  Axe  ini  Miltel|iiinkte  dei'  Trägheit  /  gedachten,  Ebene 
angebracht  sind,  iiainlich  Kk  und  U,  h eiche  jenen  gleich  und 
parallel  sind,  und  wobei  man  den  Abüluiid  /A!=:  ZjiV  angenom- 
men hat;  die  diesen  entgegengesetzten  Ktälte  würden  nämlich 
mit  jeneu  im  Gleichgewichte  stehen.  Auf  diese  Weise  darf 
man  statt  je  zwei  beliebiger  solcher  Kräfte  JVn  und  LI  immer 
je  /ivei  ähnliche  und  gleiche  substituiren,  welche  in  der,  durdi 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  normal  auf  die  Ase  gelegten, 
Ebene  angebracht  sind.  Wenn  wir  daher  je  zwei  beliebige 
Krülle  dieser  Art,  Kk  nnd  li  mit  den  beliebigen,  im  Mittel- 
punkte der  Tritgheit  augebrachten ,  Kräften  verbinden;  so  wer- 
den wir  allgemein  die  Art  von  Kräften  erhalten,  durch  welche 
die  gemischte  Bewegung  so  verändert  wird,  dass  die  Urehungs- 
axe  sich  selbst  parallel  bleibt.  Unter  den  im  Mittelpunkte  der 
Trägheit  /  angebrachten  Kräften  setzen  wir  nun  Eine  Irj  der 
Kraft  li  gleich  und  entgegengesetzt,  wodurch  diese  aufgehoben 
wird,  alsdann  kann  man  die  gesuchten  Kräfte  so  beschreiben, 
duss  sie,  ausser  den  \\n  Mittelpunkte  der  Trägheit  /  ange- 
brachten, beliebige  Kralle  umfassen,  deren  Richtungen  sieh  in 
einer,  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  I  normal  auf  die 
Axe  gelegten.  Ebene  belinden  nnd  wieviel  d,:rartige  Kräfte 
auch  am  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht  sein  niögea,  so 
wird  die  gemischte  Uewegung  keine  andere  Veränderung  erlei- 
den, als  wobei  die  Axe  eine  ihr  selbst  parallele  La^e  bei- 
behält. 

Zusatz   I. 

§.  60;t.  Hier  darf  man  demnach  nur  solche  Kralle  betrach- 
ten, welche  entweder  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  selbst  an- 
gebracht sind,  oder  deren  Richtungen  sich  in  einer,  normal 
auf  die  Axe  durch  den  Miftel|mnl.t  der  Trägheit  gelegten. 
Ebene  befinden. 

Zusatz    2. 

§.  604.  Derartige  Kräfte  wirken  daher  entweder  auf  die 
fortschreitende,  oder  die  drehende  Bewegung  oder  auf  beide, 
jedoch  so,  dass  die  Drehungsaxe  beständig  eine  ihr  parallele 
Lage  beibehält. 
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g,  605.  I>iess  sind  also  die  Krälüe,  auf  welche  unsere  ge- 
genwärtige Abhandlung  sich  beschränkt,  und  deren  Wifkuni; 
hinsichtlich  der  gemischten  Bewegung  des  KJirpers  wir  nach 
den  bis  jetzt  aufgestellten  Principien  bestimmen  können.  Hin- 
sichtlich anderer  beliebiger  Kräfte  aber,  nenu  man  sie  nicht 
etwa  als  gleichgeltend  aufsokhe  reduciren  kann,  ist  es  geniss, 
dass  durch  sie  die  Drebungsaxe  ans  ihrer  Lage  gebracht  nnti 
die  Bewegung  in  eine  andere  Art  übergeführt  werden  wird, 
welche  wir  auch  jetzt  nicht  zu  entwickeln  vermügen.  Was  für 
eine  Art  von  Wirkung  die  angegebenen  Kräße  hervor  bringen, 
werden  wir  in  drei  Aufgaben  erforschen  und  zwar  werden  wir 
in  der  ersten  die  Wirkung  derjenigen  KrSfte  untersuchen,  deren 
Richtungen  dnrch  den  Mittelpunkt  der  TrSgheit  des  Körpers 
gehen.  In  der  zweiten  werden  wir  eine  andere  Art  von  Kräf- 
ten betrachten,  deren  Richtungen  in  einer,  im  Mittelpunkte 
der  Trägheit  auf  die  Axe  normalen.  Ebene  liegen.  In  der  drit- 
ten endlich  werden  wir  die  Wirkung  erforschen,  welche  ans 
den  zugleich  antreibenden  Kräften  beider  Arten  entspringen. 
Wir  nehmen  aber  beständig  an,  ea  sei  dem  Körper  im  Anfange 
eine  derartige  gemischte  Bewegung  beigebracht  worden ,  dass 
sie  eine  um  die  Hauptaxe  des  Körpers  sich  drehende  werden  wird. 

Aufgabe  34. 
§.  608.  Einem  starren  KOrper  ist  anfangs  eine  beliebige, 
aus  fortschreitender  und  um  die  Hauptaxe  drehender  zusam- 
mengesetzte, Bewegung  beigebracht  worden  und  es  wird  der- 
selbe hierauf  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben,  deren  mittlere 
Richtung  beständig  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  geht; 
man  soll  die  Bewegung  des  Körpers  bestimmen. 

Auflösung. 
Weil  die  mittlere  Richtung  der  Krffiffe  beständig  durch  sei- 
nen Mittelpunkt  der  Trügbeit  geht,  wird  die  drehende  Bewe- 
gung gar  keine  Veränderung  erleiden,  sondern  gleichfiirmig 
fortgesetzt  werden,  als  ob  die  Ase  sich  In  Ruhe  befände: 
hiernach  wird  man  zu  jeder  Zeit  sehr  leicht  erkennen,  ein  wie 
grosser  Winkel,  in  Folge  der  drehenden  Bewegung,  bereits  um 
die  Axe  beschrieben  worden  ist.  Die  ganze  Frage  wird  daher 
auf  die  fortschreitende  Bewegung  reducirt,  welche  man  aus  der 
Bewegung  des  Mittelpunktes   der  Trägheit  vollständig  erkennt; 
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ca  ivird  nfimlich  der  Ki'irper  so  betrachtet,  als  ob  seine  ganze 
Masse  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  vereinigt  »väre  und  aus 
den  Kräften,  welche  ihn  in  jedem  Augenblick  antreiben,  wird 
seine  Bewegung  auf  dieselbe  Weise  besfinimt,  wie  wir  die 
freie  Bewegung  von  Punkten,  die  durch  beliebige  KrSfte  ange- 
trieben werden,  7,u  bestimmen  gelehrt  haben.  Es  würde  dem- 
nach überflüssig  sein,  dies«  weiter  zu  verfolgen.  Da  aber  zu 
jeder  Zeit  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  Trfigheit  bestimmt 
ist,  so  wird  auch  die  Lage  der  Drebungsaxe  sind  die  Grösse 
des  Winkels,  um  welchen  der  Körper  sich  bereils  um  sie  ge- 
dreht hat,  bekannt  werden. 


§.  607.  Hier  kann  man  beide  Bewegungen  so  von  einander 
getrennt  betrachten,  als  ob  die  andere  gar  nicht  da  wäre; 
während  die  drehende  Bewegung  gleichlurmig  bleibt,  wird  die 
fortschreitende  eben  so  gestört,  als  ob  die  ganze  im  Mittel- 
punkte der  Trägheit  vereinigte,  Masse  des  Körpers  durch  die- 
selben Kräfte  angetrieben  würde. 

Aufgabe  53. 
§.  608.  Einem  starren  Körper  ist  int  Anfange  eine,  aus 
fortschreitender  und  um  eine  Haiiptaxe  drehender  zusammen- 
gesetzte, Bewegung  beigebracht  worden  und  es  wird  derselbe 
durch  Kräfte  angetrieben,  deren  mittlere  Richtung  sich  bestän- 
dig in  einer,  normal  auf  die  Axe  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  gelegten.  Ebene  belindet;  man  soll  die  Bewegung 
des  Körpers  bestimmen. 

Auflosung. 
(Figur  80.)  Da  die  Axe  sich  selbst  immer  parallel  bleibt, 
so  habe  sie  nach  Verlauf  der  Zeit  t  die  Lage  AB  und  wenn 
mau  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  eine  auf  die  Ase 
normale  Ebene  legt,  sei  in  dieser  Kk  die  mittlere  Richtung 
der  den  Körper  jetzt  antreibenden  Kräfte,  es  sei  ferner  die 
jenen  gl  eich  geltende  Kraft  Kk=  V.  Man  denke  sich  in  /  die- 
ser gleich  und  entgegengesetzt  die  Kraft  U  =  V  angebracht, 
welche  aber  durch  eine  gleiche  entgegengesetzte  /i):=  V  aufs 
neue  aufgehoben  werde,  so  dass  die  drei  Kräfte  Kk,  li  und  Iti 
den  Kürper  antreiben.  Nun  wird  aber  durch  die  zwei  Kräfte 
Kk  und  /('  nur  auf  die  drehende  Bewegung  eingewirkt,  und  es 
wird   die  Aenderung    der    letztern    folge ndermaassen    bestimmt. 
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Aus  liem  Mittflpimkte  der  Träaheit  J  fälle  man  auf  die  Rieh 
liing  iler  Kraft  K/^  ein  Perpemlikel,  Hclches  ^ /"  sei ,  alstlaiin 
wird  das  Moment  dieser  Kraft,  welches  entneder  auf  Beschleu- 
nigung oder  Verzügenmg  einwirkt,  :=Vf%  ferner  sei  die  Masse 
des  Kiffpers  =  M  und  sein  Moment  der  TrJigheit  in  Bezug 
auf  die  Äse  AB=M.k\  Diess  vorausgesetzt,  sei  die  Winkel- 
geschwindigkeit lim  die  Axe  AB^Sl,  welche  ebenso  abge- 
schätzt wird,  als  ob  die  Axe  sich  in  Rnhe  hefjinde,  \ind  es 
wird  alsdann 

woraus  man  für  jede  Zeit  die  Winkelgeschnlndlgkeit  Sl  abzu- 
leiten bat.  Ferner  wirkt  die  Kraft  lTj  =  Vmn  auf  die  fortschrei- 
tende Bewegung  und  zwar  auf  keine  andere  Weise,  als  oh  die 
ganze  Masse  M  des  Körpers  iin  Mittelpunkte  der  Trägheit  / 
vereinigt  näre,  so  dass  man  den  Kiirjier  als  einen  Pnnkt  / 
ansehen  kann,  welcher  jet/,t  dnrch  die  Kraft  /)j  =  FaMgelrieben 
wird.  Diese  Bestimmung  ist  im  Vorhergehenden  gehörig  aus- 
einander gesetzt,  so  dass  es  klar  ist,  wie  man  zu  jeder  Zeit 
so  wohl  die  fortschreitende,  als  auch  die  drehende  Bewegung 
anzugeben  habe. 

Zusatz  1. 
§.  609.  Wenn  anfangs  keine  fortschreitende  Bewegung 
stattfand,  so  wird  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  in  der  auf  die 
Axe  normalen  Ebene  sich  zu  bewegen  anfangen,  und  da  die 
antreibenden  Kräfte  beständig  in  derselben  Ebene  wirken,  wird 
die  ganze  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  in  dersel- 
ben Ebene,  auf  welche  die  Drehungsaxe  überall  normal  ist, 
ausgeführt  werden. 

Zusatz  2. 
§.  610.  Dasselbe  geschieht,  nenn  die  erste  Richtung, 
worin  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  sich  bewegt,  auf  die  Dre- 
hungsaxe normal  gewesen  ist;  er  wird  nämlich  alsdann  bestän- 
dig in  einer,  auf  die  Drehungsaxe  normalen.  Ebene  seine  Be- 
wegung fortsetzen.  Etwas  anderes  gesclilebt  aber,  wenn  die 
erste  Richtung  der  fortschreitenden  Bewegung  mit  der  Dre- 
hungsaxe einen  schiefen  Winkel  gebildet  hat. 

Zusatz  3. 
5.  611.     Die  drehende  Bewegung  wird  demnach  durch  das 
Moment  der  antreibenden   Kraft   Kk,   welches  =  Vf  ist,   die 
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fortschreitende  Ueuegiing  (Iiirch  diese  Kraß  Kfc^=  V  selbst  so 
liestrmnrl: ,  als  ofi  dieNclbe  in  ifirci'  Ricfitiiii^  fttii  l>Iitte[|>i]i)[cte 
der  Trägheit  angebracht  «äre, 

Aufgabe  5f>. 
iS-  612.  Einem  starren  Körper  ist  eine,  aus  fbrtsch reiten- 
der und  um  irgend  eine  Hanptaxe  drehender  gemischte,  Uewe- 
gung  beigebracht  worden  und  er  wird  hierauf  angetrieben  zum 
Theil  durch  Kräfte,  deren  mittlere  Richtung  dnrch  den  Mittet- 
punkf  der  Trägheit  geht,  zum  Theil  aber  durch  solch«  Kräfte, 
deren  mittlere  Richtung  sich  in  einer,  durch  den  Mittel punlct 
der  Trägheit  normal  auf  die  Axe  gelegten.  Ebene  befindet; 
man  soll  die  Be\tegung  des  Kurpers  bestimmen, 

lufl„.ui>!.. 
Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  folgt  von  selbst  aus  der  vor- 
hergehenden, wenn  man  nur  ausserdem  das  Verhältnis«  der 
Kräfte  hat,  deren  iniltlere  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  geht  und  durch  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  auf 
die  fortschreitende  Bewegung  allein  eingewirkt  wird.  Um  daher 
die  fortschreitende  Bewegung  zu  bestimmen,  denke  man  sich, 
ausser  den  frühem  am  Mittelpunkte  der  Trägheit  für  sich  an- 
gebrachten Kräften,  an  demselben  Punkte  ausserdem  alle  spä- 
tem einzelnen  Kräfte  nach  ihren  Richtungen  angebracht. 
Hierauf  betrachte  man,  wenn  es  beliebt,  die  ganze  Masse  dea 
Körpers  als  in  demselben  Punkte  vereinigt,  damit  man  den 
Fall  eines  Punktes  oder  unendlich  kleinen  Körperchens  erhalte, 
weiches  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  wird,  ein  Fall,  den 
wir  nach  den  frühem  Vorschriften  behandeln  können.  Ferner 
betrachte  mau  zur  Bestimmung  der  drehenden  Bewegung,  indem 
man  alle  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehenden  Kräfte 
rernachlässigt,  nur  diejenigen  allein,  deren  mittlere  Richtung  sich 
in  der,  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  normal  auf  die  Axe 
gelegten.  Ebene  befindet  und  schliesse  aus  den  einzelnen  oder 
aus  der  allen  gleichgeltenden  Kralt  auf  ihr  Moment  in  Bezug 
auf  die  Drehungsaxe.  Ist  dasselbe  =  Vf,  so  leitet  man  daraus 
die  Äenderung  der  drehenden  Bewegung  wie  oben  ab,  kennt 
man  aber  jede  von  beiden  Bewegungen  liirslch,  so  wird  die 
ganze  Bewegung  des  Körpers  von  selbst  bekannt. 

Zusatz    1. 
g.  tii^J.     Um    die   iortsi-hreitendc    Hewc^img    ku    hestimmeii, 
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hat  man  demnach  alle  Kräfte,  durch  ni^lche  ilcr  Kjirper  uiige- 
triehen  wird,  einzeln  in  ihren  Richtungen  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Trägheit  zu  ühertragen  und  es  ivlrd  durch  sie  die  fort- 
schreitende Bewegung  ebenso  hestiinint  werden,  als  ob  keine 
drehende  vorhanden  wäre. 

Zusatz  a. 
§.  614.  Um  aber  die  drehende  Bewej-ung  zu  bestimmen, 
Terliinde  man  die  Momente  aller  antreibenden  Kräfte  in  Bezug 
auf  die  Drehungsaxe;  hierdurch  wird  die  drehende  Bewegung 
eben  so  bestimmt  werden,  als  oh  keine  fortschreitende  st^tt- 
ßinde,  oder  als  ob  die  Drelitiugt'axe  festgehalten  würde. 

g.GlS.  Der  erste  Zusatz  erstreckt  sich  sehr  weit,  wie  wir  nu- 
ten sehen  werden,  auf  welche  Weise  auch  immerhin  die  autreihen- 
den Kräfte  angebracht  sein  miigen ;  hier  geniige  es  aber,  ihn  wenig- 
stens fflr  solche  Kräfte,  wie  wir  sie  in  der  Aufgabe  angenommen, 
zugelassen  zu  haben.  Der  zweite  Zusatz  hndet  nur  statt,  wenn 
die  mittlere  Richtung  der  Kräfte,  welche  selbst  nicht  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  gehen,  in  einer  durch  diesen  Punkt 
normal  auf  die  Axe  gelegten  Ebene  sich  befindet,  sonst  würde 
nämlich  die  Axe  nicht  die  ihr  parallele  Lage  beibehalten.  Wir 
sind  demnach  noch  sehr  weit  \  on  der  allgemeinen  Aufgabe 
entfernt,  nach  welcher  die  Bewegung  eines  durch  beliebige 
Kräfte  angetriebenen  starren  Kiirpeis  gesucht  wird,  und  um 
uns  derselben  beständig  zu  nahern,  wollen  w'n  den  starren 
Kilrper  als  ruhend  betrachten  und,  während  er  durch  beliebige 
Kräfte  angetrieben  wird,  die  erste  Erzeugung  der  Benegung 
erforschen.  Obgleich  wir  namtich  sogleich  an  jene  Aufgabe 
gehen  kiinnten,  tilrd  es  doch  besser  sein,  gleichsam  schritt- 
weise 7.a  ihr  aufzusteigen,  damit  nir  auf  diese  Weise  eine 
deutlichere  Kenntiiiss  aller  L<^[emcnte  erlangen. 
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Von  der  ersten  Erzeugung  der  Betveffim«/  in  starren  Körpci 


Lehrsatz  6. 

g.  RIfä.     Isf    ille   Wirkung  zweier,    bei    der   Erzeusu»S   ■'«'■ 
Beivegurig  in  Verbiiiduiig   wirkenden,    Kriil'te    bekannt  ititil   ist 
die   eine  am   Mittelpunkte    der   Trägheit  angebracht,    so   kennt 
man  aiicli  die  Wirkung  der  andern  (Vir  »icli  thäligen  Kraft. 
Beweis. 

Die  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebrachte  Kral't  er- 
zeugt im  Klirper  eine  reiiie  fortschreitende  Bewegung,  durch 
welche  seine  einzelnen  Elemente  nach  dei*  Richtung  der  Kral't 
durch  gleiche  kleine  Wege  Curfgeführt  werden  und  es  sind 
diese,  wenn  die  antreibende  Kruft=:  V  und  die  Masse  des 
Körpers  —M  ist,  im  Zeittheilcheii  dt 
Vgdf^ 
~      M     ' 

Wenn  nun  der  Körper  ausser  durch  die  Kraft  V,  welche  im 
Mittelpunkte  der  Trägheit  iingebracht  ist,  durch  eine  andere  be- 
liebige Kraft  S  angetrieben  wird  und  die  Wirkung  dieser  bei- 
den zugleich  thätigeri  Kräfte  bekannt  ist;  so  denke  man  sich 
die  Sache  so,  als  ol>  der  Körper  ausserdem  durch  eine  entge- 
gengesetzte, F' gleiche  und  im  Mittelpunkte  der  Trüghcit  an- 
gebrachte, Kraft  angetrieben  wüide.  Hierdurch  wird  die  erstere 
Wirkung  so  gestört  werden ,  dass  der  ganze  Körper  mit  fort- 
schreitender Bewegung,  nach  der  Richtung  dieser  Kraft,  durch 

den    kleinen    Weg  —     jü — zuröek  gefuhrt  wird,  und  wenn  man 

diese  Wirkling  mit  jener  verbindet,  so  ergibt  sich  die  Wirkung  der 
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den  Kiirper  aiitreibenileii  Kraft  Ä  allein;  sie  ivinl  demnach  be- 
kannt werden. 

Zusatz  1. 

§.  617.  Die  Wirkung  der  Kraft  Ä  ist  nämlich  gleich  der 
Wirkung  der  zwei  /.ugleich  thäligen  Kräfte  V  und  S,  nenn 
mau  die  Wirknng  fortnimmt,  welche  die  Kraft  F  allein  hervor- 
bringen würde,  dem  gemäss,  was  wir  oben  über  die  Zerlegung 
der  Bewegung  gelehrt  haben. 

Zusatz  2. 

§.  618.  Wenn  daher  durch  die  zwei  zugleich  antreibenden 
Kräfte  V  und  Ä  dem  Körper  eine  drehende  Bewegung  um  ir- 
gend eine  Äxe  beigebracht  wird,  so  wird  ihm  die  Kraft  S  allein 
eine,  aus  derselben  drehenden  und  derjenigen  lortschreitenden 
Bewegung,  welche  eine  V  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft 
hervorbringen  würde,  gemischte  Bewegung  beibringen. 
Anmerkung. 

§.  619.  Den  Gesetzen  einer  richtigen  Methode  scheint  der 
Umstand  entgegen  zu  stehen,  dass  wir  aus  der  Wirkung 
zweier  zugleich  thätigen  Kräfte  die  Wirkung  der  einen  zu  er- 
forschen versuchen.  In  der  Aufgabe  18.  (§.  3Q0.)  aber,  wo  wir 
die  Kräfte  bestimmt  haben,  welche  auf  die  Drehungsaxe  keine 
E^inwirkung  hervorbringen,  haben  wir  gesehen,  dass  dieselben 
sehr  selten  auf  eine  einzige,  stets  aber  auf  zwei  reducirt  wer- 
den können,  deren  Wirkung  auf  den  rulienden  Körper  man 
demnach  anzugeben  im  Stande  sein  wird.  Damit  wir  daher 
die  Wirkung  Einer  Kraft  allein  anzugeben  vermügen,  müssen 
wir  bewirken,  dass  die  eine  von  jenen  zwei  Kräften  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Kürpers  gehe  und  so  wird  uns 
dieser  Lehrsatz  den  vielfachsten  Nutzen  bringen.  Es  kommt 
hinzu,  dass  auch  beliebige  den  Körper  antreibende  Kräfte  auf  zwei 
dieser  Art  zurückgeführt  werden  können,  wie  wir  nun  zeigen  werden. 
Lehrsatz  7. 
§.  620.  Wie  viel  Kräfte  einen  starren  Körper  auch  anireiben, 
und  auf  welche  Weise  sie  immerhin  angebracht  sein  mögen, 
so  kann  man  sie  immer  auf  zwei  zurückführen,  deren  eine  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  geht. 


(rigii 

r  81.)     Es    sei    /    der  Mittelpunkt    dei 

■    Trägheit 

iCörpers, 

und  durcii  ihn  nach  Belieben  irgend  ei 

ne  gerade  I 

y  Google 


der  Beweqnni}  in  stanen  Kiiipern  '"I') 

ID  «fe-ingen.  ßtirch  die  Kichüma  einer  l)elie!)i£;en  tntreibend eii 
Kr;ift  lese  maii  eine  auf  die  i>-erad(,  L  nie  11)  nornnle  Cl  ent 
»eiche  sie  im  Punkte  R  durchschneidet  lie<>t  nun  die  Richtun^' 
dieser  Kraft  nicht  in  dieser  Ehene  so  /trle-,e  n  in  -.le  m  die 
zivei  Krüfte  Ss  in  d  So  \oa  denen  jene  in  der  auf  ID  nnr 
in;i)cri  liliene,  die»e  ihei  inrallel  I/)  ist  In  dem  tie-timintcn 
festen  Punkte  D  rlenke  mm  sich  e  ne  auf  [D  normale  Ebene 
lind  indem  man  die  (;erade  Linie  ibL  zieht  kii  n  man  statt 
der  Kraft  S*  in  den  Punkten  /und  E  <lie  jei  er  ]  inllelen 
KrJifte  li  und  i'f  siibstitnircn     der£,eslilt  d  i-.s 

die  Kraft   h=Si  -T/T  ""''  ^'^  Knit  Fi  =  Ss  jj^ 

sei.     Anf  ähnliche  IVeise  substituire  msi  statt  der  Kraft  Äff  die 

ihr  gleichseltonden  und  parallelen  Kräfte 

,        „     Öß       ,   ^      ,,     /ß 
lriT^=  aa . -ijr-  und  t.s^=^!>a ■  Yj\- 

Eine  solche  Zerlesrung  stelle  man  hei  allen,  den  Kiirjier 
antreibenden,  Krüften  an,  «nd  wird  alsdann  ans  jeder  einzelnen 
je  zivei  Kräfte  erbalten,  weiche  im  Mittelpunkte  der  Trägheit 
/  aufgebracht  sind,  ferner  aber  auch  je  zwei  Kräfte  Ee  und  Es, 
von  denen  jene  in  der,  im  Punkte  D  auf  die  Axe  ID  normalen. 
Ebene  liegt,  diese  aber  auf  dieselbe  Ebene  normal  oder  der 
Axe  ID  parallel  ist.  Hat  man  alle  Kräfte ,  welche  am  Mittel- 
punkte der  Trägheit  /  angebracht  sind,  in  Eine  vereinigt,  so 
lassen  sich  alle  Kräfte  Ee,  weil  sie  in  derselben  Ebene  liegen, 
gleichfalls  auf  Eine  reduciren,  es  sei  dieselbe  Mm.  (Figur  82.) 
Anf  ähnliche  Weise  künnen  alle  Kräfte  Et,  weil  sie  einander 
parallel  sind,  ebenfalls  auf  Eine  gebracht  werden,  es  sei  dieselbe 
Nn,  der  Axe  ID  eben  so  parallel  wie  jene  Mm  sich  in  der 
auf  die  Axe  normalen  Ebene  mMD  befindet  Auf  diese  Weise 
haben  wir  statt  aller  antreibenden  Knfte,  wieviel  ihrer  auch 
da  gewesen  sein  nioj^en,  drei  Krkfte  erbitten,  die  eine  im  Mit- 
telpunkte der  Trägheit  /  angebrachte  und  die  zwei  Jtfm  und 
JSn,  welche  drei  aber  ferner  auf  folgende  Weise  sich  auf  zwei 
reduciren  lassen.  Man  verhngere  die  gerade  Linie  /iVnacli  Q, 
bis  ihr  Abstand  von  dei  Axe  QR  gleich  wird  dem  Abstände 
DM,  welcher  von  1}  durch  N  bis  zum  Zusammentreffen  mit  der 
Kraft  Mut  gezoffen  ist;  es  wird  alsdann 
lD:IR=DJ\.nM. 

Hierauf  kann  man  statt  der  Kraft  Ak  die    ihr   paiallelen  /t 
und  Qq  substituiren,  so  dass 
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MN  DN 

die  Kraft  Ii=Nti.jyja  und    die   Kraft  Qg=^^n--fy^ 

sei.  Hie  ersle  geht,  in  Verbindung  mit  den  übrigen  im  Mittel- 
punkte der  Trägheit  angebrachten  Kräften,  in  Eine  über,  die 
zweite  Qq  aber  kann  man  sich  längs  ihrer  Bichtung  im  Punkte 
M  angebraciit  denken,  und  sie  kann  mit  der  Kraft  Mm  verei- 
nigt werden;  die  mittlere  Kraft  beider  sei  Mfi,  Auf  diese 
Weise  sind  alle  antreibenden  Kiäi'te  auf  zwei  zurückgeführt,  die 
eine  im  Mittelgmnkte  der  Trägheit  /  angebrachte,  die  andere 
aber  diese  Kraft  jJ/ft. 

Zusatz  1. 

g.  621.  Weil  man  sowohl  die  Axe  ID,  als  auch  auf  ihr 
den  Punkt  D  nach  Belieben  annehmen  kann,  fo  wird  man 
die  antreibenden  Kräfte  auf  unendlich  vielfache  Weise  auf  je 
zwei  Kräfte  dieser  Art,  von  denen  die  eine  im  Mittelpunkte 
der  Trägheit  angebracht  ist,  zurückfuhren  können. 
Zusatz   '2. 

§.  622.  Hat  man  aber  Eine  Reduction  dieser  Art  ausgeführt, 
so  kann  man  nach  denselben  Prlncipien  statt  der  Kraft  itf^t  zwei 
andere  ihr  parallele  subslituiren,  von  denen  die  eine  auf  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  einwirkt,  die  andere  aber  in  einem 
beliebigen  Punkte  der  geraden  Linie /itf  angebracht  ist,  woraus 
hervorgeht,  dass  alle  Reductionen  sich  auf  dieselbe  gerade 
Linie  /(W  beziehen. 

Anmerkung. 

g.  623.  Dieser  Lehrsatz  ist  von  der  grJissten  Wichtigkeit 
bei  (lern  zu  entivickelnden  Gegenstande  dieses  Kapitels,  wo  uns 
nämlich  die  Aufgabe  gestellt  ist,  die  erste  Erzeugung  der  Be- 
wegung zu  erforschen,  wann  ein  ruhender  "und  Ireier  starrer 
Körper  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  wird.  Da  nämlich 
diese  Krälte,  wie  viel  ihrer  auch  da  sein  mögen,  immer  auf  je 
twe\  zurückgeführt  werden  können,  von  denen  die  eine  im 
Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht  ist  und  wobei  die  Wir- 
kung dieser  Kraft  sehr  leicht  bestimmt  «ird;  so  kommt  die 
ganze  Arbeit  darauf  hinaus,  dass  die  durch  eine  einzige  belie- 
bige Kraft  hervorgebrachte  Wirkung  bestimmt  werde.  Sollte 
diess  nicht  zu  erreichen  sein,  so  wird  man  mit  dieser  Kraft 
eine  andere  beliebige,  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebrachte 
combinircn  können  und  «enn  man  die  durch  sie  vereiLit  hervor- 
gebrachte Wirkung  angehen  kann,  wird  die    ganze  Arbelt  voll- 
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endet  seh].  Zuerst  wollen  wir  tteninach  iiiif ersuulieu ,  aiil' 
nelclie  Weise  Knei  derartige  Kräfte  bescliaffeii  sein  müssen, 
damit  durch  sie  dem  Kiirper  eine  Bewegung  um  eine  gegebene, 
durch  seinen  Mltteljjunkt  der  'J'rägheif  gehende  Axe  belgeliracht 
werde;  ist  diess  nitnillch  geschehen,  so  werilcn  wir  unser  Vor- 
haben leicht  weiter  verfolgen  künnen. 
Aufgabe  57. 

§.  624.  Man  soll  zwei  an  einem  starren  Kürper  anzubrin- 
gende Kräfte,  von  denen  die  eine  eine  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  gehende  Richtung  hat,  bestimmen ,  damit  der 
durch  sie  angetriebene  Körper  anlange,  sich  um  eine  gegebene 
und  durch  seinen  Mitteipunkt  der  Tiugheit  gehende  Axe 
2u  drehen. 

Auflösung. 

(Figur  46.)  Ks  liege  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  in  O 
und  CS  sei  OA  die  Axe,  um  welche  die  drehende  Bewegung 
erzeugt  werden  soll;  die  antreibenden  Kräfte  müssen  ferner  so 
beschaffen  sein,  dass  die  Axe  nichts  von  ihnen  erleide.  Diese 
Aufgabe  ist  demnach  in  der  oben  g.  390,  aufgelösten  Aufgabe 
]S.  enthalten,  wo  man  die  in  der  Anmerkung  §.  31)4,  allgemein 
dargestellten  Kräfte  so  bestimmen  uiiiss ,  dass  ftir  den  End- 
punkt O  alle  Kräfte  in  demselben  angebracht  seien.  Man  setze 
demnach  die  KralU  l>p=(i  und  Qq=ü,  und  weil  Ki={)  wie 
auch  OK  =  0  ist;  so  werden  die  Kräfte 

_f.xi!dM  fxziW 

Ojt  ==  -— i —  und  0<p  = T—  - 

IIb  ^  ab 

Ferner  nehme  man  für  den  Endpunkt  A  die  Kralle  Aq-=0 

und  Aa  =  Ü,  alsdann  werden  die  Kräfte 

ßr=J^*^'„nd    S.J^^'f'~, 
ab  ab 

also    lir  —  Oit  und  Ss^Oiy,   wobei  aber  erforderlich  ist,    ilass 
man  habe: 

ARfxyiUl  +  AS.fandM  =  nfr^dSJ. 
Da  die  Ebene  OAR,    wegen    der   Lage   des  IMilfelpunkfcs 
der  Trägheit  /  in    O,  beliebig   angenommen   werd<'n   kann,   so 
wird  man  sie  so  annehmen  können,  dass 

fxtdM=0 
iverde;  hiernach  bleiben  nur  zwei  der  Aufgabe  Oem'ige  leittende 
Kräfte  Rbrig,  die  eine,  im  Mittelpunkte  der  Triigheit  angebrachte 
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li,   im  Alis^tatiile  AR'^-i — tiü   vo»  der  Axe 

JxyilM 


;fti<le,  Rr 


_ßydM 


Hieniacli  fasseil  w'w  die  Auilüsupg  der  Aufgabe  Tül^eiider- 
nifiussen  kurz  ziisaniiiieii :  Man  verbinde  (Pigur  83.)  mit  '1er 
VI)  rji  US  gesetzte  II  Drehuitgsaxe  lA  zwei  aiideve  Axeii  IB  iind  IC 
vuii  der  Artj  dass,  ivonii  man  für  ein  heliebi-;es  Element  des 
Kiirpers  dM  die  jenen  paTallelcii  Cüortlinaten  IX:=x,  XY=i/, 
J'Z  =  i  und  dabei  XZ—\^y^-\- i^  =  r  setzt,  alsdann 

fxzdM  =  0 
«erde.     Nimmt  mau    nun    nach  Belieben    den    Abstand    lA  =  n 
Uli  und  zieht  IB  |iarul!el  die  gerade  Linie 
_«/rW/ 
fxydM  ' 
so   »ird    eine    beliebijre,    IG    parallel    «nd    in  ß  ange brachte, 
Kran  Rr  die  vorausgesetzte  Wirkung  hervorbringen,  wenn  man 
nur  ansseidem   im   Mittelpunkte  der  TrSgheit    die    ihr   gleiche 
und  entgegengesetzte  Kral't  Ijt  anbringt.     Setzt  man  min  diese 
Kräfte  Rr  =  I^^V,   s«  wird,    tia  das  aus  ihnen  entspringende 

Vofr^dM 
Moment  in   Uezug  auf  die  Drehungsaxe  lA  =  -:r---j,,     ist,  im 

Zeiltl. eilchen  dt  um  die  Axe  lA  der  Winkel 

erzeugt  uerden.     (g.  361.) 

Zusatz  J. 
§.  fi25.     Da  man  den  Zwiseheiirauin   lA^^a,   von   welchem 
der   Abstand   AH    abhängig   ist,    beliebig  annehmen    kann,    so 
beiluden  sich  alle  Punkte  R  auf  der  geraden  Linie  IR,  welche 

mit  lA    einen    Winkel    bildet,    dessen    Tangente  —f^^^^  "st; 
wenn  man  nur  die  Ebene  J/ß  so  annimmt,  dass /«;<?J7=0  wird. 


g.  C-2(i.  Hat  man  diese  gerade  Linie  iß  gezogeu,  und  ist  eine 
beliebige  Kralt  in  irgend  einem  Punkte  derselben  und  normal 
auf  die  Ebene  AIB  angebracht,  so  wird,  ivenn  ausserdem  eine 
ihr  gleiche  und  engegengeselzte  Kraft  /je  in  /  angehraeht  ist, 
der  Körper  anfangen,  sich  um  die  Axe  lA  zu  drehen. 
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Zusatz    3. 

§.  627.  Ist  aber  eine  belieliige  Kraft  7^' vorausgesetzt  uiid 
eine  ihr  gleiche  in  1  entgegengesetzt  angelirui'ht,  so  iviid  iler 
Körper  anfangen,  sich  um  irgend  eine  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  gehende  Axe  zu  drehen,  von  welcher  nur  bekannt 
ist,  dajjs  sie  in  einer,  durch  den  Mitlelpunkt  der  Trägheit  / 
auf  die  Richtung  Her  antreibenden  Kraft  normal  gelegten. 
Ebene  sich  belindet. 

Aufgabe    58. 

§.  628.  Ein  ruhender  starrer  Kiirper  wird  durch  eine  be- 
liebige Kraft  angetrieben;  man  soll  den  ersten  Anfang  der  Uc- 
wegung  bestimmen,  welche  durch  diese  Kraft  im  KOrfier  um 
eine  Axe  erzeugt  werden  wird,  die  in  einer  aul'  die  ßichtnng 
der  Kraft  normalen  Ebene  liegt,  wenn  diess  nämlich  müglich  ist. 
Auflösung 

(Figur  84.)  Es  sei  /  der  Mitteli.unkt  der  Trägheit  des 
Körpers,  durch  welchen  man  sich  eine,  auf  die  Richtung  der 
Kral't  normale,  Ebene  gelegt  zu  denken  hat,  die  Ebene  des 
Papiers  stelle  dieselbe  dar,  so  dass  man  sich  die  antreibende 
Kraft  Hr=  V  normal  auf  sie  zu  denken  hat;  ferner  sei  IR  nor- 
mal auf  ÜT  und  man  setze  die  LSnge  IR  —  Ii.  Ausserdem 
bringe  man  um  Körper,  in  seinem  Mitte Ipunitte  der  Trägheit, 
die  Kraft /ji  jener  gleich  und  entgeget (gesetzt  an,  so  dass  diese 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  auf  die  Ebene  des  Papiers 
normal  sei.  Wirken  diese  zwei  Kräfte  zugleich,  so  wird  der 
Körper  anfangen,  sich  um  irgend  eine  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  gehende  Axe  zu  drehen,  und  nach  dem  vorher- 
gehenden §.  wird  diese  Axe  offenbar  in  der  Ebene  des  Papiers 
liegen.  Ist  dieselbe  demnach  lA,  so  muss  man  zur  Bestim- 
mung ihrer  Lage  den  Winkel  RIA^tj  suchen,  so  dass,  wenn 
man  aus  R  auf  sie  normal  die  Linie  RA  zieht, 

RA^kslnti  und  /A  —  hcostj 
weide.  Well  wir  aber  die  Lage  dieser  Axe  noch  nicht  kennen, 
bezieben  wir  die  einzelnen  Elemente  des  Korpers  auf  je  drei 
ÄxinIR,  JP  und  IQ,  von  denen  die  erste  durch  die  Richtung 
der  antreibenden  Kraft  gegeben  wird,  die  zweite  IP  in  der 
Ebene  des  Papiers  auf  sie  normal  Ist  und  die  drifte  iQ  auf 
dieser  Ebene  normal  steht.  Es  seien  demnach  die  Coordinafen 
IX=a:,  XY=y  und   ¥Z^i. 

Um  ferner  die  mit  den  obigen  Formeln  libereinstlmnieiiden 


y  Google 


i  (§.6-2.1.).  "o  J-s=y  +  :''  ist.  Es  winl  utni  ulier 


■iM  Kapitel  IX.     Von  der  ersten  Eneygung 

Coordinate«  zu  erhalten,  Kiehe  man  aus  F  auf  die  Hrflliiings 
axe  lA  normal    YX'  und  es  seien  diei*e  Coordinateu 

IX'=.r-,  X-Y=!i'  lind    YZ=:'  =  z  wie  vorher. 
Die    zwei    erstem   von    diesen    werden   durch  die  voiherjie- 
heriden  so  bestimmt,  ita^s  man  hat 

x'=.xcns-y} — ysini;  und  j/'-^x^tnrj -\~yca9i]. 
Hiernach   niuss   nothwendig /a;'s(7itf=0  und    tgJ//v' ~  tgi; 

Jx'tim=co«nfxxdM~siut}jyidM. 

frM!a=sin Tffx^dllf  +  2  «in  •>! cos ^ifxydM H-  cos  iffy'^dM 

unAfx'yU!M=^miic<>^-qfx^dM 

-f  (i'os  if — sin  ■)f)fxi)dM  —  sin  ij  cos  i^fy^difJ. 
Man   setze    die  über  <len    ganzen  Kiir[)er  ausgedehnten  In- 
teptrale 

Ja.^dM=A,ff(}iyi  =  B,f:^dl\l=C,  fxydM=H,  fj:xdlil=r.E, 

fy-.dM  =  F. 
und  «ir  haben  alsdann  die  Gleichungen: 

£cnsT;— Fsini)=0 
und     A  s\nif  -[■  l>{<Msif  —  sin»j2)tg'i;  — Bslni(2  =  Jsinij^ 

+  2üsiniicosii  4-ßcosi;*+ C, 
oder   ötsj;+i?+f^=0. 

Hieratts  erhält  man  auf  doppelte  Weise 

tg-^  =  -p   und  tgij  = 2j— , 

und  nur,  wenn  diese  Kwei  Werthe  unter  sich  übereinstimmen 
kann  die  Aufgabe  unter  der  vorausgesetzten  Bedmi>un^  wonach 
die  Dreliungsaxe  in  einer  auf  die  Richtuni;  der  Kralt  normalen 
Ebene  annenomnien  wird,  aufj;elo>>t  nerden  fietzen  wii  nun 
voraus,  die  Kraft  sei  so  angebracht,  dass 

F+      D     -" 

werde,  so  wird  der  Kiirper  anfangen  sich  nni  die  Äxe  lA  zu 
drehen,  welche  so  in  der  auf  die  Richtung  der  Kralt  normalen 
Ebene  liegt,  dass 

wird.  Da  nun  das  Moment  der  Krail  =F/isin^,  und  das  lUo- 
nient  der  Trägheit  in  Bezug  auf  diese  Axe  ^/r^rfiW  ~  j4sin»j* 
+  ßcos?;2-(-2/>sini;cnsij  f  C  ist,    so    wird    der    Körper    sich 

wahrend  des  Zeitlheilchens  dt  um  den  Winkel 
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iliehen.  Da  «liess  die  Wirkung  der  zwei  in  Verbindung  Ihäti- 
gen  Kräfte  Rr  und  /ro  ist,  so  füge  man,  um  die  Wirkung  der 
Kraft  llr=  V  allein  zu  erhalten,  die  Kraft  lp=V  hinzu  uri<l 
es  ivird  aUdana  dem  Körper  ausser  der  drehenden,  eine  reine 
fortschreitende  Bewegung  nach  der,  Ilr  parallelen,  Richtung /Q 
beigebracht  «erden,  in    Folge    welcher    er    im  Zeittbeilchen   (7/ 


I  kiel 


I  We: 


zurücklegen  tiirit. 


srvtz   1. 


§.  629.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  erstreckt  sich  dem- 
nach nur  auf  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  antreibende 
Knift  //)■=  V  so  am  Kfirper  angebracht  ist,  dass  nach  Aus- 
rechnung der  iljirKfisf eilten  Infegralfnrmeln 

f+      yj     -" 

»erde. 

Zusatz  '1. 

§.  630.  1  indef  dieae  Eigenschaft  aber  nicht  statt,  so  ken- 
nen wir  die  Auflosün.;  der  Aufgabe  noch  nicht  und  wissen  nur, 
dass  die  Diehung  nicht  um  eine  Äxe  erfolgt,  welche  in  eiuer 
auf  die  Richtung  der  antreibenden  Kraft  normalen  Ebene  liegt. 


Anin 


i.ng. 


§.  631.  E^  \iii(l  illerdings  wunderbar 
während  die  V  orliereitung,  welche  wir  ans  den  von  den  Axen 
auszu  hatten  den  Kräften  oben  gefunden  halten,  eine  vollständige 
Auflösung  zu  versprechen  schien ,  nun  dennoch  unendlich  viele 
Fälle  ausgeschlossen  werden,  welche  unsere  Auflösung  nicht 
unifasst.  Da  es  nämlich  gewiss  ii^t,  dass  die  Umdrehung  nur 
um  eine  solche  Axe  erfolgen  kann,  welche  durchaus  gar  keine 
Kräite  auszuhalten  hat,  so  hätte  die  Aufgabe  18.  eine  vollstän- 
dige Auflösung  darbieten  müssen,  wenn  wir  dieselbe  in  aller 
Ausdehnung  gelöst  hätten.  Man  muss  aber  allerdings  bemer- 
ken, dass  in  dieser  Aufgabe  nur  solche  Kräfte  angenommen 
worden  sind,  deren  Richtungen  sich  in,  auf  die  Axe  normalen. 
Ebenen  befanden,  da  wir  doch  auch  schief  gerichtete  Kräfte 
hätten  einßihren  können,  weiui  nur, die  daraus  entspringenden 
der   Axe   parallelen  Kräfte  sich  aufgehoben  hätten.     Und  diess 
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kommt  in  Wahrheit  bei  den  ausgeschlossenen  Fällen  in  Gebrauch, 
wo  cler  Körper  seine  drehende  Bewegung  um  eine  Axe  begin- 
nen niuss,  welche  gegen  die,  normal  auf  die  antreibende  Krall 
durch  den  Miltelpunkt  der  Trägheit  gelegte,  Ehene  geneigt  ist, 
well  alsdann  aus  der  Zerlegung  der  Kraft  Itr  eine  Kraft  ent- 
springt, welche  einer  solchen  Axe  parallel  ist.  Hierauf  muss 
man  allerdings  Eückslcht  nehmen,  wenn  man  diese  Aufgabe  im 
allgemeinen  auflösen  will. 

Aufgabe   m. 

§.  632.  Ein  ruhender  starrer  Körper  ivird  durch  eine  holie- 
bifie  Kraft  angetrieben,  und  es  ist  zugleich  eine  derselben  gleiche 
und  entgegengesetzte  im  IVlittelpunkte  der  Trägheit  angebracht; 
man  soll  die  Äse  bestimmen,  um  welche  er  zuerst  sich  zu 
drehen  anfangen  vrird. 

Auflösung. 

(Figur  84.)  Es  sei  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des 
Körpers  und  es  stelle,  wie  vorher,  das  Papier  eine  durch  I 
normal  auf  die  Richtung  der  Kralt  Rr—V  gelegte  Ebene  dar, 
in  welcher  der  Abstand  IR=h  gesetzt  wird.  Nun  nehme  man 
in  dieser  Ebene  den  Winkel  RIA^^t]  an,  so  dass,  wenn  man 
aus  R  auf /^  das  Perpendikel  RA  milt, 

lA==hcaB7}  und  ß^=Asinj) 
wird;  man  errichte  ferner  in  A  auf  der  Ebene  das  Perpendikel 
AD  und   es   sei,  wenn  man    die  Linie  ID  zieht,    der   Winkel 
AlD=e,  also 

AD:=kcosvtgeunaW=^. 

Diese  Linie  ID  sei  die  gesuchte  Drehungsaxe,  so  dass 
wir  die  beiden  Winkel  tj  und  0  zu  bestimmen  haben.  Der 
Körper  muss  demnach  durch  je  drei  Coordinaten  ausgedrückt 
werden,  deren  eine  wir  auf  der  Axe  ID  annehmen.  Es  sei 
daher  eine  Relation  zwischen  den  Coordinaten  IX=x,  XV^i/ 
und  YZ^z  gegeben,  die  erste  derselben  werde  auf  der  gera- 
den Linie  IR,  die  zweite  in  der  auf  die  Kraft  normalen  Ebene 
und  die  dritte  der  Kraft  Rr  parallel  angenommen.  Aus  K  ziehe 
man  zuerst  anf  JA  perpendicuiär  YÄ',  in  der  auf  das  Papier 
normalen  Ehene  AID  aber  das  Perpendikel  X'ff#  YZ  und 
yZ^X'Y;  alsdann  wird,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben; 
IX'=xcosi)--y&m'n'  Xy=YZ=z  wnd  X'Y=yZ=xs\nii 

'f  JfCOST?. 


yGoosle 


der  Beweffmtff  in  starren  Kör-pertt.  307 

Hieiauf  ziehe    man    in    der  normalen  Ebene  airs  y  auf  W 
das  Perpendikel  f/.v,    und   man   wird  dann  solche  neue  Coordi- 
naten  erhalten,  ivie  »ir  sie  brauchen,  nämlich 
/r=:^,  .r^=r  und  ^Z=Z. 
Dieselben  werden  durch  die  vorhergehenden  folgendermaa« 
sen  bpstininit: 

X^=^x  coatj  cos  ß —j/  Sinti  co»e  +  ts'mO, 
r^i  cos  ö  —  ;c cos ij ain  ö -f- ^sin ij  sin  ö, 
Z=a!s\n  ■>}■}■  g  cos  ■>]. 
(Figur  85.)     Diese  Ooordinateti  werden  nun,  indem  man  die 
Ebene  lAD  auf  die  Ebene  des  Pajjiers  projicirt,    in  der  Fii;ur 
85.  dargestellt,  auf  welclie  erstere  AR  =  Asin7i  normal  und  wo 
die  Kraft  Rri^AD  ist.     Man  ziehe  nun  BV^ÄR  und  denke 
sich   die  Kraft   im   Punkte    V  angebracht,    so    dass    die   Kraft 
rr=  F  sei.     Zieht  man  nun    F)>#;ry«nd    Vu^Ix,    so  wird, 
weil  der  Winkel  rVv=8  ist,  die  Kraft  Vr  in  die  zwei 

Vv=  Fcosö  und  Vu=  Fsinö 
zerlegt.  Dieselben  werden  entgegengesetzt  im  Punkte  /  ange- 
bracht und  zwar  die  erstere  /i=Fcosö  jetzt  normal  auf  ID 
in  der  Elieiie  des  Papiers,  durch  die  zweite  aber  wird  die 
Axe  längs  IJI  angetrieben.  Das  Moment  der  Kraft  Fc^^  F 
cosfl  ist,  in  Bezug  auFdie  Axe  yO=Fcos9.Asinji— FAsinjjcosö 
und  wenn  man  F^4-Z^  =  ffi^  setzt;  so  wird  das  Moment  der 
Trägheit  des  Körpers  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  =.fR^dM, 
wGsshalb   im  Zeiftherichen  dt  eine  Diehmig  durch  den  Winkel 

d<o-     •     jßarf^/ 

erfolgen  wird.  Da  die  Axe  gar  keine  Kräfte  aushalten  soll, 
so  bringe  man  die  Kraft  Vv=  Fcosfl  an  der  Axe  selbst  in  D 
an,  so  dass  /></— Fcos  6  sei,  die  Kraft  Fm— FsinÖ  denke 
man  sith  nach  ihrer  Richtung  am  Perpendikel  /7'i=:/JF=AslD5/ 
angebracht,  woraus  zuerst  fiir  die  Axe  eine  längs  II)  antrei- 
bende Kraft  entspringt,  welche  jene  obige  aufhebt.  Indem  man 
hierauf  aber  den  Abstand 

setzt,  entspringen  daraus  je  ziiei  anf  die  Axe  und  atif  die 
Ebene  des  Papiers  normale  Kräfte 

/),=öa  =  -^^^.Fsiufl=Ftg.;si»öcosö. 


yGoosle 


308  Kapitel  IX.     Von  der  ertten  Ertenf/wg 

Ausserdem  haben  wir  aber  die  Krärte 
H=Dd=z  rcosö, 
welche  durch  die  elementaren  Kräfte  aufgehoben  werden  müs- 
sen.   Nach  Aufgabe  16.  (§.  380.)  ergeben  die  hier  angepasi^ten 
elementaren  Kräfte  aber  je  zwei ,  in  den  Punkten  P  und  Q  an- 
Eubringeode,  Kräfte  Pp  und  Qq,  so  dass 

,„      fXZd^     r     t^    ft    o         rAsinycosfl/ZrfJf 

"'^  JMM'  '''^  ^'''^  ^t'  =  ^^fRKäM 

,^,      fXTdM       ...     ^    „  „        FAsinijcose/FrfiM 

'^=ffdM   ""^  '^'^  ^'^'^  «?= fR-.dM 

wird.  Da  aber  die  Bewegung  hier  in  dem  entgegengesetzten 
Sinne  des  dort  angenommenen  ihren  Anfang  nimmt,  so  müssen 
diese  Kräfte  den  vorhergehenden  gleich  gestellt  werden,  und 
da  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit,  also 

fVdM^O  niidfZdM=0 
ist,    so    muss   alles^  auf   Momente    zurückgeführt    werden.     Es 
niuss  demnach 

l^.lP=Dd.lD  und   Qq.lQ  =  DS.ID 
sein  und  wir  erhalten  so  diese  zwei  Gleichungen: 
FAsinjjcosfl/yZrfitf      „^ 
WdM =  '^^'^"«'' 

und  —f-mM =  FAsm,s,nä 

siniicosö/AZdM=cos7j/fiMM  und  <iosSfXTdM=s\nefR^lM. 
Setzt  man  nun  die   aus    den  Hauptcoordinaten  x,  y  und  x 
gebildeten  Integrale 

Jx^dM=A,  Sy'^dM=B ,  fz^dM=C, 
Jx;idM  =  D,Jx2dm=E  unA/yzdJU^F; 
so  wird,  well  .K*=F*  +  Z2  ist: 

fH^dM=A  (sin  n"^  \  cos  tj«  sin  Ö*)  +  B  (cos  »j*  ^  sin  ^^  sin  Ö*) 
+  00086" +  2/)sin7jcos»;cosö'' — 2Ec08T]sinöcosö+2Fsinijsiuecosft, 
/XFtIiH  =  — ^cosii^sinecose— ßsinij^sinöüose  f  CsinöcosÖ 
+2Dsin^coS'>jsinecos9  +  i.'cos)j(cosö*-sine*)-Fsin9j(cosö^~sine*), 
/fZrf^=Jsio»jcosifCosö— Äsini;coH»jcosö 

+  /)  cos  e  (cos  1)2  „Bin  ^2);+  £sin  ij  sin  B  +  Fcos  ij  sin  « . 
Substituirt  man  diese  Werthe,   so  nehmen  die  zwei  gefun- 
denen Gleichungen  folgende  Gestalt  an; 
I.     —  JcoS')i8inö3— ÄcosTj  — Ccosijcose*— OsinTjcose" 

+  £(]  H-cos5)2)sinecosö— Fsini)cos»jsin0cosfl  =  O, 
11.     — .4sine~ßsinö-f-£cos);cose— FsinijcosÖ— 0. 


y  Google 


der  Betveffunff  in  »iarreii  Hörpern. 
eite  ergibt 


A  +  ß 

wenn  man  dagegen  beide  nach  der  Bezeichniing  Il.XcosijsinÖ — 1- 
mit  einander  verbindet,  so  erhält  man 

ßco6g;cüsfl2+Ccos»icosea+i>5ii,)jcoaö2— Esin0cos9  =  0 

Wir  haben  demnach  endlich 

,      __-E'-(^  +  g)(g-fO 

wonach   beide   Winkel   RIA=vi  und    AID^=0,   also    auch   die 
Drebungsaxe  ID  bekannt  werden. 

Zusatz  1. 
§.  633.  (Figur  84.)  Wird  demnach  eine  beliebige  Kraft 
ßr=  V  vorausgesetzt  und  zugleich  eine  ihr  gleiche  im  Mittel- 
punkte der  Trägheit  /  entgegengesetzt  angebracht,  so  lege  man 
durch  /  eine  aut  die  Hicbtung  der  Kraft  normale  Ebene  Pili 
und  errichte  anf  ihr  da«  Per[)endikel  IQ.  Diesen  drei  Coordi« 
natenasen  IR,  IP  und  IQ  parallel  nehme  man,  zur  Bestim- 
mung eines  jeden  in  Z  gelegenen  Elementes  des  Kiirpers  dJH, 
die  Coordinaten  IX=x,  XY=y  und  FZ— i  an  und  bestimme 
mittelst  derselben,  der  Natur  des  Körpers  entsprechend,  die 
folgenden  sechs  Werthe: 
fx^dM=A,  fyMM=B , ßUM=^C,  fxifdM=D, 

ßcidIH=E  und  fyxd3I=F. 

Zusatz  2. 
§.  t)34.     Hat  mall    diese  geliinden,  so   nehme    man    in   der 
auf  die  Richtung  der  Kraft  imrnialen  Ebene  RIP,  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  positiven  Coordinaten  XY^^i/  oder  in 
der  Gegend  der  negativen,    den   Winkel  RIA  =  ii  so   an,   dass 

,       gi-(j4-B)(e-i-o 

"^     (A-iB)D\EF 
werde  und   hat  man  diesen   gefunden,    »o   errichte  u>an   nl)er 
dieser  Ebene,  in  der  Gegend  der  [lonitiven  Coordinaten    KZ—:, 
den  Winkel  Alli^e  so,  dam 

Eco.,-f.in.l  (B+C')co.,  +  O.in.i 

*'= Ä+B '"''"  '8"  = E 

werde;  alsdann  wird  ID  die  Drelinngsaxe  sein. 
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Zusatz  3. 
§.  635.  iSetzt  iji.an  ilen  .\bafand  !R=h,  so  wirrt  in  Bezug 
auf  diese  Axe  ID  das  Moment  der  antreibende»  Kraft 
:=  FAslnj/cosö  und  (las  Moment  der  Trägheit  =fß^dM ,  ivel- 
clies  letztere  auch  =tgj?cos  ö/XZrf^/^^rntgfl/AFrfJH  ist  und 
dessen  Werth  nach  dem  Vorhergehenden  leicht  ermittelt  vvird. 
Uiernauh    wird  aber  im  Zeitelement  dt  eine  Umdrehung  durch 


den  Winkel 

da= 


jithim 


An  merkung, 
§.  &■]&.     Hiermit    ist    also    unsere   allgemeine   Aufgabe,    in 
nelcher   die  Summe  dieses  Kapitels  sich  befindet,  vollkommen 
gelilst:   aus    derselben  folgt  von  seihst  der  vorher   behandelte 
Fall,   in  welchem    nämlich   der  Winkel  ö=0  ist     Alsdann   er- 
gibt sich  nämlich  aus  der  ersten  Forme) 
E 
lg^=  J-. 

und  aus  der  zweiten 

'S''  = D-- 

und  nur  wenn  diese  Werthe  mit  einander  übereinstimmen,  kann 
jener  Fall  stattfinden.     Umgekehrt  wird,  wenn 
DE  f  (B  +  C)  F=  0 


weil  B+C=-^-, 

tg,  =  |  „..1 

tge=o. 

Uebrigens    bemerke  ich,    das 

)s   iiir    nach 

Über  die  Hauptaxen  gelehrt  worden  ist, 

fXldM-^ ^gTS — .    wo  nur  ft  und 

fXZdM~ai   •  ••  fl-  wo  nur  »j  veränderlich  istj 
habeii.     Substituirt  mau  diese  Werthe,  so    verlangen   die  zwei 
Hauptbedingungen ,  dass 

B\a7id.fRMM  ^™,.,        ,      cosOdfU^dJH        .  „,„.,,„ 

--J^_  =  ,„«^/ßM^„„.,. -Z_ =  smO/R'dM 

sei,  wobei  in    der  ersten  nur  tj  und  in  der  Kweiten  nur  0  ver- 
änderlich ist.    Das  Integral  beider  ist  dasselbe,  nämlich 
fRHüf^Ksin  tj^cos  8^, 
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woraus  icli  umgekehrt  schliesse,   dass   die  Wirjkel  i;  uud  D  so 
bestimmt  werden  müssen ,  ilass  die  Grüsse 

f/^dM 
ein  Minimum  werde,  weil  hieraas  dieselheti  zwei  aufiu- 
lusendcn  Gleichungen  hervorgehen.  Diese  Formel  entsteht 
aber  auch,  wem  man  dvfl/R^dM  oder  fdM.R^da^  zu  einem 
Minimum  macht  und  da  in  diesem  Ausdruck  Rdco  die  Geschwin- 
digkeit des  Elementes  dM  bezeichnet  und  daher  dM.R^dofl 
seine  so  genannte  lebendige  Kraft  ist;  so  schliessen  wir  hier- 
aus auf  folgenden  ausgezeichneten  Lehrsatz. 
Lehrsatz  8. 
§.  637.  Wird  ein  ruhender  starret  Körper  durch  eine  be- 
liebige Kraft  angetrieben  und  ist  ausserdem  ah  seinem  Mittel- 
punkte der  Trägheit  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft 
angebracht ;  so  wird  demselben  um  eine  derartige,  durch  seinen 
Mittelpunkt  der  Trügheit  gehende,  Axe  im  ersten  Augenblick 
eine  solche  drehende  Uewegung  beigebracht  werden ,  dass  der 
ganze  Kürper  dadurch  die  kleinste  lebendige  Kraft  erlangt, 
welche  letztere  dem  Aggregate  aller  Elemente,  muKiplicirt 
durch  die  Quadrate  ihrer  Gcschvvindigkeiten,  gleich  ist. 


Welche  durch  den  Mittelpunkt  der  TrSgheif  gehende  Axe 
man  nämlich  auch  annehmen  mag,  so  wird  In  Bezug  auf  sie  die 
vorausgesetzte  Kraft  V  ein  bestimmtes  Moment  erlangen,  wel- 
ches =  P/'sei;  ferner  wird  der  Korper  in  Bezug  auf  dieselbe 
Axe  ein  bestimmtes  Moment  der  Trägheit  haben,  welches 
=:Jli^dM  sei;  beide  werden  von  der  Lage  der  angenommenen 
Axe  abhängig  sein.  Mieraus  ivird  aber  im  Zeittheilchen  dt 
um  diese  Axe  ein  Winkel 

,,„_  ^-^^ 

und  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit 
_^Vfydt 
"fRMM 

entspringen;  es  wird  demnach  die  Geschiiindigkeit  des  Ele- 
mentes diu,  vvelches  von  der  Axe  um  den  Z"ischenraum  Ä 
entfernt  ist,  =  Kß  und  sein©  lebendige  Kraft  =  E^Sl^dM. 
Die  im  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  dt  erlangte  lebendige 
Kraft  des  ganzen  Körpers  wird  daher 


fl=7 
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welche,    weil    V,    ff  und  dt  cniistant   sind,    ein  >linimiini  sdii 

/^' 
wird,  wenn  fimM 

7,a   einem   solchen  gemacht  nird   und    durch    diese  Bedingung 

wird  die    Lafje   der    Äxe   bestimmt.     Hieraus  ergibt  sich    aber 

dieselbe    Bestimmung    der    Ase,    welche    wir  vorher  gefunden 

habeu,  so  dass  aus  diesem  Princip  des  Minimum  dieselbe  Auf- 

lilsuiig  hütte  hergeleitet  werden  können. 

Anmerkung. 

g.  638,  Was  den  Gebrauch  der  vorher  geliindenen  Auflö- 
sung betrifft,  so  ist  der  Umstand  noch  zu  lästig,  dass  für  eine 
jede  antreibende  Kraft  die  Natur  des  Körpers  auf  besondere 
Coordinaten  zurückgeführt  werden  muss.  Für  diese  Unbequem- 
lichkeit ergibt  sich  ein  Mitfei  durch  dasjenige,  was  wir  oben 
aber  die  Hauptaxen  eines  jeden  Körpers  gelehrt  haben,  indem, 
wenn  man  in  Be^.ug  auf  diese  die  Momente  der  Trügheit  ein- 
mal gefunden  hat ,  mau  sehr  leicht  daraus  auf  die  Momente  in 
Bezug  auf  alle  andern  Axen  schliessen  kann.  Ferner  genügt 
es  auch  für  den  gegenwärtigen  Zweck,  die  Relation  des  Kör- 
pers auf  Coordinaten,  welche  den  Hauptaxen  parallel  sind,  zu 
kennen,  weil  man  hieraus  die  Relation  auf  jede  andere  drei 
Coordinaten  ableiten  kann.  Ich  werde  daher  die  obige  Aufgabe 
so  auflösen,  dass  Ich  die  antreibende  Kraft  als  in  Bezug  auf 
die  Hauptaxen  gegeben  annehme  und  die  Auflösung  selbst 
nach  dem  schon  aufgestellten  Princip,  dass  die  kleinste  leben- 
dige Kraft  erzengt  werde,  suche. 

Aufgabe  60. 

§.  6'JÖ.  Es  sind  die  Hauptaxen  eines  starren  Körpers  und 
in  Bezug  auf  sie  die  Momente  der  Trägheit  gegeben,  ferner 
wird  derselbe  durch  eine  beliebige  Kraft  angetriehen  und  es 
ist  eine  andere  dieser  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  im 
Mittelpunkte  der  Trägheit  des  Körpers  angebracht;  man  soll  die 
Axe  bestimmen,  um  welche  er  zuerst  sich  zu  drehen  anfan- 
gen wird. 

Auflösung. 

(Figur  86.)  Es  sei  /  der"  Mittelpmikt  der  Trägheit  des 
Körpers  und  die  geraden  Linien  JA,  IB,  IC  seine  drei  Haupt- 
axen,   in  Bezug  auf  welche  die  Momente    der    Trägheit   iW.«*, 


y  Google 


der  Beweijttttg  in  ttnrren  Körpern.  Sl't 

Jö.fi^,  M.c^  sind.  Nun  wenle  der  Kfirper  durch  eine  beliebige 
Krall  ani^etrielien  und  ihr  Durchgangspunkt  durch  die  Ebene, 
welche  durch  die  Hauptasen  lA  und  IB  gelegt  ist,  bezeichnet; 
derselbe  liege  in  V  und  vom  Punkte  /  um  den  Ahstand'/F^A 
entfernt,  Hohei  der  Winkel  AIV~6  ist.  Nnn  zerlege  man  die 
Kraft,  als  ob  sie  in  die><em  Punkte  angebracht  wSre,  in  die 
drei  den  Axen  parallele  VP^P,  FQ^Q  am\  FR=R,  als- 
dann hat  man  sich  diesen  gleiche  und  entgegengesetzte  im 
Punkte  /  angebracht  zu  denken.  Vermöge  dieser  Kräfte  wird 
der  Körper  anfangen,  sich  um  irgend  eine  durch  den  Mittel- 
punkt det  Trägheit  7  gehenile  Äxe  zti  drehen,  es  sei  dieselbe 
IF,  welche  gegen  die  Ebene  BIA  um  den  Winkel  FIE  =  6 
geneigt  und  nobei  der  Winkel  A/E=^ij  ist;  diese  zwei  Win- 
kel hat  man  zu  bestimmen.  Zuerst  suche  man  das  Moment 
der  Trägheil  in  Bezug  auf  diese  Axe  IF,  welches,  weil 
cosd/F=cr>s?jcüsfl,  cnsB/F=— sinijcose  und  cosCiF=:sin9 
ist,  nach  dem  Frühern  (g.  452.)  sein  wird 

=  Mla^ cos  ))2 cos  e^  +  6*sin  jj^  cos B^  f  6^ sin Ö^]. 

Ferner  hat  man  die  Momente  der  Kräfte  P,  Q,  R  in  Be- 
zug auf  diese  Äxe  /Fzu  erforschen ;  es  geht  aber  aus  dem  Fro- 
hem hervor,  dass,  wenn  man  VM  a.\ii  IE  normal  zieht,  so 
dass  VM  =  hsin{S -{  vi)  ist,  alsdann  das  Moment  der  Kraft 
VR=iR  sein  wird 

=  R.Vm.coa6=iRhs:\n(§  -t-t,)cose. 

(Figur  87.)  Um  aber  die  Momunte  der  übrigen  Kräfte 
leichler  linden  zu  können,  betrachten  wir  die  Punkte  F,  A,  B,  C, 
E,  F  als  auf  der  OberflSche  einer  Kugel  liegend,  deren  Mit- 
telpunkt sieh  in  /  befindet.  Es  werden  demnach  die  Bogen 
AB,  ÄC  und  BC  Quadranten,  AV^S,  AE=ti  nnd  EF=0 
sein,  und  man  zerlege  die  in  F  angebrachten  Kralle  P,  Q,  R 
in  je  zwei,  von  denen  die  einen  normal  auf  die  Oberfläche  der 
Kugel  sind,  die  andern  dieselbe  berühren.  Die  erstem  gehen 
alsdann  durch  den  Mittelpunkt  und  bilden  gar  keine  Momente, 
wcsshalb  es  genügt,  die  letztem  allein  zu  betrachten  und  zwar 
werden  diese  folgende  Werthe  haben: 

längs   FA  die  Kraft  7=P^inAV 

-  FB     -         -       =QsmBV 

-  CF    -        -       —  KsinCr=ft, 

weil  CF  ein  Quadrant  ist.  Die»o  Kräfte  zerlege  man  mm  fer- 
ner nach  der  Richtung  VF  und  einer  darauf  senkrechten,  wo- 
bei die  erster»  mit  der  Axe  IF  in  derselben  Ebene  liegen  und 
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daher   kein  Moment    bilden.     Die  andern    KrSrte    werden   aber 


PamAVamAVF—QamBVs\nBrF—Rs\nCVF. 
und  da  ihre  RichtHng  nurniat  auf  die  Ebene  IFV  ist,    so  wird 
sie     sich     auch    in    einer    auf    die    Axe    IF   nnrnialen    Ebene 
befinden.     Da    ferner  ihr  Abstand   von   der  Axe  =Asinf'Fist, 
so  wird,   weil   AV=6  und   sinB Ff  =:sin^ FF  ist,    das  ge- 
suchte Moment 
=  A[(/'8ind-0cosd)sinJFJFsinFF-Äco8^FFsinFF]. 
Es  ist  aber  siiUFFsinFF— sinF£=sine  und  cos^  FFsinFF 
=  cosFE8inF£=sin(Ä+»))cosö,  und  so  das  gesuchte  Moment 
=  Ph sin  dsin  Ö  —  Qk  cos  d sin  ö  -  ffAsin  (d  +  jj)  cos ö. 
Der  im  Zeittheilclien  dt  erzeugte  Winkel  wird  hiernach " 
_gkdfi'\P&mSs\a6~Qco»Ssmd  —  Rsm{S-{-y})coB(i\ 
iH[a*cosi]2cose2  +  6asin7j»co8ff«+casinfl2] 
wesshalb  der  Ausdruck 

H^ sind- ecosd) sing— fisin(a  +  ^)co3g]g 
n»co8^2cose''+62sini)acose2  +  c»sine2 
ein  Minimum  werden  muss.     Setzen  wir  zuerst  nur  Ö  veräuder- 
lich,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

2[o«i'osij''cos0a+6asiui)2cosö'*  +  e2slnö2]  [(Psind—  QcosdjcosS 

+  fisin(d  +  i7)sine]  =  2[— ««coeij^sinÖcose— öasinjj^sinöcosö 

+  c^sin ö cose] [(/»sind  ~  Qcosd)  sinÖ—Ä sin(d  + 1;) cose] . 

Dieselbe  lässt  sich  auf  folgende  Form  bringen; 

(/»sind— Qcosd)(«*cos)j"  +  ft^sinij^cos0-|-ftc%in(d  +  ij)sinfl=0, 

woraus  wir  erhalten 

(Qcosd— Psind)(«'cost)g-f  fi^sin-t;') 
^^^~  «casin{d  +  93) 

Nimmt  man  jetzt  rj  als  veränderlich  an,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung 
2[a«cosij»cosö«+Ä*sin]j3cose»  +  c^sinff»][-ficos(d  +  i;)cosöJ 

::i^'i[ — a^sini)cosijcosÖ^+ft^sinjjcosj;cosö*] 

[(PsinÄ—  Qcosd)  8in<9  —  ß  sin(d  +  ij)  cosö] , 

welche  sich  auf  folgende  Form  bringen  lässt: 

ßcos<9[o2cosdco8)jcose*-Ä«sindsin)jcosö*f  c^eos(3  +  ij)sine''J 

■.=  (Qcosd—  PsindXÖ»  -  «'')sinji  cost;  ainflcosö» 

Setat    man    hierin    statt    Qcosd— Psind    den    Werth  aus 

der  obigen  Gleichung 

.ficä^sin(d  +  .5)tge 

und  reducii't  man  hierauf,  so  gelangt  man  zu  folgender  Gleichung : 
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[aVosöcosij— Ä3sin5siiuj][(«»cosi)2+62sinjj=)cosöä  +  (;asinff-»|=:0, 
Hieraus  folgen  die  zivei  Gleichungen 
n^cosäcos))  — ö*einäsini):=0 
und  (a2cosV+6asin^2)cose*  +  c'»8inöa^0, 

von  denen  die  zweite  iiiimfiglich  ist,  weil  alle  ihre  Theile  |>o 
eitiv  sind.  Auis  der  ersten  erbalten  wir  dcmouch,  zur  I3e- 
stimmunc  Aes  Winkels  m, 

««cos  3 

und  ferner,  zur  Bestinimnng  von  6, 

(Qcos3-PsinS)a^6» 

oder,  damit  die  Zweideutigkeit  des  Wnrzelzeicliens  keinen 
Zweifel  übrig  lasse, 

„  _(QcosS-'PsinS)a^cosv_(Qcosö  —  Pä\nS)h^sinij 
*S  ^  ~  ßc^sinö  —  lic^'coii  d 

Nat-hdem  wir  nun  diese  Axe  gefunden  haben,  erhält  man, 
wenn  man  statt  Qcosä  —  PsinS  den  obigun  Werth  substituirt, 
das  Moment  der  antreibenden  Kräfte  in  Beziehung  auf  diese  Axe 

(o^cosii^  +  Ä'-'sini)*)cosf) 
es  wird    also   der    im   Zeitthellchen    dt    um    die    Axe   erzeugte 
Winkel  ^__„„__ 


m  man  für  sinj/  und  cosij  ihre  Werthe  setzt, 
1  obigen  Ausdruck  von  tgij  ergeben. 


§.  640.  (Pigur  86.)  Aus  der  Lage  des  Punktes  V,  in 
welchem  die  Richtung  der  antreibenden  Kraft  die  Ebene  AiB 
durchschneidet,  findet  man  sogleich  in  derselben  Ebene  die 
gerade  Linie  IE,  auf  welche  die  Drebungsase  W  sieh  stutzt. 
Setzt  man  niimlich  den  Winkel  AIV=S,  so  wird 
a^cosÄ 

und  ist  dnhor  nicht  von   der  Richtimg  der  Kraft  abhängig. 


Zusatz    i 

§.  641.     Geht   dcmna 

ch    die    antreibende    Kratt 

dupoh    di 

Hiaptue  lA,  so  <v[rd  de 

rWinliel  ^/E=!)0»  und  e 

s  wird  sie 
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die  Orehuiigsaxe  IF  tu  einer  auf  die   Axe  lA  normale) 
befinden.     Da  aber  5=0,  also  jj^OO  ist,  so  wird 

tsEIF=tge^^. 


§.  642.  Sind  die  Momente  der  Trägheit  in  Beziehung  aul' 
die  Äsen  JA  und  IB  einander  gleich,  ist  also  «*^=ö*,  so  wird 
tg^=cotgd  =  tg(90o— ä),  also  r/E  =  90o. 

In  diesem  Falle  ist  daher  die  Drehungsaxe  /F  normal  auf 
die  gerade  Linie  IV  und  es  wird 

Zusatz  4. 
@.  643.  Wirkt  die  antreibende  Kraft,  «eiche  =V  sei, 
deren  Kichtung  die  Ebene  AIB  im  Punkte  V  durchschneidet 
und  aus  deren  Zerlegung  die  Kralle  P,  Q  und  R  entspringen, 
allein  auf  den  Körper;  so  flilsst  sie  diesem  die  angegebene 
Bewegung  um  die  gefundene  Axe  IF  ein,  ausserdem  aber 
bringt  sie  ihm  eine  fortschreitende  Bewegung  längs  ihrer  Rich- 
tung bei,  vermiige  welcher  er  im  Zeittheilchen  dt  den  kleinen 

Vffdt^ 
Weg  =  -^- 

zurücklegen  wird. 

Anmerkung, 
g.  644,  Bei  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  war  es  sehr 
angenehm  zu  sehen,  auf  welche  Weise  die  Rechnung,  die  im 
Anfange  nicht  wenig  verwickelt  zu  sein  schien,  beständig 
gleichsam  von  seihst  zur  grossem  Einfachheit  gebracht  wurde, 
worin  man  ein  vorzügliches  Kennzeichen  der  Wahrheit  erblickt. 
Meistentheils  trifft  man  nämlich  eine  solche  Bequemlichkeit  der 
Rechnung  an,  während  man  sich  in  der  Erforschung  der 
Wahrheit  mit  glficklichem  Erfolge  befindet,  da  man  hingegen 
in  unentwirrbare  Rechnungen  zu  versinken  pflegt,  im  Fall  man 
von  der  Bahn  zur  Wahrheit  abirrt.  Und  zwar  bot  der  Grund- 
satz des  Minimums,  dessen  ich  mich  hier  bedient  habe,  die 
elegante  Auflösung  dar,  welche  sich  weif  verwickelter  ergeben 
haben  würde,  wenn  wir  sie  vorher  ans  den  ersten  Principien 
der  Mechanik  hätten  ableiten  wollen.  Nun  werden  wir  dem- 
nach die  Aufgabe,  womit  das  gegenwärtige  Kapitel  beschlos 
sen  wird,  im  allgemeinen  behandeln  können. 
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Aufgabe  Gl. 

§.  645.    Wird  ein  ruheiiiler  starrer  Körper  durch  beliebige 
Kräfte    atigef rieben,   so   soll    man   die    erste  elementare  Bewe- 
gung bestimmen,  welche  in  ihm  erzeugt  werden  wird. 
Äuflüsung. 

Nach  Lehrsalz  7.  (§.  620.)  werden  alle  antreilienden  Kräfte, 
wie  viel  ihrer  auch  da  sein  miigen,  auf  zwei  redncirt,  von  denen 
die  eine  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht,  die  andere 
aber  ausserhalb  desselben  gerichtet  ist;  die  erstere  Bei  =S, 
die  zweite  =  F.  Hat  man  diese  zwei  Kräfte  gefunden,  so  be- 
trachte man  zuerst  die  Kraft  V  allein  und  denice  sich  eine  ihr 
gleiche  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  entgegengesetzt  ange* 
bracht,  damit  dieser  auch  jetzt  in  Ruhe  erhalten  werde.  Man 
hestimme  nun,  wo  die  Richtung  jener  Kraft  V  eine  zwischen 
je  zwei  Uauptaxen  liegende  Ebene  durchschneidet  und  suche 
nach  der  vorhergehenden  Aufgabe  sowohl  die  Drehungsaxe, 
um  welche  der  Kürper  zuerst  sich  zu  drehen  anlangt,  als  auch 
den  unendlich  kleinen,  int  ersten  Zeittheilcben  hervorgebrach- 
ten Winkel.  Es  wird  aber  dem  Korper  ausserdem  eine  fort- 
schreitente  Bewegung  beigebracht  werden,  und  um  diese  zu 
fmden,  denke  man  sich  jene  zweite  Kraft  V  nach  ihrer  Rich- 
tung selbst  auch  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebrauht,  so 
dass  sie  jetzt  in  Verbindung  mit  der  frühem  Kraft  S  den  Kör- 
per antreilie.  Da  beide  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  ange- 
bracht sind,  so  entspringt  aus  ihnen  eine  reine  fortschreitende 
Bewegung ,  «nd  wenn  man  diese  mit  der  vorhergefundenen 
drehenden  Bewegung  verbindet,  erhält  man  die  ganze  durch  die 
vorausgesetzten  Kräfte  hervorgebrachte  Wirkung. 

Zusatz  1. 

§.  640.  Verschwindet  die  Kraft  V,  d.  h.  ergibt  sich  die 
einzige  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebrachte  Kraft  iS  als 
allen  antreibenden  Kräften  gleichgeitend,  so  wird,  wie  wir 
oben  gesehen  haben,  dem  Körper  mit  eine  fortschreitende  Be- 
wegung beigebracht. 

Zusatz   2, 

§.  647.  Ist  aber  die  Kraft  S  gleich  V,  hat  sie  jedoch  die 
entgegengesetzte  Richtung,  was  der  Fall  ist,  wenn  die  antrei- 
benden Kräfte  so  beschaffen  sind,  dass  sie  alle,  jede  nach 
ihrer  Richtung,    am  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht  sich 
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ivechselseitig    aufheben ;    so   wird  dieser  Mittelpunkt    in  li 
verharren  und  nur  eine  dcehende  Bewegung  erzeugt  werdei 


§:  648.  In  allen  übrigen  Fällen  »ird  in  dem  Kürpet  eine 
gemischte  Bewegung  erzeugt  werden,  die  eine  eine  fortschrei- 
tende, die  andere  um  eine  gewisse  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  gehende  Axc,  von  welchen  beiden  man  jede  getrennt 
betrachten  und  bestimmen  kann. 

Anmerkung. 

§.  649.  Dieselbe  Wirkung  wird  durch  diese  antreibenden 
KrSfte  hervorgebracht  werden,  wenn  auch  der  Körper  '.ich  in 
Bewegung  beÜndet,  sie  wird  aber  in  Folge  der  Vermischung 
mit  dieser  Bewegung  schwerer  erkannt  werden  kiinnen  Dreht 
sich  nämlich  der  Körper  schon  um  eine  andere  Axe  und  "ird 
er  nun  angetrieben ,  so  wird  nicht  nur  die  Winkelgeschwindig- 
keit, sondern  auch  die  Drehungsaxe  selbst  sich  ändern,  so  dass 
er  nun  anlangt,  sich  um  eine  andere,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  gehende  Äxe  zu  drehen.  In  dieser  Veränderung 
der  Axe  liegt  ferner  die  grössle  Störung  der  Bewegung  und 
«m  dieselbe  kii  entwickeln,  wird  es  zuerst  angemessen  sein, 
eine  äugen iitickliche  Störung  dieser  Art  genan  zu  bestimmen; 
diesen  (Gegenstand  wollen  wir  im  folgenden  Kapitel  behandein. 
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Kapitel    X. 

Von  der  durch  Kvlifie  hervorffebrackten  augenblickliche»  Ver- 
änderung der  Drehungsaxe. 


Aufgabe  62. 

g.  650.  Ein  starrer  Kflri)er  wird,  nährend  er  sich  um  eine, 
durch  den  Mittel |)unkt  der  Trägheit  gehende,  Äxe  dreht,  durch 
solche  Kräfte  angetrieben,  welche  ihm,  wenn  er  in  Ruhe  wäre, 
eine  drehende  Bewegung  um  eine  andere  Axe  beibringen  wür- 
den; man  soll  die  Veränderung  der  Bewegung  bestimmen, 
welche  in  einem  sehr  kleinen  ZeittheJlchen  hervorgebracht  wird. 
Auflösung. 

(Figur  8S.)  Da  sowohl  hei  der  schon  inwohnendeu,  als 
auch  bei  der  durch  Kräfte  beigebrachten  Bewegung  der  Mittel- 
punkt der  Trägheit  ruhet,  so  wird  er  auch  bei  beiden  vereint 
in  Ruhe  verharren.  Man  betrachte  demnach  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  l  als  den  Mittelpunkt  einer  Kugel,  auf  deren 
Oberfläche  sich  der  Pol  0  befindet  und  es  sei  10  die  Axe,  um 
welche  sich  der  Kfirper  schon  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  dreht  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  der  Punkt  .S  nach  s 
geführt  werde.  Nun  werde  aber  der  Körper  durch  solche  Kräfte 
angetrieben,  dass  er,  wenn  er  ruhete,  sich  um  den  Pol  Ä.oder 
die  Axe  tS  im  Zeittheilcben  dt  durch  den  Winkel  qdt^  drehen 
würde,  indem  wir  nSinlicb  gesehen  haben,  dass  dieser  Winkel 
mit  dem  Quadrat  der  Zeit  dt  homogen  ist  und  es  erfolge  diese 
Umdrehung  in  dem  Sinne,  dass  der  Punkt  O  nach  m  geführt 
werde.  Es  wird  demnach  der  Winkel,  welchen  diese  zwei  Axen 
Ol  und  Si  in  /  bilden,  oder  auf  der  sphärischen  OberÜäche 
der  Bogen  des  grössten  Kreises  OS=s   gegeben   und  es  wird 
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im  Zeittheilchen  dt  iltesei'  Bogen  OS,  hi  Folge  «1er  iHHohneii- 
den  Bewegung,  sich  um  den  Pol  O  durch  den  Winkel  SOs 
=  Sldt  drehen  und  in  die  Lage  Os  gelangen,  so  dass  der 
kleine  Bogen  Ss=Sldtems 

ivird.  In  Folge  der  beigebrachten  Bewegung  wird  aber  der- 
selbe Bogen  OS  sich  um  den  Pol  S  durch  den  Winkel  OSa 
^=qdt^  drehen  und  in  die  Lage  Sa  gelangen,  so  dass  der  kleine 
Bogen  Ooj  — yrfPsins 

ivird.  Durch  diese  beiden  Bewegungen  zugleich  wird  daher 
der  Punkt  S  nach  s  und  der  Punkt  O  nach  m  übertragen  wer- 
den, well  keine  von  beiden  Uebertragungen  die  andere  stJirl; 
alle  übrigen  Punkte  iverdeii  aber  an  beiden  Bewegutigen  Theil 
nehmen.  Ein  beliebiger  auf  dem  Bogen  OS  so,  dass  Oo  =  <a 
ist,  angenommener  Punkt  o  wird  in  Folge  der  inwohnenden 
Bewegung  um  O  nach  m  übertragen  werden,  so  dass 
om^=Sldtswto  wird;  in  Folge  der  erzeugten  Bewegung  aber 
wird  er  um  ä  nach^  überfragen  werden,  so  dass  oji— ^<Z(%in(s — ro) 
wird.  Je  nachdem  nun  o//i>oft  oder  ow,<,o^  ist,  wird  der 
Punkt  o  in  Folge  beider  Bewegungen  vereint  gegen  m  oder  ft 
hin,  duriib  den  Unterschied  dieser  kleinen  Bogen  sich  bewegen- 
Ist  daher  omz=oii,  so  wird  der  Punkt  o  in  der  Wirklichkeit 
ruhen  und  desswegen  der  Pol  sein,  um  welchen  der  Körper 
als  jetzt  sich  drehend  gedacht  werden  inuss;  so  dass  in  b^lge 
der  antreibenden  Kräfte  die  Drehungsaxe  10  im  Zeittheilchen 
dt  nach  lo  übertragen  werden  würde.  Um  daher  diese  augen- 
blickliche Veränderung  der  Axe  zu  finden,  setzen  wir  öwi  — ojt 
oder  Sidts'i 


I  erhalte! 


,a,  =  qdt^smU-a,), 
St  gm  CD  =  1} dt  sin  s  er 
IS   geht  hervor,   das 
id  wenn  wir  daher 

wonach 

}Sfa—ijdtco 
s  der  Böge 
sinu^ca  m 

^dt  smi 

,__^i 

I  unendlich 
=  I  setzen. 


~Sl  +  qdtci 

Cm  diese  Axe  lo  dreht  sich  der  Körper  mit  einer  eben  so 
grossen  Winkelgeschwindigkeit,  als  mit  welcher  im  Zeittheil- 
chen dt  die  Punkte  O  und  <S  nach  ta  und  s  übertragen  werden, 
woraus  man  dieselbe  wird  erkennen  können.  Da  nämlich  mit 
derselben  im  Zeittheilchen  dt  der  Winkel 

beschrieben    wird,    im    vorhergehenden    Zeittheilchen    aber    in 
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Folge  einer  ähnlichen  Kraft,  «eiche  letztere  man  iiäiiiUch  nicht 

als  plötzlich  entstanden  annehmen  kann,  dei  hes;(hriebene  Winkel 

=  rf((J2— ^rf(G08s) 

geschätzt  werden  muss,  ihr  Unterschied  also 

=:'ifldt'^coss 
ist,  so  hat  die  Winkelgeschwindigkeit  den  Zmiach^ 

'iq  dt  VOSS 
erhalten.  Aus  einem  ähnlichen  Grunde  hat  rain.  Med  der 
Werth  ff,  wahrend  er  zur  Bestimmnng  continuirlichei  Aende 
rungen  eingeführt  wird,  verdoppelt  vieiden  niusa,  auch  den 
kleinen  Weg  Oo  doppelt  so  gross  anzunehmen  Während 
nämlich  in  der  Rechnung  der  Punkt  O  als  bestiiudi^  foit^chrei- 
tend,  hier  aher  als  in  o  ruhend  angenommen  nnd,  ist  der  hier 
gefundene  Zwischenraum  Oo  verschieden  von  dem  kleinen 
Wege,  durch  welchen  der  Drehungspol  fortgeführt  wird;  man 
denke  sich  nämlich  den  Punkt  o'  so,  daes 

Oo'=20o 
ist,   alsdann  wird   o'    der  Drehungspol   nach  der  Zeit  dt  sein, 
während    es   anfänglich    O  war.     Unter    dieser    Votaussetzung 
wild  nämlich   offenbar   der  Punkt  o  inzwischen  unbewegt  blei- 
ben.   Da  wir  nun  hier 

gefunden  haben,  so  wird  der  kleine  Weg,  durch  welchen  man 
den  Drehungspül  als  fortgeschritten  ansehen  inuss,  doppelt  so 


angenommen  werden  müssen.  Die  Kräfte,  welche  dem  Körper, 
wenn  er  ruhote,  eine  drehende  Bewegung  um  die  Axe  IS  im 
Sinne  Ow  beibringen  würden,  vermöge  welcher  im  Zeitlbeil- 
cheii  dt  der  Winkel 

OSa=qdi^ 
beschrieben  werden  würde,  sturen  demnach  die  dem  Körper 
schon  inwohnende  drehende  Bewegung  um  die  Axe  lO,  im 
Sinne  Ss  und  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl,  dermaassen, 
dass  nach  Verlauf  des  Zelttheilchens  dt  die  Drebungsaxe  die 
gerade  Linie  lo  ist,  welche  von  der  vorhergehenden  10  gegen 
iS  hin  um  den  Winkel 

^,        2gdts>\ns 

OU=z—^— 
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absteht  und  dass    zugleich    die    Geschwiniligkeit    der    Drehung 

Sl  den  Zuwachs  =^'iqdtQii&s 

erhält. 

Zusatz    1. 

g.  631.  Wenn  die  antreibenden  Kräfte  im  entgegen  gesetz- 
ten Sinne  gerichtef  ivitren,  so  miisste  man  die  GrOsse  <i  nega- 
tiv annehmen  ,  es  würde  der  Punkt  o  auf  die  Verlängerung  des 
Bogeiis  SO  jenseits  0  fallcu  und  die  Drehungsgeschwindig- 
beit  vermindert  werden, 

Zusatz  2. 

§.  652,  Versehwindet  der  Bogen  OS  oder  ist  er  einem 
Halbkreise  gleich,  so  wird  die  Drehungsaxe  10  nicht  verändert, 
sondern  die  ganze  Wirkung  auf  eine  Beschleunigung  oder  Ver- 
zögerung der  frühem  drehenden  Bewegung  verwandt.  Diess 
ist  der  schon  oben  (§.403.)  behandelte  Fall,  wo  wir  gezeigt 
haben,  dass  die  Zu-  oder  Abnahme  der  Winkelgeschwindigkeit 
^:^2qdt  ist. 

Zusatz    3. 

§.  653.  Ist  der  Bogen  OS  der  Quadrant  eines  Kreises, 
also  coss  — 0,  so  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  keine 
Aenderiing  erleiden,  sondern  die  ganze  Wirkung  der  Kräfte 
auf  eine  Veränderung  der  Drehungsaxe  verwandt  werden,  indem 
diese  entweder  S  genähert  oder  davon  weiter  entfernt  wird, 
Anmerkung  1, 

g.  654,  Hier  haben  wir  nur  solche  Kräfte  betrachtet,  welche 
dem  Korper,  wenn  er  ruhete,  eine  einfache  drehende  Bewe- 
gung beibringen  wiirden,  wobei  der  Mittelpunkt  der  TrHgheit 
unbewegt  bliebe,  welche  Wirkung  beliebige  Kräfte  hervor- 
bringen, wenn  nur  ihnen  gleiche  und  entgegengesetzte  im  Mit- 
telpunkte der  Trägheit  angebracht  werden,  wie  diess  im  obigen 
Kapitel  ausführlich  gezeigt  worden  ist.  Für  andere  Kräfte 
wird  aber  die  Untersuchung  nicht  schwieriger  sein,  da  diese 
immer  dieselbe  Wirkung  hervorbringen,  als  wenn  ihnen  gleiche 
und  entgegengesetzte  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht 
wären;  eine  fortschreitende  Bewegung,  welche  sie  ausserdem 
dem  Körper  einflössen,  würde  nämlich  auch  hier  nichts  in  der, 
dem  Körper  schon  inwohnenden,  drehenden  Bewegung  verän- 
dern. Selbst  wenn  auch  in  dem  Körper,  ausser  der  drehenden 
Bewegung  um  die  Ase  10,  schon  eine  fortschreitende  Bewe- 
gung   stattfände,    würde  diese   durch    die  um    die  Ase  IS  er- 
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zeogte  drehende  Bewegung  gar  nictit  verändert  werden.  Hier 
nach  erstreckt  eich  die  Äuflüsung  dieser  Aufgabe  sehr  weit 
und  Itann  auch  auf  die  fortschreitende  Bewegung,  welche  der 
Körper  entweder  schon  hat  oder  durch  antreibende  Kräfte  er- 
langt, ausgedehnt  werden.  Da  nun  diese  Combination  der 
fortschreitenden  Bewegung  mit  der  drehenden  keine  Schwierig 
keit  hat,  so  war  es  hier  vorzüglich  niithig,  sorgfältig  zu  be- 
stimmen, wie  sehr  eine  drehende  Bewegung  in  Folge  einer 
andern,  ans  Kräften  entspringenden  drehenden  Bewegung  ge- 
stört wird. 

Anmerkung  2. 

§.  6Ö5.  Wenn  die  Axe  10,  um  welche  der  KOrper  sich 
jetzt  nach  der  Annahme  dreht,  eine  der  Hauptaxen  tväre,  so 
würde  der  Kmper  diese  Betvcgung,  im  Fall  keine  Kräfte  ihn 
antrieben,  beständig  beibehalten,  wie  iiir  im  Vorhergehenden 
beniesen  haben.  Ist  aber  lO  keine  Uauplaxe,  so  wird,  wenn 
auch  keine  Kräfte  von  aussen  her  einwirken,  die  Bewegung 
doch  nicht  beibehalten  werden  können,  weil  diese  selbst  KralUe 
hervorbringt,  welche  dahin  streben  die  Drehungsaxe  abzulenken. 
Wollen  wir  in  diesem  Falle  erforschen,  eine  wie  grosse  Ver- 
iinderung  in  der  Drehnngsaxe  erzeugt  wird,  so  ist  es  nicht 
hinreichend,  die  von  aussen  her  auf  den  Körper  wirkenden 
Kräfte  zu  betrachten;  sondern  man  muss  mit  ihnen  auch  die 
aus  der  drehenden  Bewegung  entspringenden  Kräfte  verbinden, 
welche  auf  die  Axe  einwirken,  wie  wir  oben  gezeigt  haben. 
Da  diese  Kr.ilte  nun  von  der  Lage  der  Drehungsaxe  10  in 
Beziehung  auf  die  Hauptaxen  des  Körpers  abhängig  sind,  so 
wird  es  zur  Suche  gebijren,  ehe  wir  weifer  fortschreiten,  im 
allgcnieinen  zu  erforschen ,  auf  welche  Weise  durch  beliebige 
Kraft«  die  Lage  der  Drehungsaxe  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen 
des  Körpers  verRndert  wird. 

Aufgabe  63. 

§,  656.  Es  ist  die  Lage  der  Drehungsaxe  in  Bezug  auf 
die  drei  Hauptaxen  gegeben,  und  es  wird  dieselbe  durch  an 
treibende  Kräfte  so  verändert,  dass  der  Körper  nach  Verlauf 
eines  sehr  kleinen  Zeittheitchens  sich  um  eine  andere  Axe  dre- 
het; man  soll  die  Lage  dieser  veränderten  Axe  in  Bezug  auf 
die  Hauptaxen  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  gy.)     Man    betrachte   wie<ier    eine    sphärische  Ober- 
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fläche,  in  deren  Mittelpunkte  sich  des  Körpers  Mittelpunkt  der 
Trägheit  /  befindet,  es  seien  nun  die  Radien  lÄ,  W,  IC  die 
Hauptaxen  des  Körpers  und  es  drehe  sich  derselbe  um  die 
Axe  10  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ß.  Da  die  Lage  die- 
ser Axe  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  gegeben  ist,  so  setze  man 
die  Bogen  AO  =  a,  BO=ß  und  CO=y,  so  dass 
C0saHcosp  +  c<,sy'=l 


werde.     Hierauf  setze 

man  al; 

ler  dit 

iWi: 

nkeIß/fO: 

=i,  CBO- 

und  ACO  =  v,  alsdai 

in  wird, 

,  weil 

AB 

,  BC  und 

CA  Quadi 

ten  sind: 

cos/3=sinacosi,  < 

;osy  =  H 

in  ff  CO 

S^  ,.nd   cos«:r 

zsinj'cosv 

Hieraus  folj;ti 

ccisy 

cosi=^j^,  cosfi 

,  cosi 

'  — - 

iny' 

siul,=:-T--^,  sinfi: 

=sS' 

sinv 

=  5 

•sä 

-^;  also 

my 

*g^=SJ'  '^<'-- 

^cosy' 

tgv: 

=ro 

—  und  fg 

Atgfitgv. 

Diess   ist   eine  Relation 

zwischen 

den   drei 

Winkeln  ;i 

und  V,    wodurch   die 

Bogen 

«,  ß 

und 

y   SO    besti 

mmt    nerd 

dass  man  hat: 

t^^=Ml.  =  ^?}M:, 

W  =  *7^  = 

cotgi; 
siuft 

"'      cosv        sinv 
Mittelst  der  angeführten   Relationen   werden,    wenn  BAO 
=  1  und  AO^=a  gegeben  sind,  die  übrigen  Werfhe  so  bestimmt, 
dass  man  hat 
cos  |3  ^  sine  cos  i,  cos)'=;sinusini,    tgft  =  — r-j- 

und  tgv-tg«cosA. 
Wenn  nun  vermOge  der  antreibenden  KrSfte  im  Zeittheil- 
eben  dt  die  Drehungsaxe  10  nach  lo  übergeht,  so  kann  man 
den  ganzen  Körper  betrachten,  als  ob  er  sich  inzwischen  um 
die  Axe  lo  gedreht  hätte,  bei  weicher  Bewegung  die  Punkte 
A,  B,  C  ihre  Abstände  vom  Punkte  o  beibehalten  werden,  so 
dass  nach  Verlauf  des  Zeittheilcheiis  dt  der  Drehungspol  o 
von  den  Hauplpolen  A,  B,  C  die  Abstände  Ao,  Bo,  Co  haben 
wird.  Ist  daher  der  elementare  Winkel  OAo^dX  und  Ao^^tt 
+d«  gegeben,  so  erhält  man  die  Veränderungen  der  übrigen 
Winkel  und  Bogen  durch  gewöhnliche  Differentiation: 
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dk^m 

« 

sin  i — da  c 

osacas 

A 

—  dXi 

«in 

eiiiiS 

a 

—  da^ 

^ii 

smy 
a-dlsm 

acosff. 

CO« 

a 

rfacos 

a 

i  tt^  +  sin  a'- 
-dXsioai 

=sini'* 
;oscesii 

U 

Zusatz   IJ 

§.  657.  Künnte  man  von  diesen  Diflfereiitialen  zu  den  In- 
tegralen fortschreiten,  so  wörde  man  im  Körpet  ku  jeder  Zeit 
diejenige  Axe,  um  welche  et  feich  alsdann  drehte  und  ihre 
Laj^e  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  angeben  können. 

Zusatsi  2. 
§.  658.  Wir  nehmen  hier  namüch  keine  Rücki,  cl  t  auf  d  e 
ßeii'egung  des  Kiirpers,  sondern  es  handelt  sich  n  larun 
die  augenblickliche  Veränderung  der  Drehungsaxe  K  z  ^  auf 
die  Hauptaxen  kennen  zu  lernen;  daher  ist  die  D  ei  n^  ^e 
schwindigkeit  hier  nicht  in  die  Rechnung  eliigetrete 

Zusatz   3. 
§.  659.     Da    in    der    vorhergehenden    Aufgabe     der    kleine 
fiogen  Oo  bestimmt  worden  ist,  so  wird  hier 

Oo= Vda^+dl^sTn'^'' 
und   ferner,   zur   Bestimmung   seiner    Lage    in   Bezug    auf  den 
Bogen  AO  oder  Ao 


gAoO=- 


haben. 


rfJ-siuK 


■  o.!ci 


»AoO  =  - 


dX.i 


Oo 


{  hierdurch  jetzt  die  Elemente 
da  —  Oo.cotiAoO  und  i^A— — ^ 


§.  660.  Sind  daher  die  Kräfte  bekannt,  durch  welche  ein 
Körper  angetrieben  wird,  während  er  sich  um  irgend  eine  Axo 
dreht,  so  kann  man  nach  dem  vorhergehenden  Kapitel  die 
Axe  bestimmen,  um  welche  er  sich,  wenn  er  ruhete,  zu  dre- 
hen anfangen  würde.  Mittelst  der  vorhergehenden  Aufgabe 
wird  man  ferner  die  in  der  Drehungsaxe  eingetretene  Aende- 
rung  erforschen  könne».     Wenn    sich   aber  der  Körper    zuerst 
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nicht  nm  irgend  eine  Hauptaxe  drehet,  inuss  man  ausser  den 
äussern  Kräften,  dureh  «eiche  d«r  Körper  etwa  angetrieben 
wird,  voraßglich  diejenigen  in  Betracht  ziehen,  welche  aus  der 
drehenden  Bewegung  selbst  nnd  der  Centrifugalkraft  entsprin- 
gen. Haben  wir  diese  Kräfte  oben  auch  im  allgemeiner]  ange- 
gehen,  so  muss  man  sie  doch  nun  von  neuem  in  Bezug  auf 
die  Hauplaxen,  in  so  weit  die  Drehungsaxe  von  ihnen  abweicht, 
bestimmen.  Sind  diese  bekannt,  so  wollen  wir,  da  es  leicht 
ist  sie  mit  äussern  Kräften  zu  verbinden,  sie  künftig  allein  be- 
trachten und  genau  erforschen,  wie  stark  die  Lage  der  Dre- 
hungsaxe durch  sie  gestört  wird. 

Aufgabe  64. 

§.  6(jl.  Dreht  sich  ein  starrer  Kürper  um  eine  beliebige, 
durch  seinen  Mittelpunkt  dei-  Trägheit  gehende,  Ase,  deren 
Lage  in  Bezug  auf  die  Haiipfaxen  gegeben  ist;  so  soll  man  die 
Kralle  linden,  welche  hieraus  für  die  ötürung  der  Drehungs- 
axe hervorgeben. 

Auflösung. 

(Figur  91.)  Es  sei  /  der  Miltelpnnkt  der  Trägheit,  ferner 
seien  lA,  IB  und  IC  die  Hauptaxeii  und  Ma^,  .Mb"  und  Mc^ 
die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  sie.  Es  drehe  sich 
aber  der  Kürper  um  die  Axe  10  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit =  Si  und  man  fälle  aus  dem  beliebigen  Punkte  O  dieser 
Axe  auf  die  Ebene  AlB  das  Perpendikel  OL  und  nenn  man 
nun  die  gerade  Linie  IL  zieht,  sei  der  Winkel  AIL~m  und 
hlO=:n.  Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Lage  dieser 
Ase  lO  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen: 
cos^/0  =  cosmcosn,  cosB/O^^sinmeoSH  und  cosC/0-sinn. 

INimmt  man  nun  die  Hauptaxen  als  Coordinatenaxen  an, 
so  ziehe  man  ihnen  parallel  die  drei  Cuordinaten  lX^:^x, 
XY=y  und  YZ=z,  und  wenn  man  ferner  in  Z  ein  Element 
dM  des  Körpers  annimmt;  so  hat  man  nach  der  Natur  der 
Hauptaxe  n : 

fMjdM=0 ,  fxxdM=0  unä /i/idM=0  (g.  4t>2.). 

Ausserdem  hat  man 
Jliß  +  i^)dM=  nia^ßx^  +  z^dM=  Mb^  und  Jl^^, -\-2/^)dM-^31c% 
also 
fic^dm=:^kM\_b'^  +  c2-a*J,  Sv^dM—  ^km\_a^  +  c^-6'] 

und/tMyl/=V2^?[«2+i,*— c*]. 

Hierauf  ziehe   man   in  der  Ebene  AOB  die  Linie  W  nor- 
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mal  auf  IL  und  in  der  Ebene  LOC  die  Linie  IQ  normal  auf 
lO ,  so  dass  die  geraden  Linien  lO,  IP  und  IQ  auf  einander 
normal  sind;  alsdann  wollen  wir  diese  iils  Coordinatenaxen  an- 
wenden. Zu  diesem  Ende  ziehen  wir  zuerst  rS#//>  in  der 
Ebene  AIB,  alsdann  wird 

lS=a:cos«t  +  i/snnH  uii'l   FS^j/cosm— a^sinin. 

Ferner  ziehe  man  aus   Z  die  Linie  Zy!flf  YS,  welche  er- 
stere  auf  die  Ebene  LIO  normal  und  wobei 

%=3,cosin-a:sinwi  und  Stj^rZ:=^z 
sein  wird.     Endlich   fälle  man    aus  y  auf  lO  das   Perpendikel 
ya:,  so  dass  nun  die  verlangten  Coordinaten 

Ia;=  X,  ^c-i/  =  Y  und  yZ  =  Z 
sind  und  wir  haben: 

^=/ScosM  +  Äjsinj(=:ccosn(cosn+2/sInM(co8n  +  !sin«, 
F=)/ScosM  — /5sinM  =  ico8«  — a:cosmsinn  — ^sin?Hsin«    und 
Z:=y  cos  m  —  w  sin  m. 

Da  nuu   das  in   Z   gelegene    Element    dM,    in    Folge    der 


Winkelgeschwindigkeit  =Sl,  eine  Centrifugalkjaff  - 


2« 


(§.  331.)  ausübt,   so   entsteht  hieiaus  eine   Ifings  .-ei/  gelichtete 
VVil 
•'S 


Kraft     =: — a ""(^  eine,   nach  dei  yZ  parallelen  Richtung 


in  X  angehrachte  Kraft=  — 4- Da     aber     diese    Kräfte, 

weil  fYdM—O  und  fZd3I=li  ist,  sich  wechselseitig  aufheben, 
so  hat  man  nur  ihre  Momente  in  Betracht  zu  ziehen.  IVimmt 
man  demnach  /0=/'an,  so  ergibt  sich  in  O  die  IQ  paral- 
lele und  allen  Kräften  yZ  gleichgeltende  Kraft  Oq,  wenn  man 
nur  die  diesen  Krüften  gleichen  und  entgegengesetzten  im 
Mittelpunkte  der  Trägheit  /  anbringt,  Wegen  der  Momente 
hat  man  nun 

Oi}.lO  =  ^fXYdm  und   Op.IO  =  ^fXZdM, 
also 
die  Kraft    Oq=^fXYd!H  und  die  Kraft  Op=§^fXZdM. 
Geht  man  aber  auf  die  Hauptcoordinateii  zurück,  so  hat  man 
p[YdM=sm»cosn[fi^!a-i:osmya:^dM-~siam'/y^dM] 
und     fXZdM=sinmcosmeosnlfy\lM-fw^dItl]; 
also  mittelst  der  angegebenen  Momente: 

/XrdM—MB\nncosn[a^cosTifi-\-b^sinni^—c-^] 
und        /^Zdil!/=i(fsinmcos)»cos«K-ö']. 


yGoosle 


323      Kap.  X.      Von  der  üttrch  Kräfte  kervorgebrac/Ueti 

Ans  der  drehenden  Bewegung  entstehen  folglich  diese  KrSfte 
Oj,  _  ^^-—         _ 

und  ,.        }Hß.^smncosn\a^cosm^  +  ft^Bwnfl—cn 

"••= ^fy '■ 

nelclie  im  Pujikfe  0  nach  den,  OP  und  OQ  parallelen,  Rich- 
tungen angebracht  sind,  wobei  man  sich  aber  ihnen  gleiche 
uiirf  entgegengesetzte  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  /angebracht 
zu  denken  hat. 

Zusatü   ]. 
§.  fiö2.     Da    die  Kralt   Oq  auf  die  ßrelmngsase   10  in   O 
nonnal  ist,    so  wird    sie  verlängert   die  Ebene  AOB  in  einem 
Punkte  M  schneiden,   welcher   auf  der   verlängerteii   Linie  IL 
liegt  und  es  wird,  weil  lOM  ein  rechter  Winkel  ist, 

IM-^i^-  «iN'l  OiI/=/tg«. 

Zusatz  2. 
5  663    Die  Richtung  der  indem  Kraft  Op  ist  aher  auf  dieEbene 
LIO  nft  Olli    «ed  sie  der    in  der  Ebene  AIB  nui  IL  normalen, 
IP  parallel  i>t     es  wird  ferner  die  Ebene  fO<f  erweitert  gegen 
die    Ebene     ÜB    untei    einem    Winkel  =tOo_„   geneigt  sein 
und  dieselbe  in  einer  auf /Unoiinlen  geraden  Linie  schneiden. 
Zusat?    i 
5    QiiX     Weil  diese  ins  der  drehenden  Bewegung  entsfirun- 
genen   Kriilte   ihnen    gleiche    und    entgegengesetzte    im   Mittel- 
punkte   der   Xr^gheit   angebracht   haben     nerden    sie    nur    die 
drehen  !c    Bewegung    sttren  und   dem  Korper    durchaus    keine 
fortschreiten  le  Bewegung,  beibrii  gen     ^o  d  iss   der  Mittelpunkt 
der  Tr'iLjheit  in  Ruhe  lerhanen  wird 
Aufg  ibe    m 
j   66j      Nachdem     man    die  Kr'ifte    gefunden  hat,    welche 
aus    der  dreiienden    Bewegung   als    dieae   störend   entspringen, 
soll  min  die    Vxe  bestimmen    um  welche  diese  Kräfte  den  Kor- 
per    wm  n  ei  m  Ruhe  fiäre,  diehen  wurden 
Aufl  i'.ung 
(Figur  92.)     Bleibt    alles    wie    in    der   vorhergehenden  Auf- 
gabe,  so  dass    lA,   IB   und    IC  Hauptaxen  und    die  Momente 
der   Trägheit   in  Bezug  auf  sie  JWa»,   Mb'^  und    Mc^  sind,   so 
sei  10  die  Axe,  um  welche  sich  jetzt  der  Kiirper  mit  der  Ge- 
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Sfhnindijrlteit  Sl  dreht  und  deren  La^e  durch  die  Winkel 
AIL  =  m  und  LJO^=n  liestimrat  wird.  Dabei  sei  Jie  gerade 
Linie  OL  normal  auf  die  Ebene  AOB ,  so  dass,  wenn  man 
lO  —  f&cUi, 

IL=^fcosn  und   OL=fs\nn 
iverde.     Zieht  man  nun   aber  aus  O  auf  10  die  Normale  OM, 


zieht  man  ferner  auf  IM,  in  der  Ebene  AIB  die  Normale  MA, 

Nun  hat  man  aber  in  O  die  Kräfte  Op  «od  Oq,  von  de- 
nen die  ersteige  parallel  AM,  die  letztere  mit  OM  in  einer  ge- 
raden Linie  liegt  und  es  sind  diese  Kräfte 

"~  Vs 

iinil        „         iHJi».in«cos»[<i2co.™>  +  4'.iii.«'— c»l 

"1= -Ify 

Die  Richtung  ihrer  mittlem  Kraft  ivird  die  Ebene  AIB 
irgendwo  in   V  auf  der  geraden  Linie  MA  schneiden,  so  dass 

MOiMV^Og:Op 
wild,  woraus  man 

_  /•sinmcoS)H(B^  — 6^) 

sia  m  cos  m(a^—m 

aus  schliesst  m 


MV= 


iBAIV=t^^.n^Mir)^-^:^^, 
welchen  Winkel  AIV  wir  oben  (§.  639.)  S  genannt  haben;   i 
der  Abstand 

sei,  welchen  letztem  wir  oben  A  genannt  haben,  so  dass 


h  = 


cos  n  sin  Ö  [h*  cos  m^  +  6*sin  n*^— c^j 

/-(a^-c^)cos«i 


mgebracht  denken,  i; 


""  cos n  cos  d \a^ cos nfi  +  b^ sin nfi-^c^} 
■  daher  jetzt  im  l'unkte  V  jene  Kräfte 
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die  Kraft    rM= —  ^^^         ^ '~ 

und  _  itf.figsinTtcos»[a''cosm''+6^sin»|g— gg] 

von  denen  die    letztere,   längs    VRi^LO  und  längs   FZV#itf£ 
zerlegt,  ergibt 

die  Kraft  liiiigs    VR 


die  Kraft  l.lngs   VN=- 

-III 
wo   die  crstere   liie   oben  mit   dem  Buchstaltcn  P,   bezeichnete 
Kraft  ist.     Der  obige  Ausdruck  der  auf  IV  in  der  Ebene  ÄIB 
normalen  Kraft,  liämiieh  Ocus  J— /»siiitf   ist  hier   VM-coeSlIV 
—  FiV.sinitf/F,  woraus  sich  ergibt 
_       ,     n  ■    ^     ^■ü^slnmcosmcosn'(«^ — b^)(a^cosm^-\-6^sinnfl — c^) 

Da  ferner  ,      (6" —- c^)  s\nm 

ist,  so  wi[d 

~V'o*cosma  +  64sinirt2+(;*~2c2(tt2^ösm^  +  63^i^' 
Nacbdem  diese  Ausdrucke  bestimmt  sindi  sei  IF  diejenige 
Axe,    um  welche   diese   Krfifte   de»   KOrper,    wenn    er   ruhete, 
drehen  wurden,    fällt  man    nun  aus  F  auf  die  Ebene  Alß  das 
Perpendikel  FE  und  setzt  man   die  Winkel  AlE^n  und  EIF 
=  6,  so  haben  wir  nach  Aufgabe  60.    (§.  639.) 
_,i-'c<,Hd      «'(«"->)  cos  Wi 
Ig»?— ^2  sin  5—^,2(62  — c2)sin>« 

und  tg9  =  - — rrö s — -b^sinri^^ ....... — __i, 

'  Jic^coso  '  c^(a^ — c')siüw 

Endlich    wird    im    Zeitllieilchen    dl  um    diese  Axe  IF  ein 
Winkel  dm  erzeugt  werden,  so  daas  wir  haben 

_  Si^dt'^>iinncosnVa^ä^—c^)^cnsm'i-{-  li*(^^'^fsinm'^ 


—  ^6'''siiiT,cosö 

i2g(6''— c«)rfPsinmsinwcosw 
2«*  cos  J)  cos  ö 

Zusatz]. 

g.  666.     Werden  zur  Bestimmung  der 
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lO  die  Winkel  OlA^^a,  01B=  ß  imd  OIC~y,  zw  Bestim- 
mung der  Axe  der  elementaren  Drehung  IF  aber  die  Winkel 
FIA=.1i,  FIB=^  und  FW=€  gesetzt;  so  habeu  wir: 

und      cosJ(=cosj;cosö,  cos5=— sinTjcosÖ,  cr>s€  =  sinö. 
Zusatz  2. 
§.  667,    Da  ferner 


so  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

•\^^5(^ä"I^^"^sc'^  +  MCA2— f2)''co 
setzt. 


w 

i  ferner 


V^" 


-f-  ö*c*  (i^  —  c^)^cosß''  cos/^ 
■hält  man 

^,  ß%2(i2„c2)cos^COSy 

cos  i\  =  


V 

a%^(c' 

rrJLSl! 

leoy. 

«243  (ßi 

■-4«)  CO., 

,e.»fi 

und  ,    _il'^'Pdt^ 

Anmerkung. 
§.  eeS.     Was    den  Sinn  betrifft,    in   welchem  die  Drehung 
um  die  Axe  IF  erfolgt,  so  hat  man ,  «'eil 
Sl^Wdl'^ 
*'"  "  2a^b^c^ 
immer  positiv  ist,   zu  hemerken,   dass  bei  der  Aufsuchung  die- 
ses Werthes    die  Kraft    Vß  als  positiv   betrachtet  worden  ist, 
wesshaJb    trach    der  Figur    der  Punkt  E   im  Sinne  Ee  gegen  A 
hin,  bei    der  drehenden  Bewegung   fortgeführt  wird.     Obgleich 
dieses  Verhältniss  nur  in  der  Figur,  wo  die  Winkel  nt,  n,  ij,  ö 
positiv  und  kleiner  als  90''  sind,  stattfindet,  so  kann  man  doch 
hieraus  richtig  auf  das  Verhältniss  des  Sinnes  schliessen.     Ist 
dieses  einmal  in  die  Rechnung  eingeführt,  so  werden  wir  hier- 
Buf  allgemein   bei  der  Wahrheit  bleiben.     Uehrigens  ist  es  klar. 


y  Google 


332      Kap.  X     Von  der  durch  Kräfte  hei  vorgebrachten 

dass,  wenn  die  Äxe  10  in  eine  der  Hauptaxen  iailt,  rfro=0 
sein  wird;  denn  wenn  k~0  ist,  "Ird  ß  =  )/— 90",  also  cos|3 
^=co?y=Q  und  es  vetseluvindet  in  diesem  Falle  die  Griisse 
W.  Zugleich  eieht  man  ein,  dass  in  keinem  andern  Falle  diese 
Störung  da  verschwinden  kann  und  es  daher  nicht  mehr  als 
drei  freie  Drehungsaxen  geben  wird,  wenn  nicht  etwa  zwei 
Hauptniomente  einander  gleich  sind. 

Aufgabe    66. 

§,  669.  Dreht  sich  ein  Kürjier  um  eine  beliebige,  durch 
seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende  und  von  de«  Hanpt- 
axen  verschiedene  Ase;  so  soll  man  die  augenblickliche  Aen- 
derung  bestimmen,  welche  so  wohl  die  Drehungsaxe,  als  auch 
die  Winkelgeschwindigkeit  erleidet. 

Auniisung 

(Figur  93.)  Man  übertrage  alles,  was  wir  in  der  vorher- 
gebenden Aufgabe  gefunden  haben,  auf  eine  um  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  /  beschriebene  sphärische  Oberfläche,  auf 
welcher  A,  B,  C  die  Polo  der  Hauptaxen  und  in  Bezug  auf 
welche  letztern  Ma^,  MO^,  Mc^  die  Momente  der  Trägheit 
sind.  Ferner  sei  O  der  Pol  diirjenigen  Axe,  um  welche  sich 
der  Körper  jetzt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^£1  im  Sinne 
ABC  dreht.  Hat  man  aus  C  durch  O  den  griissten  Kreis 
COM  gezogen,  welcher  ein  Quadrant  ist,  so  werden  die  Bogen 
AM=m  und  MO~n.  Ferner  nehme  man  auf  der  Verlange 
rung  des  Quadranten  BA  den  Bogen  AE:='ri  und  auf  dem 
nun  gezogenen  Quadranten  CE  den  Bogen  ES=:0  au;  so  dass 
man  habe 


'S''  =  7,-^7P=7;ä)^ii^  «J' 


65(62— c*)sinm  a'^  —  c^      "       6^— c"^ 

una 

fl_  b^s]nmsin'^(n^-b^)cosn  ___  a'^casmcostj  (a^-(i^)cosn 
^^—  c»(a»  — ca)8inM  ~"  c-W-c^'JBmn 

Hat  man  dieses  auf  solche  Weise  bestimmt,  so  wird  ht 
Folge  der  Centrifugalk raffe  des  Körpers  derselbe  das  Bestreben 
haben,  sich  um  den  Pol  S  im  Sinne  Ee  zu  drehen,  so  dass 
er  im  Zeiltbeilchen  dt  den  Winkel 

_  £i^(a^ — c^ydt^cosmsiitncrisn Sl^(li^ — c^jrfi'sinmslnncos« 

"~  26^sini)COsö  2(i''cosj;cosö 

oder  _  Sl^(a^-b'^)dl^  sin  mconm  cos  n^ 
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beschreiben  norde.  Man  ziehe  demnach  den  Bogen  des  gross- 
ten  Kreises  05,  dersellie  sei  =s  und  «ir  haheii  lim  hernach 
zu  bestimmen,  ferner  wird  in  der  Aufgabe  62.  (§.  650.) 

5"—  Zc'sinÖ 

Hiernach  wird  sich  der  Körper,  in  Folge  der  elementaren 
drehenden  Bewegung,  so  um  den  Pol  o  drehen,  dass  der 
kleine  Bogen 

„'^("^ — 6^)d(sinmcosmco9»*sinj 
c^sinö 
ist;  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  wird  aber  einen  Zuwachs 

'^-~  c^sinö 

empfangen. 

Man  muss  daher  nun  zuerst  die  Lage  des  Bogens  OS 
oder  den  Winkel  COS,  um  welchen  er  gegen  den  Bogen  CO 
geneigt  ist,  suchen.  Zu  diesem  Ende  betrachte  man  das 
Dreieck  OCS,  in  nelchem  OC=W>—n,  CS=90<»~9  und 
der  Winkel  OCS^m  +  ti  ist  und  woraus  man  findet 

»  «in(iii  +  ,)  sin(ni  +  ,) 

fcs  Ist  aller 

iSK'»-i-V)        (aa_63j(ca_.aa_ö2)sinmco5iH 
und       coswtgfl  _  aH^(a^ — Ä*)sinjMCosnicosn'' 

sin  (m+7,)~  ci^sin  «  [^^(ö^-  c^)  sinm^  -|.  «2(«2-__  ^-^j  eos,,,*]  ' 
also 

A    fyf\  c I-  sinH[a  (a       t.  jcüSHt  -j-i»  ^^)  --■  c  )smm  j 

ly  ^i/^-  -  („a_6a)sinmcosm[o^3ä^osii'-'+c2(a2+ö2)8i„«a_^.4gi„„3j- 
Man  erhält  ferner  aus  demselben  Dreieck  COS 
cass=^cos  (m  +  rj)  cosn  cos  6  +  sin  n  sin  6 

-  sm  e  Ls.n  n  +  —^^ J 

_  sin  »  sin  e  [aH^-  (o^  +  6^)c^  +  .;-*] 


^''jffl' — c'')sin?t 


woraus  man  ableitet 

aSl  ^^>^-^'^)('''-'^^)(^>'-^^si""»cos».sin«cos. 

Setzt  man  endlich  OA  =  u,    OB~ß  und   OC'=j', 

der  kleine  Bogen 
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+6''c*(i'^-c2)^cos|3»coS72-{aa_i3)a(((a^c2)2(6^ca}3cosa2cosj32cosy2] 
und     ,^.    ^^a'-6')K-c'')(6''-c'')coB«cns|9eosy 

Füllt  man.  aber  aus  o  auf  CO  das  Perpendikel  op,  so  wer- 
den nach  den  Regel»  der  sphärischen  Trigonometrie  die  elemen- 
taren Bogen   Op  und  op  rational  ausgedrückt,  dass  man  hat: 
J Sl  (ifi -b"")  dt  cos  ciMsß[nH-^-(a'^-c''){l,-^~c"-)Mi,y'^] 

Sl  dt  cos  y  [fl^(a'—  c'')  cos  ifi  +  5^  (6''  —  (,-')  cos  ^»j 


g.  C70.     Da 

ist,  so  ersieht  man  deutlich,  dass,  wenn  von  den  drei  Haupt- 
moraenfen  zwei  einander  gleieh  sind,  die  Winkelgeschwindig- 
keit sich  durchaus  niclit  ändern  wird. 

Zusatz  2. 
g.  671.     Führt  man  die  Ahslände  a,  ß,  y  des  Pols    O  von 
den  Hauptaxen  A,  li,  C  ein,  so  iiird 

^     .3 y  [ci'(a^- c"^)  cos  a^  +  Ifi (6^- c^)  cos  g"] 


tg  cos= 


(«2^*2)  cos«cosi3[«=6«-{a^-,-^)(62-ci')  cos;-*]' 


und  wenn  man  den  Bogen  AO  gezogen  hat, 

tgJOC— —  — -'"'^-  ; 
^  tos  «cos  7 

hieraus  schliesst  man 

,„.OS "'cos4A^(6^-acos^-^-|-c^a-3~«^)cosr'] 

Zusatz  3. 
§.  672.  Diese  Formel  zur  Bestimmung  des  Winkels  AOS 
ist  jener  für  den  Winkel  COS  analog  und  geht  aus  derselben 
hervor,  wenn  man  die  Bochsfaben  a,  b,  c,  wie  aoch  die  et,  ß, 
y  in  ihrer  Reihefolge  um  Eine  Stelle  versetzt.  Auf  diese  Weise 
wurde  sich  aber  ein  negatives  Zeichen  ergeben,  was  mit  der 
Natur  der  Sache  übereinstimmt,  da  der  Winkel  i<O.Sauf  die 
entgegengesetzte  Seite  in  Bezug  auf  den  erstem  fallt. 
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Zusatz   4. 
g.  67i     Schneidet  der  Bogen  OS  den  Quadranten  AC  im 
Punkte  R,  so  erhält  man 

,0.  ,p_«'''ost^[6V^-6^)c<'S|3'i+c''(a''-<,-=)co5y''] 
t«  -^ '^  -  c« cos ;■  [«3(«2  _  c^)  cos d>-  +  ia(ia_ c^j  cos ß'^]  ' 
untl  wenn   derselbe  Bogen  SO   verlängert  den  Quadranten  BA 
it>  Q  trifft,  so  wird  analog 

°      ^      «^ cos a  [fj^ (ö^  —  «^) cos(3*  -|-  c'' (c^  —  a^) cos }■=]  °    ^ 

Zusatz  5. 

§.  674.     Da  im  Zeittli  eilchen  dt  der  Bogen  CO=y  um  das 
Theilclien    Op  kleiner  wird,  so  wird  durch  Oiflferentialo 
a^b'^iP-dy  sin  y=  Siiifi  —  a^)dt  cos  «  cos  ^[o^öä 

-(a:^-c^}(/>^~c^)cosy^]     (§.669) 
and  hieraus  nach  der  Analogie 

a%^cHßsinß=Slia^—c^)dtcosycasa[a^c^—{c'^—(,'^){a'^-b'^)cosß^], 

a^(i^cHtt&ina=  il(c^~b^)dtcoäßcosy[b^€^-'if,^-a^)ic^~a^)cosa'^l 

Anmerkung. 

§.  675.  Wir  haben,  was  gehörig  zu  bemerken  ist,  in  der 
Auflösung  angenommen,  dass  der  Körper  sich  um  die  Axe  10 
im  Sinne  ABC  drehe,  welchem  Falle  demnach  die  gefundenen 
Formeln  angepasst  sind.  Dreht  sich  aber  der  Körper  im  ent- 
gegengesetzten Sinne,  so  werden  die  Formeln  sehr  leicbt  dem 
selben  angepasst,  indem  man  die  Geschwindigkeit  der  drehen- 
den Bewegung  il  negativ  setzt. 

Wir  haben  so  diese  sehr  schwierige  Aufgabe,  worin  die 
augenblickliche  Veränderung  gesucht  wird,  während  der  Kör- 
per sich  um  eine  4xe  dreht,  die  keine  der  Hauptaxen  ist, 
ziemlich  bequem  aufgelöst,  da  die  letzten  Formeln,  auf  die 
endlich  die  Auflösung  zurückgeführt  ist,  sich  nicht  so  ver- 
wickelt darstellen,  dass  man  einfachere  hätte  erwarten  dürfen. 
Auch  findet  kein  Verdacht  irgend  eines  in  der  Rechnung  be 
gangenen  Fehlers  statt,  da  die  Formel,  durch  welche  die  Zu- 
nahme der  Winkelgeschwindigkeit  dSl  ausgedrückt  wird,  zu 
allen  drei  Hauptasen  gleiche  Beziehung  hat;  ferner  bestätigt 
die  Herleitnng  des  Winkels  AOS  aus  dem  COS  die  Sache 
auf  sehr  kräftige  Weise.  Endlich  findet  man,  dass  die  im  letz- 
ten Zusatz   dargestellten  Formeln    die  Eigenschaft  haben,  dass 

da  sin  «cos  a  +  dßs'tn  ß  cos  ß  +  dysiny  co8y=0 
wird,  wie  es  die  Hauptbedingnng 
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erfordert.  Die  drei  letzten  Gleichitn)>eti ,  in  Verbindung  iriit 
derjenigen,  welche  das  Differential  dSl  bestimmt,  enthalten  die 
vollständige  Auflüauiig  der  Aufgabe,  wobei  man  eine  beliebige 
Jener  drei  Gleichungen  vernachlässigen  kann. 

Würde  der  Kurper  ausserdem  durch  äussere  Kräfte  ange- 
trieben, so  wäre  die  Auflösung  nicht  viel  schwieriger,  wie  »ir 
in  der  folgenden  Aufgabe  zeigen  werden. 
Aufgabe  67. 

§.  676.  Ein  starrer  Körper  wird,  wahrend  er  slcli  um  eine 
beliebige,  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende  Axe 
dreht,  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben;  man  soll  die  hieraus 
entspringende  Aendernag  so  wohl  in  der  Axe,  als  auch  in  der 
Winkelgeschwindigkeit  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  93.)  Es  sei  10  die  Axe,  um  welche  der  Körper 
sich  jetzt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  :=^ß  im  Sinne  ABC 
dreht,  und  man  bestimme  zuerst  ihre  Lage  in  Beziehung  auf 
die  Haiiptaxen  lA,  IB  und  IC,  in  Bezug  aufweiche  die  Mo- 
mente der  Trägheit  MaS  Mh^  und  Mr?-  sind.  Setzt  man  fer- 
ner die  üogen  OA  —  a,  OB^ß  und  OC=:y,  so  suche  man 
nach  der  vorhergehenden  Aufgabe,  um  wieviel  sich  im  Zeit- 
theilcben  dt  so  wohl  die  Drehungsaxe  lO ,  als  auch  die  Win- 
kelgeschwindigkeit in  Folge  der  drehenden  Bewegung  allein 
verändern  niuss.  Geht  nämlich  der  Drehungspol  von  O  nach 
o  über,  so  haben  wir  gesehen,  dass  das  Incremenf  des  Ab- 
standcs  CO^Ly  oder 

^  ..^  a(ag-6^)rff  cns  et  cos  j?  [«^6^  ~-  (t.fi^y'^Xtfi  -  c^)  ,:c,sf  ] 
Vo—VU—  a'^b'^c^smy 

und  das  Incremenf  des  Winkels  BCO  oder 

_  adtcosy\a^(a^—c^)cona^+b^(ft^—c-')cosß'^} 
««(.»siny* 

sein  wird,  welche  Elemente  die  Lage  des  Punktes  o  ohne 
Zweideutigkeit  bestimmen.  Ausser  dieser  Veränderung  der 
Drehungsaxe  wird  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  il  ein 
Inciement 


OCo= 


-  ft^)(..g-a(6''-^^)cos«cos^c( 


idt 


erhalten.      Hierauf  erwäge    man,    ob     die    antreibenden    Kräfte 
dem  Körper    eine    fortschreitende  Bewegung    beibringen,    was 
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sehr  leicht  7.»  beurtheilcii  ist,  indem  mau  sich  alle  KrSf'te, 
iede  längs  ihrer  Richtung,  am  Mittel|)unkte  der  Trägheit  ange- 
bracht denkt.  Wenn  sich  nämlich  dieselben  wechselseitig  im 
Gleichgewichte  halten,  wird  dem  Kürper  gar  keine  fnrtschrei- 
teude  Bewegung  beigebracht  werden;  gibt  es  aber  eine  ihnen 
gleichgeltende  Kraß,  so  wird  diese  eine  fortschreitende  Bewegung 
im  Körper  erzeugen,  welche  n^ch  den  ersten  Principien  leicht 
zu  bestimmen  ist.  Hieraufbringe  man  eine,  dieser  gleich  gelten  den 
gleiche  und  entgegengesetzte,  Kraft  im  Mittelpunkte  der  Träg- 
heit selbst  an,  damit  dieser  Ptinkt  in  Ruhe  erhalten  werde 
und  indem  man  nun  diese  Kraft  mit  denjenigen  Kräften  ver- 
bindet, durch  welche  der  Körper  wirklich  angetrieben  wird,  re- 
ducire  mau  alle  auf  zwei,  vi.n  denen  die  eine  im  Mittelpunkte 
der  Trägheit,  die  andere  in  einem  gewissen  anderen  Punkte 
angebracht  sei  und  welche  zwei  Kräfte  einander  gleich  und 
entgegengesetzt  sein  werden.  Man  suche  ferner  nach  dem  vor- 
hergehenden Kapitel  die  Axe,  um  welche  der  Körper  vermöge 
dieser  Kräf1:e  sich  zu  drehen  anfängt  und  zugleich  den  Winkel 
der  augenblicklichen  Drehung,  Hieraus  suche  man  nach  Auf- 
gabe 62.  (§.650.),  ohne  Irgend  eine  Rücksicht  auf  die  schon 
gefundene  Veränderung,  «eil  diese  unendlich  klein  ist,  als  ob 
der  Körper  sich  noch  um  die  Axe  lO  drehet^,  die  in  der  Axe 
und  der  Winkelgeschwindigkeit  eintretende  Veiänderung  und 
reducire  jene  auf  die,  im  Bogen  CO  und  im  Winkel  BCO 
entstandenen,  Ineremente  oder  Decremente.  Endlich  verbinde 
man  diese  drei  Elemente  mit  denjenigen,  welche  schon  vorher 
durch  die  drehende  Bewegung  bestimmt  worden  sind  und  wird 
so  die  wahre,  sowohl  in  der  Axe  10,  als  auch  in  der  Winkel- 
geschwindigkeit aus  beiden  Ursachen  zugleich  hervorgegangene, 
Veränderung  erhalten. 

Anmerkung, 
g.  677.  Indem  man  die  Wirkung  der  antreibenden  Kräfte 
erforsclit,  kann  man  die  daraus  entspringende  Veränderung  der 
Axe  auf  dieselbe  Welse  durch  den  elementaren  Winkel  OCo 
und  den  Unterschied  der  Bogen  CO  und  Co  ausdrücken,  deren 
wir  uns  hier  bedient  haben.  Man  suche  nämlich  zuerst  die 
Axe,  um  welche  der  Körper,  wenn  er  sich  in  Ruhe  befände, 
durch  die  Kriifte  gedreht  werden  wfirde,  es  sei  dieselbe  IS 
und  ferner  ^dP  der  im  Zeittheilchen  dt  hervorgebrachte  Dre- 
hiingswlnkel    um    5'   und   im    Sinne  Ow.     Zur   Bestimmung  des 
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Punktes  S  setze  man  den  Bogen  AE^t)  unil  ES  =  (),  welche 
Werthe  von  den  vorhergehenden,  die  ans  der  drehenden  Be- 
wegung hervorgegangen  waren,  gehörig  zn  nnterschelilen  sind. 
Da  nnn  AM=ACm=m,  also 

cosj«  —  ^.—  un     sitijn—^.^^^ 

ist,  so  wird  MCEt=m  +  fi  und  man  findet  aus  dem  Dreieck  OCS 
c080S=eos*  =  cos(ni  +  »,)sinycosÖ  +  coaj.^in(? 

Nnn  wild,  nach  Aufgabe  62.  (§.650.),  der  Drehungspol  O 
nach  o  übertragen,  so  dass 

^^£^«sins 

""-      Sl 

und  das  Increment  der  Winkelgeschwindigkeit 

2yrffcos=29rf([sin7COBÖcos(nt+jj)  +  cos7ainÖ] 
M'ird,  hierauf  erhält  man  aus   Oo 

Op^  O0.COS  COS=^S~^  cos  COS 

llnl^  2nrJf  <'int 


1  Winkel 

OCo  = 


Hieraus  leitet  man  aber  ferner 
CO— Co=:  0/):=op.cotg  CO  S=^^^^[8inj'sinö-cosj^osecos(m+j))] 
ab.  Es  bleibt  demnach  nur  noch  fibrig,  diese  Elemente  mit 
denjenigen,  welche  aus  der  drehenden  Bewegung  hergeleitet 
sind,  zu  combiniren,  um  die  veränderte  Drehungsaxe  und  zu- 
gleieh  das  Increment  oder  Decrenient  der  Winke^eschivindig- 
keit  zu  erhalten. 

Aufgabe  08. 

g.  678.  Es  ist  für  eine  gewisse  Zeit  die  Lage  eines  star- 
ren Körpers,  welcher  sich  um  irgend  eine  durch  seinen  Mittel- 
punkt der  Trfigheit  gehende  Axe  dreht,  gegeben  und  es  ver- 
ändert sieh  so  wohl  die  Drehungsaxe,  als   auch  die  Winkelge- 
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achvvlndigkeit  auf  beliclitge  Weise;  man  soll  die  augenblick- 
liche, hieraus  hervorgehende  Veränderung  in  der  Lage  des 
Körpers  bestimmen. 


Auflüs 


mg. 


(Figur  94.)  Da  der  Slittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers 
sich  in  Buhe  befindet,  so  beziehe  man  die  Lage  des  letztern 
auf  eine  feste,  um  denselben  Mittelpunkt  beschriebene  Kugel, 
innerhalb  welcher  der  KJirper  seine  Bewegung  aDsfÜhrt.  Auf 
dieser  Kugel  nehme  man  den  grüssfen  Kreis  FXZV  und  auf 
demselben  den  festen  Punkt  Z  an,  und  es  entsprechen  zu 
einer  gegebenen  Zeit=;(  die  Hauptasen  des  Körpers  den  Punk- 
ten A,  B,  6' auf  der  KugelHSche,  so  dass  AB,  BC,  C^  Qua- 
dranten sind.  Um  die  Lage-  derselben  durch  Symbole  darzu- 
stellen, seien  die  Bogen  der  grössten  Kreise  ZA=l,  ZB—ni, 
ZC^n;  alsdann  wird 

m2-|-cosH^=:l. 

nkel  XZA^l,  XZB=n,  XZCz=v, 

1  Trigonometrie: 

cos(v— fi)=— cotgm.cotgw; 
-cotg/.  eotgWj- 


cosf^+c, 

Setzt  man  ferner  die  V 

>  wird  nach  der  sphärisch 

cos(fi — 1)=  — cotg/cotgm 
cos  {v  —  1)  = 


demnach 


-  i.)  :^  cotg  V-  cotg  m  cotg  M  1^  —  cotg  P  cos  (v  —  [t) 
cos(jt  — A)cos(r  — ;) 


cosd- 

-c) 

-c) 

co.(l- 

-r)c, 

-1) 

-») 

cos  {,«  - 

-') 

cos(v— fi)  —  cosCfi  —  i)  cos  {v  —  J.)  =  sin (fi  —  A) 8in(v —  l) 
ist,  so  wird 

cos/2=_cotg{fi— l)cotg(]'~J,),  cosm^— _coig{i— (t)cofg(v— ft) 
und  cos  K^  —  —  cotg  (A  —  v)  cotg  (ft — v). 

Nachdem  wir  diese  Relationen  zwischen  den  Grössen  /,  m, 
M,  l,  ft,  V,  welche  im  Zeittheilchen  dt  als  um  ihre  OilFerenliale 
wachsend  angesehen  werden  mössen,  aiifgeftihrt  haben,  sei 
nun  O  der  Drebungspol  und  ^0=:fr,  BO=ß,  CO=^y;  sodass 

cosk'^-I-cos/J^-I-  cos;'^^! 
ist.     Wir  haben  alsdann 
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cosBAO  =  ^^  und  s\<>liAO  =  ^^. 
im  Dreieck  ZAB  ist  aber 

cos ZAB=::*^^?^  und  BinZAB=^-cosZAC=  —  ^^j; 
so  dass  zur   Bestimmung  des  Dreiecks  ZAO 


bZAO  = 


=  Sldt- 


und  7AO  —  ''"^ ^ ""^ '"  "*"  '^osy  "^"^^ 

wird.    Hieraus  schliesst  man 

cosZO  =  cos K  cos /  -f  cos ß  cos m  ■{- cosy  cos n 

°e".''Mzo==!:-'ai^~"[°°-"°"+'"'';''^  "■  +  "■'"'"■] . 

"  cosycosm~cos|3cosM 

wodurch  zu  jeder  beliebigen  Zeit  der  Drehungspol  O  beliannt 
wird.  Setzt  man  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne 
ABC=Sl,  so  beschreibt  im  Zeiftlieilchen  dt  der  Punkt  A  um 
O  den  kleinen  Bogen  Aa=Si.dt  ein«  und  mau  erhält,  indem 
man  aa  auf  ZA  normal  zieht, 

«— cosjScos« 

und  _         cos  I?  cos  »i  +  cosyco8« 

woraus  man  die  Differentiale  der  Grössen  l  und  X  ableitet, 
nftmlieh 

rf/.sin^=.  jß(f([cos^cosw — cosycoswi] 
—  di.sin/2:z=ß(Z([cos^cos(«+cosycosn|. 
Auf  ähnliche  Weise  findet  man 

dm.eia  m=:  ürf([cos  7COS  t~  cos  «cos  w]  , 

— dft.8inm2=ßrf([cosj'cos)i4-  cos  a cos/]  , 

dn.siiin  =  £ldt[cos  a  cos  in  -  cos  ß  cos  [\ 

und  - dv.sin  n^  =  Sidtlcosacos l  +  f.osß  cos  m]  . 

Sind  demnach  zur  beliebigen  Zeit  t  die  Grössen  et,  ß,  y 
und  Sl,  also  auch  ihre  im  Zeittheilchen  dl  entstandenen  Diffe- 
rentialegegeben; so  schliesst  man  hieraus  auf  die,  in  demsel- 
ben Zeittheilchen  in  den  Bogen  l,  m,  n  und  den  Winkeln  X, 
p,,  V  hen'orgebrachten  Veränderungen.  Ausserdem  aber  kann 
man  leicht  auf  die,  im  Drehungspoje  O  enfstandeue  Aenderung 
schliessen,  weil  man  nur  nöthig  hat,  den  Bogen  ZO  und  den 
Winkel  AZO  zu  differentiiren,   indem    man    die  Bogen  a,  ß,  y 
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allein  veränderlich  set^t;  denn  auf  diese  Weise  wird  der  Pol  O 
nach  seiner  nächstfolgenden  Lage  äbertragen. 
lÜs     wird  demnach 

(Zo  — ZO)sinZO=rfasinecos/  +  <?^sin^cos»i-|-</>'sinycos?i, 
und  da 

catgAZO[cosYCosm  -  f^osßKos7i'\=^cos«  -  coslcosZO 
ist;  so  erhalten  wir 

OZo     r  <,  1 

■{■coi^AZO\dysmyc<iSm~dß>i\nß<:oHn] 
=:idas\naBmP—dßsmßmslw»in—dy&\nyco»lcoan. 
Hieraus  ergibt  siuh  durch  Reduction 
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Zusatz   2. 


§.  680.     Fenior  orhUt  mim  au. 

•,mBAO  =  °^  m,i  ccB.IO- 

S 

Winkel 

^'_Z. 

[,  j;2  +2(/a</j'si 


Ua  (lieser  Ausdruck  gleiche  Beziehung  zu  «,  ß,  y  hat, 
erhält  man,  vermöge  der  Gleichung 

riKS!iiacos«+rfß5inj3cos^  +  (/j'sin)'cos>'^0, 

Zusatz   3. 
g.  681.     Setzen  ivir  ZO  —  v,  so  irii'd,  weil 

cos  c  —  cos ß cos  /+ cos j3 coswi  +  cos j- cos w 


tgJZO^ 


cosyct 


Hod    analog,    weil    B    auf  die    andere    Seite    von    ZC 
Figur  liillt. 

Hieraus  erhlilt  man 

tgJZB-tg(ft-A)  =  ^^^^, 
«■ekher  Wetlh  voitrerflich  mit  dem  oben  gefundenen 

cos  ((i  —  i)  — — ^j^Y^i^- 
übeieinstiinmt,  so  wie  auch 


§.  682.     Hieniach  haben  »vir  also  für  die  Unterschiede  der 
drei  Winkel  l,  fi,  v  folgende  Bestimmungen  erlangt: 
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,1(1- r)  = 
.s(v~fO  = 


Anmerkung. 


§.  683,  Dasjenige,  was  wir  bis  jetzt  über  die  augenblick- 
liche Aen<lening,  welche  die  drehende  Bewegung  so  wohl 
durch  sich  selbst,  al«  auch  in  Folge  von  antreibenden  Kräften 
erleidet,  lus  eimnder  gesetzt  haben  bddet  die  Grundlage  der 
geaammten  Iheone  der  Beilegung  btarrer  Korpec  wenn  näm- 
lich der  Ueberging  von  der  bek  mnten  elementaren  Acnderung 
zur  Be&tuiinung  der  Beilegung  seil  if  durch  die  Integralrech- 
nung eu  ffnet  i'^t  Wir  ^vollen  demnach  die  fiue  Benegung 
solclier  kurper  betiachten  welche  entnedec  gleichsim  einem 
eigenen  Instinkte  oder  -»ntreibenden  Kräften  frei  nachgehen 
kunnen  uii !  \i ollen  zuerst  die  äussern  antreibenden  Kräfte 
entfernen  wie  auch  ('le  Korper  nur  als  sich  '■elbst  nberlassen 
betraLhten  ao  diss  ton  auä&en  hei  nichts  hinzutieti.  iias  zu 
ihiei  Bene^ung  irgend  etvtas  beitragen  kunnte  Da  aber  die 
Natur  der  Hiuptaxen,  mit  denen  ein  Körper  begibt  ist,  hier 
baupts&chlich  in  die  Rechnung  eintritt  so  wird  ls  -ingemessen 
sein,  nach  ilinen  gleichn-ini  einen  natürlichen  Uiitemchied  in 
den  Körpern  aul/uetellen  je  nachdem  die  Momente  der  Träg- 
heit in  ße^ui;  aul  sie  beschaffen  sind 

WiL  Hollen  daher  diei  Klassen  lon  Körpern  aufstellen  tind 
zahlen  zur  ersten  diejenigen  k  rper,  deren  Momente  in  Bezug 
auf  die  Hauptixen  unter  «ich  gleich  sind,  zur  ziieiten  dieje- 
nigen in  denen  /ivei  Moniente  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen 
einander  gleich  sind  d-is  dufte  aber  jenen  ungleich  ist  Die 
dritte  Kltssü  aber  unifi^be  im  allgemeinen  alle  die  Kirper, 
deren  Momente  in  Lc/ug  auf  die  Haupt  lien  uiitür  sich  un- 
gleich sind 
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Kapitel    XI. 

Von  der  freien  Bewegunij  sUirrer  Körper,  welche  drei  ffleivhe 
Hauptuxen  haben  und  durch  keine  Kräfte 
werden. 


Ei'klürung  IL 
§,  684.    Man  sagt,  ein  starrer  Körper  habe  drei  gleiche 
Hauptaxen,  wenn  seine  Momente  der  Trägheit  in  Beziehung 
auf  die  drei  Haiiptaxen  einander  gleich  sind. 
Zusatz  1. 
§.  6^.     In  solchen  Körpern  vertreten  demnach  alle  geraden 
Linien,  «eiche  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogen 
sind,    die  Stelle  der  Hauptaxen  und  in  Beziehung  auf  sie  wer- 
den die  Momente  der  Trägheit  einander  gleich. 
Zusatz,  2. 
g.  686.     Was   für    beliebige    drei   gerade  Linien,    die  sich 
wechselseitig    im  Mittelpunkte   der  Trägheit  normal    schneiden, 
man  auch   als  Coordinatenaxen  annehmen  mag,    »venn   man  die 
Lage  eines  jeden  Elementes  dM  des  Körpers  durch    die  jenen 
parallelen    Coordinaten  x,  y,  %  bestimmt;    so    wird    durch    den 
ganzen  Körper: 

fxydM=Q,  fxidM7=Q  nnd  fy:dM={). 

Zusatz  3. 
§,  687.     Hat  ein   solcher  Körper  um  eine    beliebige,    durch 
seinen  Mittelpunkt    der   Trägheit    gehende,    gerade    Linie  eine 
drehende  Bewegung  angenommen,  so  wird  er  dieselbe  in  Folge 

seiner  Trägheit  beständig  beibehultcn,  damit  diese  gemde  Linie 
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imbewegt  bleil)e..  wenn  er  näinücli  nicht  durch  üussere  Knilte 
gosfiirt  wird. 

Anmerkung, 
g.  CeS.  Uass  es  solche  Kfirper  gebe,  deren  Momenio  in 
Beziehiinir  auf  die  Hanplaxen  unter  sich  gleich  sind,  darf  man 
um  so  wertiger  bezweifehi,  ai^  wir  im  Frühern,  wo  wir 
die  gleichaitigen  Korper  betrachteten,  mehrere  Arten  von 
Körpern  angegeben  haben,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 
Unter  diesen  nimmt  die  erste  Steile  eine  aus  gleichartiger  Ma- 
terie zusammengesetzte  Kugel  ein,  ferner  sind  dahin  , die  fünf 
regulären  Körper  zu  zählen;  es  gibt  aber  ausserdem  Cylinder, 
Kegel  und  abgekürzte  Kegel ,  welche  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzen. Bestehen  nun  im  allgemeinen  die  Körper  nicht  aus 
gleichartiger  Materie,  so  kann  man  unzählige  Arten  von  jeder 
Figur  darstellen,  in  denen  eine  Gleichheit  zwischen  den  Mo- 
menten der  Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  stattfin- 
det. Nur  um  Körper  dieser  Art  handelt  es  sich  in  diesem  Ka- 
pitel und  es  wird  die  Bewegung,  deren  sie  fähig  sind,  wenn 
keine  äussere  Kräfte  sie  antreiben,  bestimmt  werden.  Der  we 
sentliche  Charakter  solcher  Körper  besteht  aber  darin,  dass, 
wenn  man  drei  rechtwinklige  Coordinateu  w,y,  i  voraussetzt,  die 
sich  auf  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  beziehen ,  zuerst,  »ie 
schon  bemerkt 

fxydM=fx-.dM=f,jidM=H, 
dann  aber  auch 

fxUM=f_fdM=fiMM 
wird.     Es  wird  daher   das  Moment   der  Trägheit  in  Beziehung 
auf  jede  beliebige,   durch   den   Mittelpunkt  der  Trägheit  gezo- 
gene Axe 

*=  =  'ifx'^dM. 

Durch  dieses  Criferium  wird  gleichsam  eine  erste  Art  von  Kör- 
pern gebildet,  welche  in  der  Mechanik  bequem  durch  den  Na- 
men regulärer  Körper  bezeichnet  werden  könnte,  dadurch- 
aus  alle  durch  den  Mittelpunkt  dei-  Trägheit  gezogenen  geraden 
Linien  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen. 

§.  689.  Wenn  ich  auch  in  diesem  Ka].itel  nur  die  Bewe- 
gung derjenigen  Körper,  welche  drei  gleiche  Hauptaxen  haben, 
als  den  einfachsten  Fall  zu  behandeln  festgesetzt  habe;  so  wird 
es  doch  angemessen  sein,  von  einer  Eigenschaft  auszugehen, 
«eiche  auch    bei    den   Übrigen   Arten    von    Körpern   stattfindet. 
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Auf  welche  Weise  nämlich  die  Itewegung  eines  starren  Kör- 
pers auch  gestört  werden  mag,  so  kann  man  diesellie  für  jeden 
beliehigen  Zeitpnofct  in  je  zwei  Bewegungen  zerlegen,  von  de- 
nen die  eine  eine  for (schrei (ende,  die  andere  eine  um  eine  be- 
liebif^e,  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogene,  Axe  dre- 
hende Bewegung  ist.  Da  dieser  Salz  die  Grundlage  der  Be- 
wegung aller  starren  Körper  enthält,  so  wollen  wir  seinen  Be- 
weis in  dem  Tolgenden  Lehrsätze  geben. 
Lehrsatz  9. 

§.  SSO.  Auf  welche  Weise  ein  starrer  Körper  sich  auch 
bewegen  mag,  so  ist  seine  Bewegung  in  jedem  Augenblick  aus 
einer  fortschreitenden  und  einer,  um  eine  beliebige,  dnrch, 
seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogene,  Axe  drehenden  Be- 
wegung zusammengesetzt  oder  gemischt. 
Beweis. 

Bewegt  sich  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers, 
worin  nämlich  die  fortschreitende  Bewegung  besteht,  indem 
diese  stets  mit  der  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Trägkeit 
übereinstimmt;  so  hebt  man  diese  wenigstens  im  Geiste  auf, 
indem  man  sich  den  Raum  nelist  dem  Körper  mit  gleicher  Ge> 
schwindigkeit  in  entgegengesetzter  Richtung  fortgetragen  denkt. 
Von  der  im  Körper  nun  noch  belindlichen  Bewegung  muss  be- 
wiesen werden,  dass  dieselbe  eine,  um  eine  beliebige  und  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogene  Axe  drehende  sei, 
welche  Axe,  wenn  die  fortschreitende  Bewegung  aufgehoben 
ist,  wenigstens  während  eines  unendlich  kleinen  Zeittheitchens 
sich  in  Ruhe  befindet.  Auf  diese  Weise  wird  aber  der  Mittel- 
punkt der  Trägheit  des  Körpers  zur  Ruhe  gebracht  und  wie 
auch  immer  der  Körper  sich  um  diesen  Mittelpunkt  bewegen 
mag,  wird  ausser, ihm  immer  eine  gewisse  gerade  Linie  ruhen 
und  es  wird  diese  die  Drehungsase  sein,  was  ich  auch  auf  fol- 
gende Weise  zeige. 

Man  denke  sich  um  den  Kürper  eine  sphärische  Oberfläche, 
welche  ihren  Mittelpunkt  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  hat,  be- 
trachte dieselbe  als  ruhend  und  beziehe  auf  sie  die  einzelnen 
Punkte  des  Körpers  durch  gerade  Linien,  welche  vom  Mittel- 
punkte nach  der  Oberöäche  gezogen  werden.  (Fig.  95.)  Wenn 
nun  der  Mittelpunkt  ruhet,  werde  der  auf  P  sich  beziehende  Punkt 
des  Körpers  im  Zeittheilchen  dt  nach  p  übertragen,  und  indem 
man  nun  durch  P  den  auf  den  kleinen  Weg  Pp  normalen  grössten 
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Kreis  OPB  gezogen  hat.  nehme  man  auf  ihm  einen  andern  be- 
liebigen Punkt',  Q  an,  welcher  inzwischen  nach  r/  ßbertragen 
wird;  alsdann  wird,  weil  alle  Punkte  des  Kfirpers  stets  dieselben 
Ahalände  von  einander  beibehalten, 

sein.  Weit  aber  die  Bogen  Pp  und  Q</  unendlich  klein  sind 
«nd  der  Winkel  pPQ^rLW  igt,  können  jene  nur  dann  einander 
gleieh  sein,  wenn  auch  der  kleine  Bogen  gQ  auf  PQ  normal 
ist.  Man  verlängere  nun  beide  Bogen  PQ  »nä  pt/,  bis  sie  sicli 
in  O  schneiden,  alsdann  wird,  weil 

OP=Op  und  OQ-Oq 
ist,  durch  jene  Bewej^ung  der  ganze  Bogen  OPQ  nach  Opq 
übertragen  und  daher  der  Punkt  O  nothweiidig  unbewegt  an 
seinem  Orte  verharien.  Zieht  man  daher  aus  dem  Mittelpunkte 
eine  gerade  Linie  durch  diesen  Punkt  O,  so  wird  dieselbe 
offenbar  inzwischen  In  Ruhe  verbleiben  und  daher  die  Drehungs- 
axe  sein.  Hieraus  ersiebt  man,  dass  der  Körper  sich  um  sei- 
nen ruhenden  Mittelpunkt  nicht  bewegen  kann,  ohne  dass  zugleich 
eine  ganze  gewisse,  durch  diesen  Mittelpunkt  gezogene  gerade 
Linie  unbewegt  bleibe  und  dass  daher  die  Bewegung  eine  dre- 
hende ist.  Bewegt  sich  aber  der  Mittelpunkt  der  Trügheit 
selbst,  so  wird  die  altgemeine  Bewegung  des  Körpers  zusam- 
mengesetzt oder  gemischt  aus  einer  fortschreitenden  und  einer, 
nm  irgend  eine  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende 
Axe,  drehende»  Bewesung. 

Zusatz  1. 
@.  69].  Auf  welche  Weise  sich  demnach  ein  starrer  Kör- 
per auch  bewegen  mag,  so  betrachte  man,  «in  seine  Bewegung 
kennen  zu  lernen,  zuerst  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit, 
dessen  Bewegung  die  fortschreitende  geben  wird  und  nachdem 
man  diese  aufgehoben  hat,  suche  man  den  Punkt  O,  wodurch 
die  Drehungsaxe  bekannt  wird, 

Zusatz  2, 
g.  602.     Um   diesen   Punkt    O  zu   linden,    setze    man    den 

Bogen  OP=v,   alsdann    wird,    "«^'1  -^  *^=.;üfi,— gTn"(H^Ö)' 
(/</smv  =  PpcoüPQs\nv  +  Pp.smPQc<3sv  und  hieraus 
_       PpsmPQ 
^^~Qq—PpKO»PQ' 
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Man. sieht  demnach,    dass  dieser  Puukf  immer  auf  reelle 
Welse  bestimmt  wird. 

Zusatz  3. 

g.  6fl3.     Aus  den  Bewegungen  der  Punkte  P  und  Q  dnrch 
die  kleinen  Wege  Pp  iind  Q{i  leitet  man  auch  leicht  die  Win- 
kelgeschwindigkeit nni  die  Drehungsaxe  her,  die  niimlich 
__Z.O  _     Pp     _  V/y^ - 'iPp. Q<i cos PQ  +  Qif» 
~    dt    ^smedt~  sinPQdt 

ist.     Dieselbe  kann  daher  nur  dann  =0  werden,  wenn  die  liei- 
den  kleinen  Wege  Pp  und  Qq  verschwinden, 
Anmerkung. 

§.  694.  Ohgleich  dieser  durch  die  sphärische  Trigonome- 
trie geführte  Beweis  im  höchsten  Grade  einleuchtend  ist,  so 
ist  es  doch  angemessen,  seine  Kraft  um  so  mehr  zu  erwägen, 
als  es  nicht  an  sonst  sehr  scharfsinnigen  Männern  gefehlt  hat, 
denen  es  sogar  möglich  schien,  dass  alle  Punkte  dbr  sphäri- 
schen Oberfläche  bei  ruhendem  Mittelpunkte  mit  gleichen  Ge- 
schwindigkeiten' herumgeführt  würden.  Sie  glaubten  dies  näm- 
lich erlange»  zu  können,  wenn  die  Kugel,  während  sie  sich 
nm  irgend  eine  Axe  drehte,  zugleich  um  eine  andere,  auf  jene 
normale  Axe  herumgetrieben  würde.  Jetzt  ist  aber  durch  die- 
sen  angeluhrten  Beweis  dargethan,  dass,  wenn  auch  die  Kugel 
nicht  nur  um  zwei,  sondern  selbst  um  drei  oder  mehrere  Axen 
zugleich  herumgetrieben  nird,  ihre  Bewegung  doch  immer  so 
heschaffen  sein  wird,  das»  in  jedem  hehehigen  Augcnhhck  eine 
gewisse  gerade  Linie  ihrei  gmzen  Lfinge  nach  in  Ruhe  bleibt 
Es  wird  nBmIich  der  Beweis  nicht  verslaikt,  nenn  jemand 
einwirft,  dass  die  Punkte  P  und  Q  nicht,  wie  wir  biei  ange- 
nommen haben,  mit  einfacher,  sondern  mit  zusaminen!;;esetzter 
Bewegung  um  einige  Äsen  zugleich  gefuhrt  werden  Auf 
welche  Weise  diese  Beneguni^  duch  zuaammeogesetzt  sein 
mag,  so  müssen  doch  diese  Punkte  P  und  Q  nach  einem 
Zeitthelkhan  dt  nothwendig  zu  andern  bestimmten  Punkten  p 
und  y  gelangen,  so  dass  der  Uogen  pq  dem  PQ  gleich  sei 
nnd  weil  wir  den  Bogen  PQ  "»uf  den  Weg  Pp  normal  inge 
noinmcu  haben,  muss  er  auch  noinial  auf  Qi/ sem.  Sollte  aber 
jemand  noch  daran  zweifeln,  dass  der  Punkt  0,  in  welchem 
wir  den  Durchschnitt  der  verlängerten  Bogen  PQ  und  pq  an- 
genommen haben,  an  demselben  Orte  verharre;  so  muss  we- 
nigstens zugegeben  werden,    dass   dieser  Punkt  sich    noch  auf 
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dem  grussten  Kreise  Opq  befinden  werde,  weil  er  vorher  mit 
den  Punkten  P  itnil  Q  auf  demselben  grüssten  Kreise  lag. 
Wnre  er  nun  nach  o  gelangt,  so  mifsste 

op  =  OP 
sein;  c^  ist  aber  «irklich 

Op=OP, 
also  niuss  nothwendig  o  in   O  fallen, 

Aufgabe  (59. 

§.  6^.  Eh  ist  die  Bevregung  zweier  Punkte  eines  starren 
KÜrpers,  dessen  Mittelpunkt  der  Trügheit  sich  in  Ruhe  befin- 
det, gegeben;  man  soll  die  durch  den  letztern  Punkt  gehende 
Äxe  linden,  um  welche  der  Körper  sich  in  diesem  Augen- 
blicke dreht. 

Auflosung. 

(Figrfög.)  U.m  beziehe  wie  vorhin  alle  Putilite  des  Kör- 
pers auf  die  ruhende  sphärische  Obefiläche  ABCD ,  welche 
nm  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  beschrieben  ist  und  es  be- 
wege sich  im  Zelttheilchen  dt  der  Punkt  P  durch  den  kleinen 
Weg  Pp  =  dp  und  ein  anderer  beliebiger  Punkt  ß  durch  den 
Weg  Rr^dr,  und  man  setze  den  Bogen  des  grüssten  Kreises 
PR^q.  Ferner  setze  man  die  Winkel  RP)y=m  und  SRr=n, 
zwischen  denen  schon  eine  gewisse  bestimmte  Relation  eintre- 
ten muss,  damit  der  Bogen  jtr  dem  PR=i/  gleich  werde.  Es 
sei  nun  O  der  Drehungspol  und  man  ziehe  von  ihm  nach  P 
und  fl  gleichsam  die  Meridiane  OP  und  OR,  alsdann  wird 
der  Winkel  OPR—^fP  +  m  und  der  ORP=Q0"  —  n,  weil 
die  erstem  Bogen  auf  die  kleinen  Wege  Pp  und  Rr  normal 
slnil.  Da  nun  im  sphärischen  Dreieck  OPßdie  Seite  PR~q, 
nebst  den  Winkeln  OPß  =  Ü0<' +  m  und  ORP=m»~n  gege- 
ben ist,  so  findet  man: 

sin  OPR  cos  PR.cos  OPR 

cotg  OP=^^pin^fjjip 


cotgOK-^.^^^ßjgy^j^ 


im  cos  7 

PR 

cosPß. 

cos  ORP 

sin  neos  9 

.PR 
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^  —  sin  in  cos  n  +  cos?«  sin  n  cos  (/ 

Hierdurch  wird  der  Punkt  O  Jiekannt.     Da  aber  feiner 
Pp:Rr  =  smOPisinOR=sinORP:»\i:iOPR 
oder 

so  wir<l 

C0S)rtf//)=COSH(;C, 

woraus  man  auf  eine  Relaüon  zwischen  den  kleinen  Wegen 
dp  und  dr,  und  den  Winkeln  m  und  n  sclillesst.  Was  end- 
lich die  Winkelgeschwindigkeit  anbetrifft,  so  ist  dieselbe  gleich 

Pp 
dem  Winkel  POp  dividirt  durch  dt,  d.  h.=  .    qpj,  und    es 

geht  dieser  Werfh  über  in 
(Ip.V  cosTH'sin»^+cnsM''sin  y^-|-siii?/t^cos«^cosy''— 2sin)wcosntsin?iCQS»cos 
coswsinyrfi 

Zusatz  1. 
§.  696.     Da  zwischen  den  kleinen  Wegen  dp,  dr  und  den 
Winkeln  i»,  n  eine  solche  Relation  eintreten  muss,  dass 

cos  m  dp  ^=  cos  n  dr 
«erde,  so  kann  diese  ReUition  in  der  Figur  dargestellt  iverden, 
indem  man    aus  ;)   und  r  auf  den  Bogen  PR  die  Perpendikel 
pn  und  ro  füllt,  worauf 

sein  ivird. 

Zusatz  2. 

§.  6<}7.  Diese  Eigenschaft  ist  aber  von  sellist  klar,  da 
nämlich  der  Bogen  pr  dem  jcp  gleich  ist  (g.  Gm),  so  kann  er 
nur  dem  Bogen  PR  gleich  sein,  wenn 

P'!t=RQ 

ist.  Die  Winkelgeschwindigkeit  wird  ferner  auf  bequeme 
W^eise  durch 

dp  .Vi  —  (sin  )B  sin  n  f  cos  m  cos  n  cos  f,)'^ 

casn  s'm  t)dt 
ausgedruckt. 

Zusatu    3. 

§.  698.  Sind  die  Punkte  P  und  R  um  einen  Halbkreis  von 
einander  entlcrnt,  so  dass  siniy^O  und  0039  =  —  I  ist;  so 
muss  nothwendig 
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cosmsinn  +  siiijncosw=0  oder  tgMi!= — fgn  und  m^= — w, 
also  dp  ^=  dr 

sein.  Punkte,  welche  einander  auf  der  Kugel  entgegengesetzt 
sind,  kilnnen  nämlich  nur  eine  gleiche  Bewegung  hahen ;  in 
diesem  Falle  wird  aber  in  Betreff  der  Drehungsaxe  nichts 
hestimmt. 

Zusatz  4. 
$.  699.     Kennt    man    aber   die    Bewegung    zweier    einander 
nicht  entgegengesetzter  Punkte,  so  wird  die  Drehungsaxe  nebtet 
der  Winlielgesch windigkeit  bekannt  werden,  wodurch  man  hier- 
auf die  Bewegung  aller  Punkte  des  Körpers  bestimmen    kann. 

Anmerkung. 

§.  700.  Dieses  betrifft,  wie  ich  schon  erinnert  habe,  nicht  allein 
solche  Körper,  in  denen  drei  gleiche  Haupfaxeu  existiren,  son- 
dern im  allgemeinen  alle  starren  Kürper.  Mögen  diese  nun  auf 
irgend  eine  beliebige  Weise  angetrieben  werden,  wenn  nur  ihr 
Mittelpunkt  der  Trägheit  fest  bleibt,  so  ist  in  jedem  Augenblick 
ihre  Bewegung  eine  drehende  um  irgend  eine  dnich  den  jMiltel- 
nunkt  der  Trägheit  gehende  Axe.  Bleibt  aber  der  ftlittelpunkt 
der  Trägheit  nicht  fest,  so  ist  iu  jedem  Augenblick  die  Bele- 
gung aus  einer  solchen  drehenden  und  einer  fortschreitenden 
zusammengesetzt;  eine  andere  Beilegung  kann  nicht  in  starren 
Körpern  vorkommen.  Um  daher  die  Bewegung  eines  slarren 
Körpers  vollstSndig  kennen  zu  lernen,  niiissennir  eine  doppelte 
Bewegung  erforschen,  die  eine  nümlich,  nelche  die  seines  Mit- 
telpunktes der  Trägheit  und  eine  fortschreitende  ist,  die  andere 
aber  eine  drehende,  zu  deren  Kenntniss  es  erforderlich  ist,  dass 
wir  zu  jeder  Zeit  die  Drehungsaxe  nebst  der  Winkelgesch\\in- 
digkeit  anzugehen  vermügen.  Bleibt  ferner  die  Drehungsaxe 
stets  dieselbe,  so  hat  die  Bestimmung  der  Bewegung  mittelst 
der  früher  hier  und  dort  auseinander  gesetzten  Principien  keine 
Schwierigkeit;  ändert  sieh  aber  die  Drehungsaxe  beständig,  so 
reichen  diese  Principien  keineswegs  hin,  sondern  man  muss  zu 
denjenigen  seine  ZuDucht  nehmen,  welcbe  In  den  vorhergehen- 
den Kapiteln  weitläufiger  dargestellt  worden  sind. 

In  diesem  Kapitel  jedoch ,  wo  wir  von  der  Bewegung  sol- 
cber  Körper,  die  je  drei  gleiche  Axen  haben  und  durch  keine 
Kräfte  angetrieben  werden,  handeln,  bedfirfen  wir  dieser  Hiilfs- 
mittel  nicht,  sondern  k5nnen  die  ganze  Arbeit,  mittelst  der  ge- 
wöhnlichen Principien,  in  einem  einzigen  Satze  abmachen. 
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Aufgabe  70. 

§,  701.  Ein  starrer  Körper,  weicher  drei  gleiche  Äsen  hat, 
wird  auf  eine  beliebige  Weise  fortgeworfen  und  liierauf  durch 
keine  andern  Kräfte  angetrieben;  man  soll  die  Bewegung,  mit 
welcher  er  fortschreitet,  bestimmen, 

Auflösung. 

Die  dem  Kürper  zuerst  beigebrachte  Bewegung  zerlege 
man  in  eine  fortschreitende  und  in  eine  um  irgend  eine  Äxe, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  geht,  drehende  Be- 
weguMg,  von  welchen  beiden  man  jede  liir  sich  betrachten  kann. 
Zuerst  wird  .nun  die  fortschreitende  Bewegung  so  fortgesetzt 
werden,  dass  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  gleich Rirm ig  in  ge- 
rader Linie  fortschreitet,  welche  Eigenschaft  jeder  fortsclirei- 
tenden  Belegung  zukommt,  wenn  wir  auch  nicht  den  Kürper 
zu  dieser  Art  zShlen,  Was  aber  die  dem  Korper  zuerst  bei- 
gebrachte drehende  Bewegung  betrifft,  so  liefert  hier  die  Natur 
dieser  Art  von  Kürpern  ins  besondere  eine  Auflüsung.  Da 
nämlich  die  Drehungsaxe ,  welche  es  auch  sein  mag,  die  Ei- 
genschaft der  Uuuptaxen  besitzt,  so  wird  die  anfangs  dem  Kör- 
per beigebrachte  drehende  Bewegung  so  fortgesetzt  werden, 
dikss  die  Drehiing.saxe  beständig  in  Ruhe  bleibt,  wenn  die  fort- 
schreitende Bewegung  nicht  existirt.  Kommt  aber  diese  hbizu, 
so  wird  die  Drehungsaxe,  mit  einer  ihr  parallelen  Bewegung 
mit  dem  Mittelpunkte  der  Trägheit  gleichförmig  und  in  gerader 
Linie  fortgehen  und  inzwischen  die  drehende  Bewegung  gleich- 
lürmig  ausgeführt  werden. 

Zusatz    1. 

g.  703.  Was  für  eine  Bewegung,  so  wohl  eine  fortschrei- 
tende  als  auch  eine  drehende,  dem  Körper  anfangs  beigebracht 
werden  mag.  so  wird  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  nebst  der 
Drehungsaxe  gleichfiJrmig  und  geradlinig  so  fortschreiten,  dass 
die  letalere  ihr  selbst  immer  parallel  bleibt  und  der  Korper  sieh 
um  sie  gleichförmig  zu  drehen  fortfahrt, 
Zusatz  2. 

§.  703.     Wenn  auch  der  Körper  nicht  zu  dieser  Art  gehört, 
ihm  jedoch  anfangs  ausser  der  fortschreitenden  Bewegung  eine 
drehende  um  irgend   eine  Hauptaxe  beigebracht  wird,    so   wird 
er  beide  Bewegungen  eben  so   fortsetzen. 
Zusatz    3. 

§.  70J.  Selbst  wenn  auch  ausserdem  äussere  Kräfte  hin- 
zutreten,   deren   mitllero  Richtung    durch    den    Mittelpunkt  der 
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Trägheit  geht,  wirken  diese  nur  auf  die  fortschreitende  Bewe- 
gung eben  so,  als  ob  ille  ganze  Masse  des  Körpers  in  diesem 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  Die  drehende  Bewegung  wird 
aher  gieichfürmig  hieiben  und  die  Drebungsaxe  eine  ihr  selbst 
parallele  Lage  hehalten, 

Anmerkung. 
§.  705.  Da  wir  bis  jetzt  die  antreibenden  Kräfte  entfernen, 
und  nur  allein  die  Fortsetzung  der  beigebrachten  Bewegung 
untersuchen,  so  haben  nir  die  Bewegungen  aller  Kijrper  der 
ersten  Art  vollkommen  bestimmt,  dergestalt  dass  man  nichts 
mehr  verlangen  kann.  In  Betreff  der  übrigen  Körper  aber  haben 
wir  sL'hon  einen  gewissen  Theil  beseitigt,  wenn  nSmIich  die  zuerst 
beigebrachte  drehende  Bewegung  um  eine  Hauptaxe  erfolgt,  welche 
Bestimmung  durcb  die  schon  früher  bekannten  mechanischen 
Hülfsmittel  ausgeführt  werden  kann.  Bei  Körpern  anderer  Art 
begegnet  uns  erst  dann  eine  Schwierigkeit,  wenn  zuerst  die 
drebende  Bewegung  nicht  um  irgend  etneHauptaxe  beigebracht 
wird.  Um  diesen  Gegenstand  zu  behandeln,  werde  ich  zuerst 
eine  besondere  Art  derjenigen  Körper  aufstellen,  in  denen  es 
zwei  gleiche  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
axen  gibt.  Diese  Art  hat,  ausserdem  <läss  die  Rechnung  nicht 
wenig  zusammengezogen  wird,  auch  diesen  Vortheil,  dass  es 
in  ihr  noch  unendlich  viele  Hauptaxeo  gibt,  so  dasa  eine  solche 
Bewegung,  wie  wir  sie  jetzt  erklärt  haben,  auf  unendlich  viel- 
fache Weise  stattfinden  kann;  da  hingegen  bei  der  dritten  Art, 
in  welcher  die  Hauptmomente  unter  sich  ungleich  sind,  es  aus- 
ser den  drei  bestimmten  Axen  keine  andre  gibt,  um  welche 
der  Körper  sich  frei  drehen  kann.  Bei  diesen  Arten  ist  nun 
dies  unsere  Aufgabe,  dass  wir,  was  fiir  eine  Bewegung 
auch  solchen  Körpern  beigebracht  sein  möge,  ihre  Fortset- 
zung zu  bestimmen  suchen.  Hierbei  muss  man  für  jede 
Zeit  zuerst  die  Lage  der  Drebungsaxe  in  Bezug  auf  die 
Havtptaxen  des  Körpers  rebst  der  Winkelgeschwindigkeit,  zwei- 
tens aber  die  Lage  derselben  Hauptaxen  in  Bezug  auf  den  ab- 
soluten Raum  bestimmen.  Diese  Weise,  diesen  schwierigen 
Gegenstand  zu  behandeln,  scheint  höchst  angemessen  zu  sein, 
so  wohl  lim  die  Rechnung  zu  entwickeln,  als  auch  «m  uns 
eine  deutlichere  Kenntniss  zu  verschaffen.  Die  für  beide  er- 
forderlichen Hülfsmittel  haben  wir  aber  tu  den  vorhergehenden 
Kapiteln  auseinani 
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Kapitel    XII. 

Von    der   Sewegung   starrer     Körper,     welche    zwei    gleiche 
Hauptaxcn  haben  und  durch  keine  Kräfte  angetrieben  werden. 


Erklärung  12. 
§.  706.     Man  sajrt,  ein  starrer  Korper  habe  zwei  gleiche 
Hauptaxeii,    wenn    unter  seinen   Momenten   der   Trägheit  in 
Beziehung  auf  die  Hauptaxen  zivei  einander  gleiche  sind, 

Zusatz  1. 
§.  707.  Körper  dieser  Art  hahen  demnach  unzählige  Haupt- 
azen.  Sobald  nämlich  zwei  Hauptaxen  gleiche  Momente  der 
Trägheit  haben,  kann  man  alle  in  der  Ebene  deri^elben  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogenen,  geraden  Linien  für 
Hauptaxen  halten,  welche  dasselbe  Moment  der  Trägheit  haben. 

Zusatz  2. 
§.  708.  Hier  wiid  daher  jene  Hauptaxo,  deren  Moment 
der  Trägheit  den  Übrigen  ungleich  ist,  eine  besondere  sein  und 
es  werden  alle,  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  auf  sie 
normal  gezogenen,  geraden  Lhiien  gleiche  Momente  der  Träg- 
heit haben  und  als  Hauptaxen  befrachtet  werden  können- 

Zusatz  3. 
f  709.  Ist  daher  die  hesondete  Axe  bekannt,  so  wird  die 
Lage  der  zwei  übrigen  nicht  bestimmt,  sondern  man  kann  an 
ihrer  Stelle  nach  Belieben  irgend  je  zwei,  sowohl  unter  sich 
aU  auf  jene  normale,  gerade  Linien  annehmen,  wenn  sie  nur 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehen. 

23* 
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Anmerkung. 
§.  710.  Da  wir  uuri  oben  im  allgemeinen  Tiir  die  Hatipf- 
axen  IJ,  W,  /C  Uie  Momente  der  Trägheit  Ma^,  M6^,  Mc^ 
vorausgesetzt  haben,  so  wollen  wir  zwei  derselben  in  diesem 
Kapitel  als  einander  gleiche  aufstellen.  Es  sei  daher  die  erste 
Äxe  lA  die  besondere  und  die  Trägheitsmtimente  der  übrigen 
unter  eich  gleich,  so  dass 

ist;  hierdurch  werden  die  oben  gefundenen  Formeln  "undecbar 
zusammen  gezogen  werden.  Wird  aber  auch  in  diesem  Failc 
die  Lage  der  zwei  Axen  IB  und  IC  nicht  bestimmt,  so  wer- 
den wir  sie  doch  als  bestimmt  ansehen,  damit  mittelst  dersel- 
ben die  Lage  des  Körpers  zu  jeder  Zeit  leichter  angegeben 
werden  könne.  Von  dieser  Art  gibt  es  aber  unendlich  viele 
Körper,  und  unter  den  gleichartigen  gehören  insbesondere  hier- 
her die  Cylinder,  Kegel  und  im  allgemeinen  alle  runden  Kör- 
per,  welche  durch  die  Umdrehung  irgend  einer  Figur  um  eine 
feste  Axe  entstehen  ;  so  dass  diese  Art  fast  alle  Körper,  welche 
die  Geometer  zu  betrachten  pflegen,  in  sich  begreift.  Auf 
welche  Weise  demnach  diese  Kürper  sich  hinsichtlich  der  Be- 
wegung verhalten  werden,  während  keine  Kräfte  sie  antreiben, 
wollen  wir  in,  diesem  Kapitel  erforschen  und  ;;»ar  zuerst  für 
jede  Zeit  die  Lage  der  Drebungsaxe  in  Beziehung  auf  die 
Hauptaxen  suchen,  ohne  uns  jetzt  darum  zu  bekümmern,  welche 
Bewegung  die  letztern  selbst  haben  weiden,  indem  wir  diese 
hernach  zu  bestimmen  suchen  wollen. 
Aufgabe   7L 

g.  711.  Ist  einem  starren  Körper,  welcher  zwei  gleiche 
Hauptaxen  hat,  anfangs  eine  beliebige  drehende  Bewegung  bei- 
gebracht worden  und  sind  keine  äussern  Kräfte  vorhanden;  so 
soll  man  für  jede  Zelt  die  Lage  der  ürehungsaxe  in  Beziehung 
auf  die  Hauptaxen  angeben, 

Auflösung. 

(Figur  94.)  Setzen  wir  den  Mittelpunkt  der  Trägheit/  des 
Körpers  in  den  Mittelpunkt  einer  Kugel,  auf  deren  Obertläche 
wir  alles  zurückführen,  so  seien  JA,  IB.  IC  die  Hauptaxen 
des  Körpers  und  in  Bezug  auf  die  erstere  lA  das  Moment  der 
Trägheit  =Ma%  in  Bezug  auf  die  zwei  übrigen  IB  und  IC 
seien  die  Momente  der  Trägheit  unter  sich  gleich  und  =:Mc^, 
so  dass  man  b^=^c^ 

hat.    Jetzt  aber,  nachdem  von  Anfang  an  die  Zeit  (  verflossen 
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ist,  drehe  sich  der  Ki"ji|ier  «m  die  Axe  10  im  Siiino^^ÄC  und 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =  ß,  so  daes  die  Lage  des 
Punktes  O  in  Beziehung  auf  die  Punkte  A,  B,  C  bestimmt 
werden  soll.  Man  setze  demnach  die  Bogen  dergrössten  Kreise 
0/(=^ß,  OB=^ß  und  OC=:y,  welche  man  als  veränderliche 
zu  behandeln  hat;  alsdann  wird  die,  auf  diesen  Fall  wo  b^=c^ 
ist,  iiliertragene  Aufgaiie  66.  (_§.  669.)  zuerst  ergeben 
rfii-O. 
Hieraus  ersieht  man,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  un- 
veränderlich bleibt  und  daher  noch  derjenigen  gleich  sein  wird, 
welche  im  Anfange  dem  Kürper  beigebracht  worden  ist.  Setzt 
man  daher  diese  erste  Winkelgeschwindiskell  =:e,  so  wird 

Zweitens  aber  irerdeo  wir  nach   g.  674.  diese  Gleichungen 
haben  : 

I.     a*<:«sin«ö(ß  =  0, 

II.     a''c*siiißdß=::Ea^c\a^  —  ,^)coS(tCo&ydt, 

m.     a^^sinydy^zm^cHc^—ahcosciwsßdt, 

aus  deren  ersten  wir  lernen,   dass   der  Bogen  AO  =  a  coustant 

und  daher  demjenigen  gleich  ist,    um  welchen  im  Anfange  die 

Drehungsase  von  der  besnndern  Axe  lA  abstand.     Da  nun 

cos  y  =  \^^inüia_cos^ 
so  ei'gilit  (He  zweite  Gleichung 

sin  ßilß____  t(«^  — c-^jcos  B  dt 

deren  Integral 

Vsm  u)         ^  c^ 

ist.     Es  wird  daher 

Wenn  daher  im  Anfange,  wo  (=0,  JO^S,  ßO^'Q  und 
CO=€  war,  so  wird 

«^2(  und  cos^=sin31cos  C 
mithin  der  constaute 

cos  5»  cos£ 

""^'-^sinJl     """  *""^-sina 
Wir  erhalten  demnach 
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cos P  =  cos 55. cos I  -^^ a  "   I 

—  cos'J.sinI  — ^ — -7 

cosy-icosS-slnj^-^^ ^ J 

.  +  cos  S .  cos  I  "ä— I  ■ 

Wenn  wir  daher  beim  Anfange  der  Bewegung  die  Lage 
der  Drehungsaxe  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen,  oder  die 
Bogen  21,  <&  und  £  kennen,  so  sind  wir  im  Stande,  nach  Ver- 
lauf jeder  Zeit  *  die  Lage  der  Drehungsaxe  in  Beziehung  auf 
Iben  Haujifaxen  oder  die  Bogen  ti,  ß  und  y  anzugeben. 


Zusatz  1. 
§.  712.  ist  demnach  dem  Körper  anfangs  eine  drehende 
Bewegung  um  eine  Axe  IE,  welche  gegen  die  Hauptaxen  lA, 
W  und  IC  um  die  Winkel  3t ,  ^  und  S  geneigt  ist  und  mit 
einer  Winkelgeschwindigkeit  ==«  im  Sinne  ABC  beigebracht 
worden;  so  mag  hierauf  die  Drehungsaxe  sich  beliebig  nndern, 
die  WinkeJgeschwindigkelt  wird  stets  dieselbe  =e  bleiben  und 
die  Dreliiingsase  /O  um  denselben  Winkel  3t  gegen  die  be- 
sondere Hauptaxe  lA  geneigt  sein. 

Zusatz  2. 
§.  713.    Ist   ferner  das  Moment  der  Trägheit  in  Be?,ng  auf 
die  besondere  Axe  IA=Ma%  in  Bezug  auf  die  beiden  übrigen 
aber  =Mc^;   so  setze  man  für  eine  verflossene  Zeit  — (,  weil 
t  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet,  den  Winkel 
<«^-c^)fcos3t^^, 
c^  ' 

welcher  mit    der   Zeit    t    gleichförmig    wächst.     In  dieser  Zeit 
wird  der  Körper  sich  so  um  die  Ase  lO  drehen,  dass 
AO=AB=-&, 
cosßO  =  cosS&cosr— cos^sinT 
und  cos  CO  =  cos  25  sin  7'  + cos  £  cos/" 

wird- 

Zusatz  3. 
§.  714.    Weil   der  Bogen  AO  beständig  gleich  gross    und 
:=  3t  bleibt,    wird    die  Lage    des  Punktes    O    am    bequemsten 
durch  den  Winkel  BAO  bekannt,  und  da 
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§.716.  Wenn  man  c^=o^  hat,  welches  der  vorher  behiintlelle 
Fall   ist,   «0   alle  drei  Momente  der  Trägheit  unler  sich  gleich 


T=0,  J?0^5ö  und  ehen  so  CO::^^. 
Der  Dreliungspol  O  wird  nämlich  in  Bezug  «uf  die  Haupt- 

axen  nnbewegt  hieihen,  wie  wir  schon  vorher  gefunden  haben. 

Anmerkung. 

§.  716.    Diese  Foi 
den,  »Hein  die   Würde 
diess  .Klmehr  m  emeJ 
Heiter  ausfuhren 

rmeJn  kunnen  bedeutend  vereinlacht  wer- 

der  Sache  wird  es  verdienen,    dass  wir 
11  heiondern  Satze,  als  im  Vun'ibergehen 

infgahe    72. 

C    717      Irler   dei 
hergehenden  Aurg"»be 
polps  0  i[    Bezieh  .  f, 

isejbeu  Voraussetzungen   viie  in  der  vor- 
soil   man  die  Bewegung  des  Drehungs- 
aul  die  Mauptaseii  besdmmen. 

Aiflusung. 
(Figur  %)  tb  hieihe -tlles  wie  in  der  vorhergehenden  Auf- 
los  ini;  und  dt  min  die  gleuhen  Pole  B  und  C  auf  dem  Kreise 
BC  nach  Beleben  annehmen  kann,  so  lege  man  den  Quadran- 
ten AB  so,  dass  er  durch  den  Pol  JE,  um  welchen  der  Körper 
zuer^'t  Bich  zu  drehen  aufangt  gehe.  Da  nun  dieser  Drehungs- 
pol bestandig  denselben  Abstand  vom  Hauptpole  A  beibehält, 
eo  wird  seine  Bewegung  auf  dem  kleinem,  um  den  Mittelpunkt 
A  beschriebenen,  Kreise  EF<t  erfolgen,  dessen  Abstand  der 
Bogen  AE=^a  ist,  nelchcii  wir  oben  durch  21  bezeichnet  haben. 
Es  wird  demnach  ^£=35^00"-«  und  CE=€=90o.  Ist 
daher  nach  Verlauf  der  Zeit  =f  der  Drehungspol  von  £  nach 
0  gelangt,  so  wird,  weil  cosS  =  0  ist, 

COsß^O^'^^r-^^^  r=COS  T 
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also  der  Winkel  IiAO=  T.  Dieser  Idzfere  wird  alter  durch 
die  Zeit  (  so  bestimmt,  dass  wir 

haben,  woraus  wir  folgende  vorlreflliuhe  Auflösung  ableiten. 
Ist  das  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  die  besondere 
HauplaxB  /A~Ma^,  und  in  Beziehung  auf  die  zwei  übrigen 
gleichen  Axen  IB  und  IC=Mc%  hat  aber  der  Körper  im  An- 
fange um  die  Axe  IE,  im  Sinne  BCA  und  mit  der  Winkelge- 
schwindigkeit =  e  sich  zu  drehen  angefangen;  so  ivird  in  Be- 
ziehung auf  die  Hauplasen,  welche  wir  als  in  Ruhe  betrachten, 
der  Dreliungspol  auf  dem  kleinern,  um  den  Pol  A  beschriebenen, 
Kreise  EFG  gleichförmig  fortgeführt  werden,  so  dass  er  im 
Verlauf  der  Zeit  t  den  Winkel 

beschreibt.  Es  erfolgt  ferner  diese  Bewegung  im  Sinne  BC, 
der  drehenden  Bewegung  conform,  wenn 

■a2>„2, 
im  entgegengesetzten  Sinne,  wenn 

ist. 

Zusatz    1. 

§.  718.  Der  Drehungspol  wird  in  den  folgenden  Fallen  in 
Ruhe  bleiben; 

1)     wenn  AE~0  ist,    oder  der  Körper  um  die  Hauptaxe  lA 

eich  zu  drehen  angefangen  hat ; 
'2)     wenn  ^£=90"  ist,    oder   der  Körper   um    eine  beliebige, 

auf  lA  normale  Ase  seine  Drehung  begonnen  hat; 
3)    wenn  o^=;c^  ist,  d.  h.  wenn  des  Körpers  drei  Hauptaxen 
alle  einander  gleich  sind. 

Zusatz  2. 

g.  7iy.  Ist  ««>  c^,  so  wird  der  Drehungspol  E  um  A  in 
demselben  Sinne  BC,  in  welchem  die  Drehung  geschieht,  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit 

^^^'-c^jcos^E^ 
c^ 
wenn  aber  (i2<t'^,   im   entgegengesetzten  Sinne   mit  der   Win- 
kelgeschwindigkeit 
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fierumgefühit  werilen. 

Zusatz   3. 
g.  720.     Der  Bogen  EO  des  kleinem  Kreises,    durch  wel- 
chen die  Urehungsaxe  in  der  Zeit  t  fortschreitet,  ist 

_  t{n^  —  c^)ts\nAEcosAE _  f(a'— c'')<siii2^E 

Dieser  Weg  ist  demnach,  unter  Ührijifens  gleichen  Umstän- 
den, ein  niasiniiim,  n'enn 

AE=^l^AB=A^'i 
ist,  d.  h.  wenn    die    Drehungsaxe   von   den    Hauplaxen  gleich- 
weit  absteht. 

Zusatz  4. 

§.  721.    Setzt  man    das  Verhältniss   de«  Durchmessers  zur 
Peripherie  =  l;?i:, 

so    wird    der    Ürehungspol    die    gansie    Peripherie    EFGE    in 
einer  Zeit 


£(a^ —  c^)cos^£' 
in  Secunden    verstanden,    durchlaufen    und  wird  zugleich  diese 
gleichförmige  Bewegung  immerwährend  beihehalten. 

Anmerkung. 
§.  722.  Hier  haben  wir  es  noch  nicht  mit  der  Bewegung 
des  Körpers  selbst  zu  thun,  sondern  betrachten  ihn,  was  wohl 
zu  bemerken  ist,  als  ob  er  rnhete,  oder  einen  andern  ihm 
gleichen  und  ruhenden,  und  haben  gelehrt,  wie  man  in  ihm 
zu  jeder  Zeit  die  Drehungsaxe  10  bestimmen  kann,  um  welche 
der  in  Bewegung  begriffene  Körper  sich  alsdann  drehen  wird; 
wir  haben  uns  hier  nicht  darum  bekümmert,  welche  Lage  diese 
Drehungsaxe  in  Beziehung  auf  den  absoluten  Raum  haben 
wird.  Nun  wollen  wir  daran  gehen ,  diese  Bewegung  voHslÜn- 
dig  kennen  zu  lernen. 

Aufgabe   73. 
g.  723.      Einem     starren     Körper,     welcher    zwei    gleiche 
Hauptaxen  hat,  ist  im  Anfange  eine  beliebige  drehende  Bewe- 
gung beigebracht  worden;   man    soll  zu   einer    gegebenen  Zeit 
die  Lage   so  wohl  der  Hauptaxen,    als   auch  der   Drehungsaxe 
in  Beziehung  auf  den  absoluten  Raum  angeben. 
Auflösung. 
(Figur  94.)     Die    aus    dem   Mittelpunkte   der  TrUgheit    um 
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den  Körper  besoliiiebeue  Kii<;el  werde  durch  eine  nnlievi  egikho 
sphärische  OberllSche  ZATF  eingesclilossen,  und  nach  Ver- 
lauf der  Zeit  t  befmde  sich  die  bewegliehe  Kugel  mit  tieni 
Kürper  in  der  Lage,  dass  die  Pole  der  drei  Hauptaxen  in  A, 
B  und  C  liegen,  und  es  sei  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug 
auf  die  erste  Axe  IA  =  M.a^,  in  Bexug  auf  die  zwei  übrigen 
aber  ^=Mc^.  Man  ziehe  hierauf  nach  einem  gewissen  feste» 
Punkte  Z  die  Bogen  AZ,  BZ  und  CZ,  und  setze,  wie  in  Auf- 
gabe 68.  (§.678.)  AZ  =  l,  BZ=m  und  CZ=n,  so  dass 

cosP  +  eosm^  +  coSHa—i 
wird.  Ferner  seien  die  Winltel  SZA  =  X,  XZßr^fi.  und  XZC 
rxv,  und  da  die  drehende  Bewegung,  wie  wir  gezeigt  haben, 
glcichlurmig  bleibt,  so  sei  ihre  im  Sinne  ABC  gerichtete  Win- 
kelgeschwindigkeit =«.  Da  ferner  die  Drehungsaxe  stets  gleich 
weit'  von  der  Axe  lA  entfernt  bleibt,  so  sei  der  Bogen  .»40  =  « 
und  gleich  dem  Änfangsbogeu  AE,  wobei  wir  annehmen,  dass 
im  Anfange  der  Drehungspol  E  auf  dem  Bogen  AB  gelegen 
habe.  Nach  dem  Vorhergehenden  wird  demnach,  wenn  wir 
.(a'-ca)fcos«_^, 

setzen,  nach  Verlauf  der  Zeit  t  der  Wiukel  BAO—T;    wess- 
halb,  wenn  BO  =  ii  und  CO  =  j'  gesetzt  wird,  sich 
cos|5=sino;cns3'  und  cos)'  =  siiiasin  T 
ergibt  (§.  078.),  indem  BAC='AW  ist.     Unter    diesen  Voraus- 
setzungen haben  wir  nach  §.678.,  weilü  =  E  ist,  die  folgenden 
Gleichungen ; 

sin  W/=  «<7;sin et [cosn cos  y— cos m  sin  r] , 
— 8inWi=trf(sinß[cos»icosr  +  cosMsin  7'], 
sin m(Im=  EdtsXu u[cos /sin  7'—  cos  n  cotg k] , 
— sinm*d(t=£d(sinn[coswsin7'+co8/cotg«], 
sin  ndn  :=  sdt  sin  «[cos  m  cotg  c  —  cos  /cos  T] , 
— sin n*rfv  =  E£ftsinnitcos /cotg  a-J- cos n( cos  7']  . 
Um  diese  leichter  zur  Integration  bringen  zu    können,    zie- 
hen wir  den  Bogen  ZO^v  in  Betracht,  und  da 

cos !i  =  cos a cos l  -\-  sin o[cos m  cos  T  +  cos n  sin  7'] 
ist,  so  wird  durch  Differentiation 

sini'rf«=^  cosßsin/(W 

+sinmsinKcos7W/« 
-f-sinne!ii<igin7'(j!» 
'|-sinucosmsin7y7' 
—  ein  n  cos  k  cos  Td  T, 
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und   wenn   wir   die  Weitlie  voq  smldl,   s'inmdm   und  s'imidn 
sul)st!tuiren, 

s'in  V  dv  =^-~  sin  ci[cos  n  cos 'f  — cos  in sii\T\dT 

ismvdt 
Dil  nun 

ist,  so  cnstclit 


und  nenn  man  integrirt 


=;cosceos/+sino[co5?Mcos7'+cosHsin  7'J; 
so  dass  man  nun  die  eine  Integralgleichung  erhält: 

C=^cos«cos/  +  sinßCosmco8  2'  +  sin«coswHi[i7'. 
Hieraus    kann    man    aber    auf    eine    hesondere    Integration 
schltessen,  indem  man  den  Bogen  l  constant  und 

cosm=sin/cos7',  wie  auch  cosk  =sin/sin2' 
setzt,  damit 

608/2+ cos  m^.^cosn^^l 
und  zugleich  der  ersten  Gleichung 

sin/rf/=0 
Genüge  geschehe.     Die   übrigen    Gleichungen  -werden  aber  er 


an» 

irfm  = 

^smUmTdT—idtsin, 

.feo.f.i 

n7' 

-cotgKsin/siii 

iT] 

und 

sinn 

.d«=- 

-,mlco3TdT=:tdt,\r, 

■in( 

to.ir-co./co 

„T] 

Aus  diesen  beiden  geht  Iiert 

aldl\ 

=E(/(sin4cos/— cofg« 

■in;i=l 

ia^ 

-«•jrfico.o.i, 

II  i 

oJor 

(a»-t 

")<! 

osßsin^ 

Zugleich  wird  aber  der  Bogen  ZO=.v  constant, 
cosc  — cösacos^+sincsin/, 

ZO  =  v=a-l  und  igAZO==0, 
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so  dass  die  Punkle  A,  Z  und  O  sich  immer  auf  demsellieii 
grössten  Kreise  befinden.  Endlich  aber  erhält  man,  zur  Be 
Stimmung  der  Lage  <\es  Bozens  ZA, 

-sinPdk=sdtstnasinl,  also  ;i=— ^■'""  ■ 
Kennt    man    aher    den   Winkel  XZA  =  X,    so    werden    die 
ülirigen    XZB  —  ji    und     XZC  =  v    durcli     folgende    Formeln 
bestimmt : 


siii{(.-l)  =  -- 

TtTT^ 

iruiT' 

■■"(--')  =  SfÄT.' 

ocler 

""l"     '■>           sin/sillB^ 

oder  auch 

nsn 

-=i^', 

■"i  's('-i)  =  -^- 

lern 

Da  aber  diese  ^' 

luHü« 

eng  nur 

eine  besondere  ist,  so  « 

wir  die  allgemeine  auf  folgende  Weise  herleiteu. 

-Allgemeine  Aiiflüsung. 
Wir    setzen    cosm  =  sin/cos0    und    cosw  =  sin^sin  0,    so 
dass  cosi® +  cosm^+cosM''— 1  ist  und  es  wird  alsdann 

sin  Idl  =  tdtsia  a  sin  /[sin©  cos  T-  cosSsin  T) 
oder  rf/=srf(sino;8in(0—  T). 

Man  hat  aber  ferner 

sinnidm  =  sin / sinÖ  d0  —  cos  lco&&dl 

=sd(sinK[cos/sin7'— cotgtt8in/sin0J 
und  daher 
Sin/sin0rf0=s*?(ain«[cos/cos0sin(0— 7') 

+  coslsmT — cotgasin/sin©}. 
üa  aber 
T=&—{®~T),  also  sin7'^sin0co8(0— 7')— co80s!n(0— 7'), 
so  erhält  man,  indem  man  mit  sin©  dividictr 

sin/d0=Erf/sin«[cos/co5(0~r)  — cotgßsiii/]. 
Setzen  wir  nun  &—T=<p,  so  wird 

e(a^-c'^}dtcos^ 


Icosip—sdtcosasuil 
sa^dtconasinl 


d&  =  d^  +  - 

und 

[«a_ca)(Z(coSKsin/ 

oder 

nM9  =  "''sinßCos/cos(p — ' 


y  Google 


ioelf/ie  2wci  gleiche  Havptaxen  ftaOen  eic. 

Diese  Gleichung  hat  man  mit  der  vorhergehenden 
dl^Edtsinasin  ip 
7.11   verbinden   iinil   aufzulösen;    sie   enthalten   zwar   drei 
derliche  /,  {  und  g),  allein  die  mittlere  wird  durch 
,,  dl 

sinasinqi 
Jerciii  elimmirt.     Es  entsteht  nämlich 

.    ,  j        coslcoscpdl      n^dl cos a s'm l 


oder 

-^ =  cos  /  cos  (p  dl—  sin  /sin  ip  d<p 

nnd  iveun  man  hitegrirt: 

SetKen  wir   der  Kürze    wegen  '^^^^  =  0,  so  wird 
__(?— />cos/ 

und  sin9>=^^vj^V"I^=^H5eZ>7Kr/"=^r+  Ö*-^)cos/2, 
nnd  wenn  man  diesen  Werth  in  die  andere  Gleichung  substi- 
tuirt,  so  entsteht 

s.mldl 


^'^'     sin  «Vi  -  C^  +  26'/>  cos  /-  (1  +  D^)  cosP ' 
deren  Integral 

w  .  E=         1  .  rco-a  +  />'-')cos/-i 

sinoVl  +  ö''^''''^"L      Vl  —  <y  +  ß^    J 

oder 

V^l_C^_(_Oa  Lv     T     /  -r       j 

ist.  Mittelst  dieser  Gleichung  wird  für  jede  Zeit  der  Bogen 
ZA=l,  hieraus  der  Winkel  p  =  &-  T  und  dann  0  =  9+'/' 
heliannt,  und  ist  dieser  gefunden,  so  vrird 

eosm=sin;cos©  und  cosw  =  8in/sin  0. 
Ferner  wird 
cosZÜ~cosKcos/  +  sinßsin/cosy^cosßcos/+Ceinc— y>sinncos^. 

Endlich  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des  \\inl;els  jrZ^=i, 
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—  lU  sin  ^ i=^  Etife'm a sin ^cos  ip 

,,  .t?<sin«(C~/Jcos/). 
"*■—  gjn/a  ' 
si[l)stitiiir(  man  nun  liier  statt  etil  den  oliigeii  Werth,  so  ergibt  sich 
dl(C—ßco^l) 

«IcrOTi  Integral 

,      .,  ,          ,  f— Z>+6'co5/-| 
i— t  +  arcsinJ — t--^ I 

ist.     Auf  diese  Weise  haben  wir  alles  allgemein  beslininit. 
Zusatz   1. 
§.  724.     Aus    der    allgemeinen  AuOüsung  geht    die    früher 
ermittelte  hesondere  hervor,  wenn  man  die  Coiistante  G=:V1+Ü* 
setzt.     Alsdann  muss  nämlich,  weil  in  der  Gleichung 

der  Nennet  l—C^  +  D^^O  ist,  auch  der  Zähler  CD—(l+D^)ci3sl 

verschwinden,  wonach 

cos  <=■/:■■■     --^  und  sin(: 


1        <;^ 


Zusatz  2. 
§.  7-35.     Nininit    man    aber  die  Constanfe  C^VT+D^ 

mitliin  <p=0  und  0=7'.     Hieraus  schliesst  man,  dass 
cos»J=sin/cos  y  und  cos m  =  sin /sin  7', 

ist.     Da  aber  ip=:()  ist,  nehme  mau,   um  diese  l]nbequemlii 
keit  zu  vermeiden,  die  Gleichung 

sin  ldl=^—sdl  sin  n , 
iroraus  wie  vorhin 
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Aiimerkuns- 

g.  li<ö.  Die  .•illgemeine  Auflösung  entlinlt  dcmnadi  so  viel 
wililiühi'liclie  Constuntei),  dass  sie,  tvn  mun  auch  immer  ilen 
festen  Punkt  Z  auf  der  unUeneglichen  Kugel  anrielinieii  mag, 
ilemselbcn  angepasst  werden  kann.  Da  aber  dieser  Parikt  vou 
nnsei'm  Beliehen  abhängt,  wicd  man  ihn  immer  so  annehmen 
dürfen,  dass  für  Ihn  die  besondere  Äiifiüsung  stattfinde,  und  da 
diese  sebv  einfach  ist;  so  wird  sie  uns  eine  höchst  deutliche 
Kennfniss  der  Bevvegung  verschaffen,  nährend  die  letztere, 
nenn  man  sie  auf  andere  feste  Punkte  bezieht,  sehr  gestiirt  er- 
scheinen nuiss.  Wir  wollen  daher  diesen  festen  Punkt  Z  nicht 
nach  Belieben,  sondern  so  annehmen,  dass  jene  besondere 
Auflösung  stattfmde. 

Aufgabe  74. 

g,  727.  Einem  starren  Körper,  welcher  zivei  gleiche  Haupt- 
axen  hat,  ist  im  Anfange  eine  drehende  Bewegung  «m  eine 
beliebige,  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende,  Äxe 
beigebracht  worden;  man  soll  die  Fortsetzung  dieser  Bewe- 
gung bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  y7.)  Im  Mittelpunkte  einer  unbeweglichen  Kugel 
denke  man  sich  den  ebenfalls  ruhenden  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit des  Körpers,  und  es  heÜnden  sich  im  Anlange  die  Hau[)t- 
axen  des  Körpers  in  A,  B  und  C;  m  Bezug  auf  die  erstero 
sei  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  =^M{fi,  in  Bezug 
auf  jede  der  beiden  andern  =zM<fl.  Nun  habe  aber  der  Körper 
eine  drehende  Bewegung  um  die  Axe  IE  und  im  Sinne  BCA 
empfangen,  die  Winkelgeschwindigkeit  sei  =e  und  der  Bogen 
AE=a.  Um  nun  die  Fortsetzung  dieser  beigebrachten  Bewe- 
gung zu  erforschen,  bedienen  wir  uns  einer  besondern  Auflösung 
und  nehmen  auf  dem  Bogen  j^B,  welchen  wir  auf  der  unbeweg- 
lichen   Kugel    als    einen    festen    Meridian    befrachten,    AZ   so 

wird;  ferner  nehmen  wir  Z  als  denjenigen  festen  Punkt  an, 
auf  welchen  wir  hernach  die  Lage  des  Körpers  beständig 
beliehen  und  setzen  AZ=l,  so  dass 

ist.     Nach    Verlnuf  der   Zeit  (  mögen   die  Pole  der  Hauplasen 
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nach  A' ,  H'  und  C  gelangt  sein,  alsdann  wirti,  wie  wir  gese- 
hen haben,  noch  ZA'=ZA=.l  sein  und  auf  demselben  Bogen 
A'Z  ein  Punkt  O  liegen,  um  welchen  als  Pol  sieh  der  Kürper 
mit  der  Winkelgeschniniligkeit  =s  im  Sinne  B'CA'  drehen 
iviid.  Nach  dem  Vorhergehenden  aber,  wo  wir  den  Winkel 
XZA  =: X  gesetzt  haben ,  ivlrd ,  weil  dessen  negativer  Werth 
hier  den  Winkel  AZA'  bezeichnet,  der  im  Anfange  --=  0  war, 
nun  der  Winkel 

jZA'='-^; 
hieraus    erkennt    man    au  jeder   beliebigen    Zeit   die   Lage   der 
Hauj>taxe  lA'.     Befinden  sieh  nun  die  zwei  übrigen  in  B'  und 
C,  so  haben  wir  im  g.717.  gefunden,  dass  der  Winkel 

sein  wird.    Hat  man  daher  den  Punkt  A'  gefunden,   so    nehme 

man  den  Winkel  ZA'B' ~ -°-~ ^'^'"?H  und  den  Bogen  A'B' 

^üQf  an;  alsdann  wird  B'  der  eine  der  zwei  übrigen  Haupt- 
i»ole  sein,  woraus  sich  der  dritte  C  von  selbst  ergibt. 


§.  7-2H.     Die  Haujitaxe  lA  dreht  sich  demnach  gieichrormig 
um  die    feste,    aber  nicht  zum  Körjier  gehörige  Linie  IZ,    so 

dass  der  Bogen  AZ  =  A'Z^l,  tg/=^-^-  ist  und  in  der  Zeit 

(  der  Winkel  AZA'=z^*'^"^"    beschrieben  wird.     Es  wird  dem- 
nach die  Winkelbeweguiig  im  Sijme  AA'  oder  BCA 


Zusatz.   % 
g.  729.     Inzwischen    wird    aber    der   Bogen    AB   ati 
Körper,  welcher  anfangs  auf  AZ  fiel,  während  ZA  in  d. 
(  nach   ZA'   fortschreitet,   sich   so  um  Ä  drehen,  dass  < 
Winkel 
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Zusatz  3. 
§.  730.     Die  Bewegung  des    Körpers   kann    daher  als  aus 
einer  doppelten  drehenden  zusammengesetzt  betrachtet  werden. 
Erstens   wird   sich    nämlich   der  KUrper    um    seinen  besoiulerii 

Hanptpol    Ä    mit    der    Winkelgeschwindigkeit  — ■■  ^- 

im  Sinne  CB  drehen;    zweitens  wird  aber  dieser  Pol  A  selbst 
sich  inzwischen  um  den  Punkt  Z,  welcher  im  absoluten  Räume 

fest  ist,  mit  der  Winkeigeschivindigkeit  ^—  ,-/■    drehen. 


§.  731.  Setzt  man  den  Bogen  ZA~l,  so  sei  die  Winkel- 
geschwindigkeit, mit  welcher  der  Punkt  A  sich  um  den  festen 
Punkt  Z  im  Sinne  AA'  dreht,  =?,  diese  zwei  Elemente  be- 
trachte man  als  gegeben;  alsdann  wird 

°  c^  sin« 

Hiernach  wird  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  sich 
inzwischen  der  Bogen  AB  um  A  im  entgegengesetzten  Sinne 
dreht, 

c^tgK  a^ 

Anmerkung  1, 
g,  732.  Diese  Bewegung  des  Körpers  kann  sehr  bequem 
auf  dieselbe  Weise  dargestellt  werden,  wie  wir  uns  die  dre- 
hende Bewegung  der  Erde  denken,  in  so  fern  als  die  Axe 
oder  die  Pole  am  Himmel  fortschreiten.  Man  betrachte  näm- 
lich den  Kiirpev  als  die  Erde,  dcreii  einer  Pol  A  ist,  am  Him- 
mel sei  aber  Z  der  Pol  der  Ekliptik,  von  welchem  der  Pol 
der  Erde  beständig  denselben  Abstand  ZA-=-l  behält  und  um 
welchen  er  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^£  im  Sinne 
AA'  dreht;  diese  Bewegung  entspricht  dem  Fortrücken  des 
Erdpoles  am  Himmel.  Während  nun  aber  der  Bogen  AB  oder 
A-B-  sich  um  A  und  A'  dreht,  entfernt  er  sich  vom  Bogen  ZA 
im  Sinne  CB  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
^  £(a'-c^)cos^ 

und  es  wird  diese  Bewegung  der  täglichen  Bewegung  der  Erde 
entsprechen.  In  der  Wirklichkeit  wird  aber  eine  solche  Bewe- 
gung   von    der    drehenden    Bewegung    der   Erde    im    höchsten 
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(Jrade  abweichen,  da  liier  der  Meridian  AB  sich  sehr  langsam 
um  den  Pol  A,  im  Vergleich  mit  der  Witikelbewegung  des 
Pols  A  um  den  festen  Punkt  Z,  beivegt,  während  hingegen 
bei  der  Erde  die  tägliche  Bewegung,  im  Vergleich  mit  der 
Bewegung  ihres  Poles  um  den  Pol  der  Ekliptik,  eine  sehr  ge- 
schwinde ist.  Wäre  demnach  die  Bewegung  der  Erdpole  um 
die  Pole  der  Ekliptik  eine  selir  geschwinde,  dagegen  die  Dre- 
hung der  Erde  um  ihre  Pole  eine  sehr  langsame,  so  würde  es 
keineswegs  angemessen  sein,  die  Ursache  dieser  Bewegung 
in  äussern  Kräften  zu  suchen,  da  die  Erde  von  seihst  in  Folge 
der  Trägheit  zu  einer  solchen  Bewegung  angeregt  werden  kiJnnte. 
Da  nun  aber  das  Entgegengesetzte  stattfindet,  so  liegt  die  Ur 
Sache  dieser  Erscheinung  offenbar  in  äussern  Kräften,  durch 
welche  die  Erde  angetrieben  wird. 

Anmerkung  2. 

g.  733.  (Figur  98.)  Es  ist  hierbei  sehr  heuierkenswerth, 
dass  die  Bewegung  des  Körpers,  welche  in  Wirklichkeit  um  die 
veränderliche  Äse  JO  erfolgte,  gleichsam  von  seihst  auf  zwei 
drehende  Bewegungen  zuriickgeltihrt  worden  ist,  welche  aber 
gehörig  von  einander  unterschieden  werden  müssen,  indem  die 
eine  um  die  wahre  und  im  Körper  esistirende,  die  andere  aber 
um  eine  gleichsam  ausserhalb  des  Korpers  befindliche  und  auf 
den  absoluten  Raum  sich  beziehende  Axe  erfolgt.  Um  sich 
diese  Bewegung  klarer  im  tSeiste  vorzustellen,  denken  wir  uns 
den  Körper  PRQS  von  dem  Stabe  APQa  durchbohrt  und  zwar 
gehe  dieser  durch  des  erstem  IVlitteipunkt  der  Trägheit  /  und 
stelle  seine  besondere  Hauptaxe  vor.  Hierauf  werde  aber  der 
Stab  mit  seinen  Endpunkten  A  und  a  so  in  den  Ring  ZAta 
eingefügt,  dass  der  Körper  sich  frei  um  denselben  drehen 
kann;  der  Ring  habe  aber  in  den  einander  entgegengesetzten 
Punkten  Z  und  i  Zapfen,  weiche  ausserhalb  so  festgehalten  wer- 
den, dass  jener  frei  um  sie  herumgeführt  werden  kann.  Wird 
nun  der  Körper  PRQS  um  den  Stab  An  zur  drehenden  Bewe- 
gung angetrieben,  und  zugleich  der  Ring  AzaZ  um  die  Zapfen 
Z  und  z  herumgeführt,  so  entsteht  eine  solche  Bewegung,  wie 
wir  sie  hier  beschrieben  haben,  wo  der  Stab  die  wahre,  im 
Körper  befindliche  und  mit  diesen  sich  bewegende,  die  Zapfen 
Z  und  1  aber  die  andere,  ausserhalb  des  Körpers  befestigte 
Axe  darstellen.  Diese  zwei  drehenden  Bewegungen  stimmen 
aber  darin  überein,   dass  beide,    wenn  man  die  eine  von  ihnen 
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aufhebt,  in  eine  wahre  drehenJe  Bewegting  um  eine  feste  Axe 
übergehen.  Wenn  nHnilich  der  Ring  ruhet,  nird  der  Küiper 
sich  nm  den  ruhenden  Stab  Aa  oder  die  feste  Axe  PQ  drehen; 
belit  man  aber  die  Uewegung  um  den  Stab  Aa  auf  und  dreht 
steh  der  Ring  allein  um  die  Zapfen  Z  und  z,  so  wird  im  Kör- 
per eine  einfache  drehende  Bewegung  um  die  feste,  ku  den 
Zapfen  Z  und  z  gehürige,  Axe  entstehen. 

Anmerkung  3. 
§,  734.  Man  sagt,  eine  solche  Bewegung  erfolge  um  eine 
bewegliehe  Axe,  welche  Bewegung  man  wohl  von  der  um  eine 
veränderliche  Axe,  wie  wir  sie  im  Vorhergehenden  betrachtet 
haben,  uunterscheiden  muss.  Man  sagt  nämlich,  ein  Körper 
drehe  sich  um  eine  veränderliche  Axe,  wenn  er  sich  beständig 
um  eine  andere,  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gezo- 
gene, Linie  dreht,  die  dann  in  diesem  Augenblick  auch  wirk- 
lich ruhet;  von  einer  solchen  Axe  ist  auch  alles  dasjenige  zu 
verstehen,  was  wir  oben  fiber  die  drehende  Bewegung  aus- 
einander gesetzt  haben.  Sagen  wir  aber,  ein  Körper  drehe 
sich  um  eine  bewegliche  Axe,  eine  Idee,  welche  erst  jetzt 
als  für  uns  entstanden  angesehen  werden  muss;  so  wird  die 
Axe  zwar  eine  gewisse  bestimmte  nnd  im  Korper  befindüche 
unveränderliche  Linie  sein,  die  sich  aber  selbst  mit  dem  Kör- 
per bewegt,  so  dass  diese  bewegliche  Axe  sich  niemals  in 
Ruhe  befindet.  So  ist  die  Axe  der  Erde,  welche  diesen  Na- 
men zu  erzeugen  pflegt,  keine  veränderliche,  sondern  eine  be- 
wegliche, da  sie  in  der  Erde  eine  gewisse  feste  1-inie  ist,  die 
aber  mit  dem  Fortgange  der  Zeit  eine  Richtung  nach  andern 
und  andern  Punkten  des  Himmels  hat  und  ivelche  demnach, 
wenn  man  von  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde  abstrahirt, 
in  keinem  Zeitpunkte  ruhet,  wenn  anch  ihre  Bewegung 
eine  sehr  langsame  Ist,  Man  kann  aber  zu  jeder  Zeit 
eine  gewisse  andere  Linie  in  der  Erde  angeben,  welche 
alsdann  in  Wirklichkeit  ruhet,  mit  dem  Fortgange  der  Zeit 
aber  beständig  sich  verändert;  und  in  Beziehung  auf  diese 
muss  man  behaupten ,  dass  die  Erde  sich  um  eine  ver- 
änderliche Axe  drehe.  Da  die  Bewegung  der  Aequinoctien 
aber,  im  Vergleich  mit  der  täglichen  Bewegung,  eine  sehr  lang- 
same ist,  so  ist  der  Unterschied  zwischen  der  wahren  und  der 
zu  jeder  beliebigen  Zelt  stattfindenden  veränderlichen  Axe  fast 
gar  nicht  wahrzunehmen.    Wäre  sie  aber  bemerkbar,  so  würde 
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sie  in  der  Astronomie  die  grJJssfe  Aufmetksamlfeit  erfordern, 
da  die  zur  Bestimmung  der  PolhOhe  angestellten  Beobachtungen, 
nicht  die  Lage  der  wahren  Ase  angeben,  sondern  die  Lage 
der  veränderlichen  Axe  zu  dieser  Zeit,  um  welche  alsdann 
ruhende  Ase  die  Erde  sich  dreht. 

Aufgabe  75. 

g.  735.  Ein  starrer  Korper  hat  zwei  gleiche  Hauptaxen 
und  es  wird  ihm  eine  beliebige  Bewegung  beigebracht,  ferner 
wird  er  durch  keine  äussern  Kräfte  angetrieben  und  niem»ls 
verhindert,  seine  Bewegung  frei  ausrcihren  zu  kiinnen;  man 
soll  die  Bewegung  bestimmen,    mit  welcher  er  fortracken  wird. 

Auflösung. 
Zuerst  unfersitche  man,  ob  in  Folge  der  beigebrachten  Be- 
wegung der  Mittelpunkt  der  Trägheit  sich  bewegt  oder  nicht. 
Bewegt  er  sich  nämlich,  so  wird  der  Körper  eine  für  sich  zu 
betrachtende  fortschreitende  Bewegung  haben,  mit  welcher  er 
gleichfiirmig  «nd  in  gerader  Linie  fortriicken  wird  und  wir  wer- 
den wenigstens  im  Geiste  diese  Bewegung  aufheben  dürfen, 
indem  wir  uns  nämlich  den  Raum  selbst  als  mit  entgegen- 
gesetzter Bewegung  fortrückend  vorstellen.  Nach  Aufhebung 
der  fortschreitenden  Bewegung,  deren  VerhSItniss  eben  so  be- 
schaffen ist,  als  wenn  sich  ausserdem  keine  andere  Bewegung 
im  Körper  befände,  wird  man  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
des  Körpers  als  ruhend  betrachten  kiinnen;  und  wie  nun  auch 
immer  der  Körper  um  diesen  angetrieben  werden  mag,  so  wird 
eine  gewisse,  durch  ihn  geführte  gerade  Linie  wenigstens  im 
ersten  Anfange  ruhen  und  es  wird  dies  die  Drehungsaxe  sein. 
Stimmt  nun  diese  mit  irgend  einer  der  Hauptaxen  iiberein,  d. 
h.  lallt  sie  entweder  auf  die  besondere  Hauptaxe  oder  ist  sie 
auf  dieselbe  normal,  so  wird  auch  diese  Bewegung  gleichlJirmig 
bleiben  und  die  Axe  ruhen  oder,  wenn  die  fortschreitende  Be- 
wegung hinzukommt,  ihr  selbst  beständig  parallel  bleiben.  Wenn 
aber  jene  Äse,  um  welche  der  Körper  zuerst  sich  zu  drehen 
anfängt,  weder  mit  der  besondern  Hauptaxe  übereinstimmt, 
noch  auf  sie  normal  ist,  so  wird  der  Körper  sich  um  eine  ver- 
änderliche Äse  drehen,  und  auf  welche  Weise  diese  sich  be- 
ständig verändert,  haben  wir  im  Vorhergehenden  überflüssig 
gezeigt.  Eine  deutlichere  Einsicht  wird  man  von  dieser  Bewe- 
wegimg  auch  erhalten,  indem  man  sie  auf  jene  bewegliche  Axe 
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rei^ucirt,  ironach  der  Kürper  sich  um  die  besondere  Hauptaxe 
gleichfürmig  dreht,  während  diese  um  gewisse  feste  Pole  aus- 
serhalb des  Körpers  ebenso  mit  gleich  fürmiger  Bewegung  her- 
umgeführt wild. 

Anmerkung. 
g,  736.  Durch  diese  Aufgabe  wird  der  ganze  Gegenstand, 
H'elcfaen  wir  in  diesem  Kapitel  zu  behandeln  unternommen 
haben,  erschöpft,  so  dass  wir  die  freien  Bewegungen  starrer 
Kürper,  welche  zwei  gleiche  Hauptaxeii  haben  und  durch  keine 
Kräfte  angelrieben  werden,  im  allgenieinen  zu  bestimmen  und 
beliebigen  Fällen  anzupassen  vermögen.  Es  bleiben  noch  die 
Körper  der  dritten  Klasse,  deren  Hauptmomente  der  Trägheit 
ungleich  sind,  übrig  und  hierzu  ist  das  folgende  Kapitel  be- 
stimmt. 
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Kapitel    XIII. 

Vo7i    der  freien  Bemef/ung   starrer  Körper,    welche   drei    un- 
gleiche Hauptaxen  haben  und  durch  keine  Kräfte  angetrieben 

werden. 


Aufgabe   7(i. 

§.  737.  Einem  beliebigen  starren  Kilrpet  ist  anfangs  eine 
beliebige  drehende  Bewegung  beigebracht  worden,  und  er  wird 
dui'ch  iieine  äussern  Kräfte  angetrieben ;  man  soll  zu  jedei' 
Zeit  die  Lage  der  Drehungsaxe  in  Bezug  auf  die  Hauptascn 
angelien. 

Auflösung. 

(Figuu  94.)  Da  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Kfirpers 
/sich  l>estSndig  in  Ruhe  befindet,  so  denken  wir  uns  in  dem- 
selben den  Mittelpunkt  einer  Kugel,  auf  deren  OberHüihe  tiir 
alles  zurückführen.  Es  seien  nun  lA,  IB  und  /C  die  Hanpt- 
axen  des  Körpers,  die  Momente  der  Trägheit  in  Be^ug  auf 
dieselben  respective  Mn?,  Mf>%  Mc^,  welche  wir  als  ntiter  sich 
ungleich  annehmen;  denn  wenn  zwei  oder  seihst  drei  einander 
gleich  iv.fren,  würde  der  Fall  auf  die  vorhergehenden  Kapitel 
zurückgebracht  werden.  Nach  Verlauf  der  Zeit  t  sei  nun  die 
gerade  Linie  10  die  Drehungsaxe,  deren  Lage  in  Bezug. auf 
die  Hauptnxen  bestimmt  werden  mnss;  man  setze  die  Winkel- 
geschwindigkeit, mit  ivelcher  der  Kiirper  sich  jetzt  um  die  Axe 
10  dreht,  =£1  und  es  erfolge  die  Drehung' im  Sinne  ABC. 
Man  setze  nun  die  Bogen  der  grössten  Kreise,  welche  gesucht 
werden ,  iiändicb  OA^^a,  OB  —  ß  und  OC=^y,  dieselben  müs- 
sen, weil  sie  sich  mit  der  Zeit  verändern,  als  veränderlich  an- 
gesehen werden;  sie  hSiigen  aber  so  unter  sich  zusammen,  dass 
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cos  a^  +  cos  /?'+  cos  1"*=  I 
ist.    Ferner  ist  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  hier  verän- 
derlich, da  man  nach  §.670. 

«■^  ~  ,  «sö^t»  "^^ 

hat;    die  Veränderlichkeit   der    Bogen    a,   ß,  y  wird   aber  nach 
g.  674.  durch  die  drei  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 
I.     aH^c^d^.^xnK=Sl{c'^-'lfl)dtfiaäßiia»y 

11.     fl2j%2,?^.sinj3_ß(„2__ci')d(cosj'coso 

[aV_(ca_62)(«2_6a)cos,32| 
lind 
III.    «■■'6%''rfy.sinj'=Ü(6a— «3)rf(cosßcos^ 

[«^62  _  («a  _  c2X/,2  _c2)  cos  r^] . 


ist,  so  gehen  diese  drei  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 


[.     dasw 


■  11. 


dSl 


[«ac2_  (c2—  i^2j(„a_  t2)cos  (3^1 
und 
111.     rij'sirjj'Cosj'= — -g 


oder  in  die  drei  intcgvabeln  Gleichungen: 

(6^— a^Xc"  — a^)rf«sinKcosK 
"  b'^c^—{b^  —  a^)(c^—a^)t^^^a^' 
dil  __(c^-b^)(u^-b^dßsmßeosß 
^  Si,  ~      a^c^-(e^-b^)ia^— b^)  cos  ß^ 

—c^)(b'^-^c^)  dys'mycosY 


I-  +-0=- 


Die  Integrale  derselben  sind: 


y  Google 


376    Kap.  Xlll.      Von  der  freien  Beweg,  starrer  Körper 

Ji  =  »W-(«>-c')((,«-c')cos,', 
wo  zwar  von  den  Coiistanten  A,  B  und  C  je  zwei  beliebig 
die  dritte  aber  so  bestimmt  werden  muss,  dass  man  habe 
A{c'^  -  Ifi)  +  B{a-^  —  cS)  +  C(i3-  „2)  ^  0. 
Oder  es  muss,  wenn  man 

setzt, 

sein.    Hieraus  erhält  man 


l(o''- 

(E 

cosp  = 

-"') 

-'■') 

en  wir  nun 

der  Kürze  w 

egen 

(4= -»')(,,■» 

(a'^- 

B  +  lE 

-4')- 
=  0 

5>  +  S 
erhalten  wi 

COSß  = 

_VJ5 

:* 

.a-'_ 

1«. 

und 

"«" 

Substitnirt  man'diese  Werthe  in  die  zuerst  gefundene  Glei- 
chung, so  erhält  man  die  folgende: 

(a''-&'')(«a-ca)(6a-^c^)rf< SldSl , 

deren  Integration,   mit   Ausnahme  sehr  weniger  Fälle,   die  a 


§.  73S.    Nur  wenn  zwei  Hauptniomente  des  Küi'pers  unter 
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sich  gleich  sind,  tvird  demnach  die  drehende  Bewegung  um 
eine  veränderliche  Axe  gleichförmig  sein;  ferner  erzeugt  die 
Bestimmung  der  WinkelgescLvvindigkeit  zu  jeder  gegebenen 
Zeit  die  grösste  Schwierigkeit. 


§.  739.  Hat  man  aber  die  Winkelgescliwindigkeit  ß  nach 
Verlauf  der  Zeit  t  gefunden,  so  wird  die  Lage  der  Urehungs- 
axe  in  Bezug  auf  die  Uauptaxen  leicht  durch  die,  für  die  Bogen 
a,  ß,  y  gefundenen,  Formeln  bestimmt. 

Aufgabe  77. 
§.  740.  Unter  denselben  Voraussetzungen  wie  in  der  vor- 
hergeheriden  Anl'gabe,  ist  die  Axe  gegeben,  um  welche  der 
Körper  im  Anfange  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit 
sich  zu  drehen  begonnen  bat;  man  soll  zu  einer  gegebenen  Zeit 
die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Lage  der  Drehungsaxe  in 
Bezug  auf  die  Hauptasen  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  94.)  Es  sei  JE  die  Axe,  um  welche  der  Körper  ian 
Anlange  sich  zu  drehen  begonnen  hat,  und  zwar  mit  der  Win- 
kelgeschwindigkeit =  £  im  Sinne  ABC,  zur  Bestimmung  ihres 
Ortes  seien  die  Bogen  AE=a,  BE=b  und  CE=c.  Da  nun 
aber  die  iWoniente  Ma'^,  Mtfl  und  Mc^  einander  ungleich  sind, 
so  sei  Ma^  das  grösste,  Mb"^  das  mittlere  und  Mc^  das  kleinste. 
Man  setze  die  hieraus  zu  bildenden  Zahlen 


SO  dass 

Ä—B^■C—l  und  D^-=ABC 
wird.     Für  die  vortiergehenden  Formeln  wird  demnach 

iD=^,  lE^—ß  und  5=C, 
und  es   muss  nach  Verlauf  der  Zeit  (  die  Winfcelgeschw 
keit  Sl  mittelst  der  Uifferentialgleichung 
dt  SlASl 


D      ^{ASl^—li)(--'B£l^-S>)iCa''~(B) 
bestimmt  werden,  deren  Integration  so  angestellt  werden  muss, 
dass  für  (=0,   Sl=c  werde.    Hierauf  wird  man  aber,  zur  Be- 
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stirmniiiis  «ler   Bogen   AO  =  a,   BO=ß  \mA    CO  —  y  die  Glei- 
chungen erhalten: 


^osy^ il •' 

und  da  im  Anfange  R  =  a,  ß=b  nnd  y^C  war,  so  werden  die 
Constanlen  %,  B,  <L  dergestalt  bestimmt,  dass  man 
2(  =  (^-cosa^)*=,  S>——(B  +  casb^)£^  und  C=(C- cosc^js^ 
habe.    Wir  erhalten  deninaeh 

^'Vi^  cos  g-^—At-'  +  AST^ 


a 

V."t 

!osb2+ßsa— ßii3 

s. 

V.'e 

me'-cv+ca-' 

ind  man  hat  zu  integriren  die  Formel 
DSldil 


Vli^cos{i.^-Ae^+ASl'^)(_i'^c<}sb^-\-BB'^-BSl^)(i^os<^-aHCSl^) 
Um  diese  Formeln  :<u«ammen zuziehen,  setzen  wir 

■ -^—i^^v,   so  dass  il=£V"l  +  y 

und 

P^ . 

"  '~  V(cos  a^  +  Jo)(cos  bä— B»)(cos  c^  +  Cv) 
wird,  und    es  muss  die  letztere  Gleichung  so  integrirt  werden, 
dass  für  (—0,  v=0  werde.     Es  wird  alsdann 


und 


V 

cos  «2 +^11 

Vl+H 

v^ 

;osb2  — ßu 

Vi+J 

v< 

;os  c^  +  C'c 

.,  =  ;jjVco„M-C._-;^^=j= 


Wenn  wir  daher  zu  einer  gegebenen  Zeit  (  den  Werfh  von 
V  anzugeben  vermögen,  wird  man  so  wohl  die  Winkelgeschwin- 
digkeit ß  =  £V  1  + t),  als  auch  die  Lage  der  Diehuiigsaxe  lO 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  kennen. 
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Zusatz  1. 
§.  741.  Wenn  im  Anfangszustande  einer  der  Bogen  ö,  b, 
C  veiseliwindet,  so  werden  die  übrigen  Quadranten  und  es  Tällt 
alsdann  die  erste  Drehiingsaxe  aaf  eine  der  Hauptaxen,  um 
welche  der  Korper  bestündig  mit  ^leichi^irmiger  Bewegung  sich 
zu  drehen  fortfahren  wird. 


dSZ dicas  a  cos  ß  cos  y 

J23—  i) 

und  -D  eine  positive  (irosse  ist,  so  wird  offenbar,  so  lange 
der  Drehut]gs[iol  O  im  Räume  ABC  liegt  oder  die  Cosinusse 
der  Bogen  a,  ß,  y  positiv  sind,  die  Drehungsgeschwindigkeit, 
in  so  fern  sie  im  Sinne  ABC  gerichtet  ist,  zanehmen, 

Znsatz   3. 

§.  743.  (l'igur  tj9.)  Fällt  aber,  nachdem  man  die  Qua- 
dranten verlängert  hat,  der  Drehungspol  in  die  Räume  aABö, 
ßBCc,  yCAa,  welche  auch  Quadranten  sind,  so  wird  die  Ge- 
schwindigkeit abnehmen;  in  den  Quadranten  aAa,  ßßb,  yCc 
wird  sie  aber  eben  so,  wie  im  Hauptquadranten  ABC,  zu- 
nehmiin. 

Anmerkung  1. 

§.  74i.  Man  hat  diess  gehörig  zu  merken,  damit  wir,  in- 
dem wir  eine  irrationale  Formel  gebrauchen,  durch  das  zwei- 
deutige Zeichen  nicht  betrogen  werden;  wenn  daher  die  Cosi- 
nusse der  Bogen  ü,  t>,  C  oder  wenigstens  ihr  Produkt  positiv 
ist,  so  nimmt  im  ersten  Anfange  die  Geschwindigkeit  Si  zu 
und  es  erlangt  demnach  v  einen  positiven  Werth.  Die  zu  in- 
tegrirende  Formel  ist  aber  so  beschaffen,  dass  sie  weder  alge- 
braisch ,  noch  durch  Kreisbogen  oder  Logarilhmen  dargestellt 
werden  kann,  sundern  wir  gezwungen  sind  zu  verlangen,  dass 
uns  ihr  Integral  durch  Quadraturen  gegeben  _werde.  Können 
wir  nämlicb  auch  die  Arbeit  durch  Bogen  von  Kegelschnitten 
ausfübren,  so  kann  man  doch  daraus  durchaus  keinen  Gewinn 
ableiten  und  es  scheint  daher  die  Benutzung  der  Quadraturen 
nach  gewohnter  Weise  vorgezogen  werden  zu  müssen.  Es 
bezeichne  nämlich 

den  Bogen  eines  Kegelschnittes,  dessen  halber  Parameter  —1 
und  halbe  grosse  Axe  ^f  ist,  welcher  Bogen,    vom  Scbeltei 
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an  genomiiien,  der  Abscisse  x  entspreche.  Es  wiid  demnach 
der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  wenn />0,  eiüe  Hyperbel,  wenn 
/"<0  und  eine  Parabel,  wenn/'=c»  Ist.  Wenn  ivir  nun  der 
Kürze  wegen  cosft'^,  cosfa*,  cosC*  respective  durch  a,  b,  c  be- 
zeicbnen,  so  wird  unsere  zu  integiirende  Formel 
dv 


fv 


lul'  i 


1  algebraischen  Theil,    einen  elliptischen  und  einen  hy 


perbolischen  Bogen  reduciit. 


Es  wird  nämlich 


3    < 

* 

^ 

1 

+  + 

o 

X   o 

S   2 

^Ä 


«   + 


^ 


1  Sw 
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Hierbei  habe  ich  angenommen,  dass  Äc"^  Ca  sei;  niire 
diess  nSmlicb  nicht  der  Fall,  so  brauchte  man  nur  die  Buch- 
staben a  und  .4  mit  c  «nd  C  zu  veitauschen.  Hieraus  erlangen 
wir  aber  sicher  keinen  Nutzen  für  die  Verfolgung  der  Rechnung, 
noch  viel  weniger  wird  man  daraus  für  eine  gegebene  Zeit  t 
auf  denWerfh  von  v  schliesseu  können,  worin  doch  der  Haupt- 
punkt der  Frage  besteht.  Vebrigens  wird  Jer  Fall,  wo  Je 
=  Ca  ist,  liier  ausgeschlossen,  derseihe  iüsst  elien  aus  diesem 
Grunde  eine  leichtere  Entwicklung  zu  «nd  es  «ird  daher  der 
Alnhe  werth  sein,  ihn  besonders  zu  behandeln. 

Anmerkung  2. 

§.  745.  Die  Fälle,  in  denen  einer  der  Bogen  a,  b,  c  ver- 
schwindet, werden  hier  lon  selbst  ausgeschlossen,  weil  alsdann 
beim  ersten  Anfange  der  Bewegung  die  ürehungsaxe  auf  eine 
der  Hauptaxen  fallen  und  daher  bestündig  diese  Lage  beibe- 
halten wfirde.     Diess    geben  auch    unsere  Formeln  an,  indem. 


a= 

=0  ist. 

cosfl= 

=  1, 

cosi 

i,=  0 

und  cosi 

■~o 

,  wonach  die  F 

'oimeln 

cos^. 

15 
1  i> 

und 

""r- 

-VIT, 

bestehen 

können,  wen 

n 

Sl  — 

0  nnd 

n-f, 

als 

0  noj 

,ß  =  0  UPiJ  eo. 

:r=o 

»nd  der 

Drehu 

ingspo] 

0 

best; 

Sndig 

in   A  ble 

■\bt 

;net  sich 

,  wenn 

:=0 

ist,  wo  der  Drehungspol  O  betändig  in  C  bleibt  und  Sl=e 
wird.  Nicht  so  leicbt  zeigt  es  sich  aber,  wenn  sich  der  Dre- 
hungspol anfangs  in  B  befunden  hat  oder 

b=0,  und  cüsft=0  und  cosc  =  0 
ist.     Die  Formeln  ergeben  nämlich  dann 

cosg=:    r--  ~'       cosß  =  — ?■ =r    und  cosy^:^    „ > 

wo  es  scheint,  als  ob  r  einen  positiven  Werth  haben  liiJnne. 
Da  aber,   wegen  Ö^V^TßC,  _ 

^    ,  IhU  dvVB       .  , 

2££((^=  ;-■  ^^    jr,^r^.:--"=     ist, 

vyfAC{\.-Bv)       v-sfl  —  Itv 
so  ergibt  diese  Formel  so  integrirt,  dass  für  i!^0,  i^O  werde. 
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Ä='»<S)-'"<B^ili)- 

Hieraus  ersieht  man,  dass  nur  erst  nach  Verlauf  einer  un- 
endlich grossen  Zeit,  A.  h.  niemals  der  liuclistalj  v  einen  Wertli 
erlangen  kann,  welcher  >0  ist.  Es  wird  daher  immer  der 
Drehungspol  O  im  Punkte  B  und  £l  —  c  bleiben. 

Wenn  übrigens  nur  ein  einziger  der  Bogen  ö,  b,  C  ein 
Quadrant  ist,  so  wird  im  ersten  Anfange,  weil  d£l  =  0  ist,  die 
Winkelgeschwindigkeit  nicht  veründcrt;  hernach  aber  wird  sich 
die  Sache  fols^enderinaassen  verhalten.  Wenn  zuerst  ft=90" 
ist,  oder  der  Punkt  E  anf  den  Quadranten  BC  fällt,  so  wird 

_:^:^ZL  ■  Vcosfa'--gi; 

und  Vsin  b^  +  Cv 


woraus  man  ersieht,  dass  v  einen  positiven    Werth  erhält  und 

^,,,-  .^ - 

V"  Jt;(cos  b^— ä(j)(sin  b^  \  Cv) 
wird.  1)^1  nun  coso:>0  ist,  so  wird  ß<!IO"  und  der  Drehungs- 
pol vom  Quadranten  BC  ab  naher  nach  Ä  rücken,  auch  wird 
ß>E  werden.  Dasselbe  wird  sich  ereignen,  wenn  der  Urehungs- 
pol  sich  auf  dem  Quadranten  AB  befunden  hat.  Liegt  derselbe 
aber  auf  dem  Quadranten  AC,  so  wird,  weil  cosb  =  0  ist, 
V'cos  «'^  +  Av  «_V"=^ 


und  Vcosc*+0 

und  es  muss  notbwendig  «  eine  negative  Grösse   sein,  welche 
wenigstens  vom  Äufani^e  an  wachst.     Es  sei  demnach 

alsdann    wird,     weil   nlt   einen    positiven   Werth    haben    muss, 
XfBa  negativ  angenommen  werilen  müssen.    Es  wird  also 

und  der  Drehungspol   sich  mehr   von  B  entfernen,    auch  wird 
die  Geschwindigkeit 

kleiner  werden. 

Anmerkung  3. 
§.  746.     Ich  kann  hier  nicht  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft 
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dieser  Beiveguiig  übergehen,  welche  darin  besieht,  dass  die 
lebendige  Kraft  des  Kfiriiera  stets  dieseUic  bleibt.  Es  ist  hier 
aber  angemessen  zu  bemerken,  dass,  neun  der  Kürpcr  sich 
um  irgend  eine  Axe  mit  der  Winkeigeschivindigkeit  =::il  dreht 
und  sein  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  diese  Axe  =  M.k^ 
ist,  alsdann  seine  lebendige  Kraft  ^^Itl/i^Sl^  sein  wird.  Diess 
vorausgeschickt,  da  nun  in  unserm  Falle 

Mk^=  ili[a2  cos  «a  +  &»  cos  ß^  +  c^  cos  f] ,     (§.  4S^.) 
lern  er  aber 

Ü^cosö^^s^Ccosfia+^w],  £l^cosß^=i^[cosb''--Bv] 
„nd  Si^cosf=s'[_cmi^+  Üv] 

ist;  so  wird  die  lebendige  Kraft  des,  um  die  Axe  10  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  ^ß  sich  drehenden,  Körpers 

=  Mf%a^  cos  a^  +  b''cosb'^  +  c^co^c^  +  v(Aa'-Hb^+C<^)}. 
Es  ist  aber 

Aa^  -  ßfia  _|.  Cc^=0     (g.  740.) , 

und  daher  die  lebendige  Kraft  nicht  von  v  abhängig,  auch 
bleibt  sie  der  zuerst  beigebrachten  immer  gleich. 

Dass  aber  im  allgemeinen  Mh^Sl^  die  lebendige  Kraft  des 
Körpers,  o^er  As.s  Aggregat  aller  seiner,  in  die  Quadrate  ihrer 
Geschwiadigkeiten  multiplicirten,  Theilchen  ausdrückt,  ist  ein- 
leuchtend. Man  denke  sich  nämlich  ein  Element  des  Köipers 
(131,  welches  von  der  Drehmigsaxe  um  den  Zwischenraum  ^r 
entfernt  ist,  alsdann  ist  seine  Geschwindigkeit  =  £lr  und  daher 
seine  lebendige  Kraft  =  ß'^c^^;  und  hieraus  folgt  die  leben- 
bige  Kraft  des  ganzen  Körpers 

weil  Jr'^dM^Mk^  ist. 

Aufgabe  78. 
g.  747.     Unter    denselben  Voi-aussefzungen  wie    bisher  sei 
im  Anfange  die  Drchungsaxe  so  beschauen,  dass  wir  haben 

cos  a':  cos c2= .4 :  C=  c«(öa_(,.a) ; ßS^3_fia) . 

man   soll  nach    Verlauf    einer  beliebigen  Zeit    t   die    Lage   der 

Drehungsaxe  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  bestimmen. 

Auflösung. 

Setzen  wir  cos«*=:^n,  sodass  cosc^=Cm  und  cnsb^  =  l 

-{A-\-C)n  =  \-(\-{- B)n     wird;     so     erhalten     wir,     weil 

fl=ev^rTw  'stj • 

VAin-^-v)  ^      \^l-n~Bn~Bv 


yGoosle 


384    Klip.  XIII.     Von  der  freien  Beweg,  starrer  Körper, 


(«  +  i.)Vi~«-fi,i- 

-Bv 

Wir  nehmen  liier  aber  an,  dass  anfangs  der  Drehungspol 
E  sich  innerhall)  tles  Quadranten  ABC  befunilen  habe,  damit 
die  Cosinusse  so  wohl  der  Bogen  ö,  b  und  C,  als  auch  bald 
nach  dem  Anfange  die  der  Bogen  a,  ß  und  y  positiv  ausfallen. 
Wir  erhalten  daher  durch  Integration 


Vß    ,     rt^l-n+Vl-n  —  Bn-). 


_VjL,U'^i  —+<^'-'-J"-'"^    (5.745., 
VU^         - 

Abkürzung    setzen   wir  ;^— =:  V^hi,  so  dass 

^  Vß  _         

rS^r.+Vm-.i'v  rV»i-|-V»— - 

wird,  und  wenn  nun  f-  die  Zahl  hezeichnet,  deren  Logarithmus 
=  1  ist  nnd  wir  ,^„ 

e^"^'»=  T 
setzen;  so  erhalten  wir 


Hieraus  ergibt  sich 

"     "      V"m+V"w.~«-+T{Vm-V";n-«) 
inid  es  wird 

I  -n=Bm  und  cosb^— ß(«i~jO, 
während 

cosfl^^^n  und  cosc''—Cn 
ist.     Hat  man  aber  v  gefunden,  so  ist  zuerst 


^^l+l^  '^  Vl  +  0 

"nd  \'C(n-\-v) 

Um   diese  Ausdrücke  mehr  znsammenKuziehen,    setzen  i 
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vTonacli 

Vm     »_,.^j>».  1111«  -V».-»     c_^^^j,>i», 
liieiaiis  feiner 

und  weil 

"-°'~"'U+I/  "(*+!)' 
ist, 

_        A— ry     4»/«7' 
"+''-"^°'V*+J7  -(/<+'■)' 

wird. 

Wenn  daher  fiir  die  zuerst  beigebrachte  Bewegung 

und    die  Winkelgeschwindigkeit    im    Sinne    ABC^s    war,    so 
wird  nach  Verlauf  der  Zeit  (, 

gesetzt,  erstens  die  Winlielgeschwliuligkeit 

zweitens  abcv  zuv  Bestimmung  des  Orten  des  Drehungspoies  O 

^2iV  AmkT  s(/c~T)VBia 


Hieraus  ersieht  man,  dass  im  ersten  Äugenblick, 
,  V  von  0  an  wächst,    bis 

T=&  oder  2it\^m  =  log&, 

evßossen  ist,  wo 


--V'+-»(l^) 


und    die  WiiikelgeschHindigkeit  am  grüssten  wii-d.     Wir  erhal- 
ten zugleich 
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cos«  =  ^V"Ä,  cos^=zO  oder /S^QO"  und  cos;.=^\^Ori, 

so  (lass  der  Drehangspol  jetzt  nach  dem  Bogen  AC  gelangt 
ist  und  ihn  hierauf  überschreiten  wird.  Hernach,  wenn  ?'>/; 
wird,  wird  c  wieder  abnehmen  und  selbst  verschwinden,  wenn 

3  +  «     «  + 1 
wird,  also  nach  Verlauf  der  Zeit  (=-^^,  der  doppellen  von 
jener  obigen.     Es  wird  hier  zugleich 

und  'iVC'mA 

Hier  wird  itänilicli  der  Drehnnj^spol,  jenseits  des  Quadran- 
ten AC,  eine  ahnliche  Lage  in  Beziehung  auf  den  B  gegen- 
fiher  liegenden  Pol  haben  und  sich  demselben  beständig  niihern, 
ja  selbst  nach  Verlauf  einer  unendlich  grossen  Zeit  cfreichen. 
Sefaf  man  nämlich 

f=  00,  wodurch  auch   'l'^  cc 
wird,  so  erhalten  wir 

hier  wird  daher  die  Winkelgeschwindigkeit  am  kleinsten.  Als- 
dann hahen  wir  aber 

CO8«  =  0,       C08^  =  ~^Vß^   und    COSy=:0, 

und  da 

so  wird  offenbat 

COS/J  — —  1. 

Znsatz    1. 

§.  748.     Man  muss  die  Zahl  n  so  annehmen,  dass  An  und 

Cn  kleiner  als  I  werden,  unter  dieser  Annahme  wird 

1_„                V'^  +  VST^ 
711=  ■■,.-  ■    und  k^^—fr= -— — ■  ■ 

Zwischen    den   Zalden   m   niid    k  tritt  aber    die  Beziehung 

ein,  dass 
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_       ik  (''-i'y5_ 

"-«  +  «(*+!)'  ""■'  "'"-V-^ff+ScI+l)' 
iviril,    welche    letztere   CriJsse,    weil   /i:>l,    stets    kleiner  als 
1   ist. 

Zusatz.  2. 
g.  740.     Dasselbe  Verhfiltiiiss,  welches  zwischen  ileti  Cosi- 
nussen der  Bogen  a  und  c  aufgestellt  ivonlen  isl ,  behalten  die 
Cosinusse  der  Bogen  k  und  y  bei,  und  während  der  I'»l  durch 
den  Quadranten  AC  geht,  wo  j3=90"  Ist,  ist 

Wir  haben  aber 


.^\ 


mifhin  wird  

co,„=Y  j^  „„,1  eo<y  =  Y  j^  . 
oder  


Zusatz  3. 
§.  730.      Während    aber    die    DrehungHase    O    durch    den 

Quadranten  AC  geht,    ist   in    Bezug   auf  sie   das   Moment   der 
Trägheit 

=:^frt2cos£<2+6=cos(32  +  c2coS72J  =  ;j53^i;äq:^' 
welches   kleiner   ist  als  (W.fi*  und  auch  kleiner,   als  es  im  An- 
fange war,  wo  es  nünillch,  weil  Aa^  +  Cc^^^ Bb'^  ist, 

^Mb-'.Bm 
»var.     Es  war  demnach 

-  ''■"'' '  U  +  Bi/e  +  l)^—ikO\a^  ~b^  +  c^)  +  a^c\k—  1)» ' 

Beis|iiel. 
§.  751.     (Figur  100.)     Es  habe  der  Körper  sich  um  den  Pol 
E,  welcher  auf  dem  Quadranten  AC  liegt,    im    Sinne  AßC  7.u 
drehen    angefangen    und    mit    der    Winkelgeschwindigkeit  ^  £, 
öo  dass 
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>SAE: 


=Sr4,..,e.C^=f    « 


,  indem  wir  der  Kürze  wegen 


und  „ a^b^  

ffesetzt  haheii,  woraus 

folgt.  Auf  diesen  Fall  wird  die  allgemeine  Atifliisiing  /.urück- 
geführt,  indem  man 

annimmt.  Mit  dem  Fortrücken  der  Zeit  wird  mm  der  Drehungs- 
pol von  JS  nach  dem  andern  Quadranten  AbC  übergehen,  wenn 
f)  der  B  entgegengesetzte  Pol  ist  und  nimmt  man  nach  Ver- 
lauf einer  Zeit  =i  ___ 

an,  so  wird  sieh  der  Drehungspol  in  einem  solchen  Punkte  O 
befinden,  dass  wir  haben: 

2  Vir  2.vT7r 

coaA()=     , —  '      ccisCO^    r 

V  -ß(l+  TfH'^T  VB(l+T)HiT 

und  die   Winkelgeschwindigkeit  daselbst 

_  ^VB(1  +  T)^+iT' 
~     (l+TjVTfB 
Da  nun 

sin AO=: —    ■ und  smCU^ — ;;■       ■■    — — i. — . 

V^B9  +  T)'  +  iT  VBll  +  iy  +  iT 

ist,  so  wird 


cos  (,^0-  ^rjcir-O'+TcT 
""'"  «i„  rAO-  ^^E=M^L^  ■ 

Feiner  ist 
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Da  hiernach  MO~AE  und  CbO  =  CE  ist,  so  hewcgt 
sich  der  Drehungspol  O  von  £  nach  b  über  einen  griissteii 
Kreis  und  diirchlSuCt  in  einer  gegebenen  Zeit  (  den  Bn!»en  EO, 

wird,  indem  wir  diesen  zurückgelegten  Bogen  EO  =  Q  setzen. 
Es  irird  daher  _______ 

^'-                   co>,dVB        '        "' 
wonach    die  Zeit,    in    weicher    tier  Bo^en  E0  =  6  Kiirückgelegt 
wird,  d.  h.       ^_____ 

""\  cosöVß  / 

wird.     Ferner  ündet  man   die  Winkelgeschwindigkeit,    wiihrond 
der  Drehungspol  sich  in   O  hefinilet,  oder 


ii^ 


Vß  +  sine^ 
Das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Äxe  IE  ist 

-         ßH  1         —Bhl^""- 

und  die  lel)endige  Kraft,  welche  bestündig  dieselbe  bleilit, 

Vnmerkun^, 

^  752  ^^  ai  r  I  ii  ^-i  die  drehende  Ben  Lgiin  im  ent^e^en 
ge-etzteo  Snine  aeiichtet  so  wird  der  Urehung'.pol  sich  von 
h  lan£;s  eines  gi  sslen  Kreises  dem  Pole  ß  nthern  ini  Qui 
dranten  AöC  stellen  mmlich  die  gleich n'»m igen  Pole  den  ent 
gegen  gesetzten  Sinn  dar  ils  im  Qiit  hauten  AB(  Uebrigens 
ist  es  in  diesem  Falle  bemerkcnsneith  das»  dei  Drehungspol 
O  sich  einem  der  beiden  Pole  B  oder  ft  bestindig  nähert  und 
«elhst7iemlnh  schnrll  dihin  gelangt     so  bald  namlith  die  7ihi 
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IJ9Ü    Knp.  XIII.     Von  der  freien  Beiveg.  starrer  Körper, 

mittel  massig  ^loss  wiid,  was  meist  entheiU  bald  zu  geschehen 
pflegt,  wird  die  Abweichung  der  Drehungsaxe  10  von  der  Äxe 
ßfi  nicht  mehr  merklich  sein.  Dlesev  grösste  Kreis  BE/t, 
ivelcher  den  Quadranten  AC  so  in  E  schneidet,  dass 


nAE 


=V4T"»""'^_^yBii- 


«der  .      ...      aFII      «Vfl^- 

wird,  hat  also  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass,  wenn 
die  Drehungsaxe  sich  einmal  auf  ihm  befunden  hat,  sie  auf 
ihm  verharren  und  der  Orehungspol  sich  entweder  b  oder  B 
nüliern  wird,  je  nachdem  die  Drehung  im  Sinne  ABC  oder  Im 
entgegengesetzten  Sinne  erfolgt.  Es  konnte  hiernach  scheinen, 
als  ob  die  Drehungsaxe,  welche  es  auch  immer  anfangs  gewe- 
sen sein  mag,  stets  endlich  auf  eine  der  Haupfaxen  fallen 
würde,  wenn  nicht  im  vorhergehenden  Kapitel  sich  die  Sache 
anders  ergeben  hätte.  Ich  werde  aber  jetzt  selbst  beweisen, 
dass  dieser  behandelte  Fall  der  einzige  ist,  in  welchem  die 
Drehungsaxe  endlich  mit  einer  der  Hauptaxeu  und  zwar  der 
mittlem  zusammenföllt,  dass  aber  dies  in  allen  übrigen  Fällen, 
nicht  einmal  nach  Verlauf  einer  unentllich  grossen  Zeit,  gesche- 
hen wird.  Hierzu  ist  es  aber  nüthig,  dass  wir  die  obige  In- 
tegralformel sorglaltiger  untersuchen  und  die  Werthe,  welche 
sie  zu  jeder  Zeit  annimmt,  auf  eine  gewisse  Welse  anzugeben 
vermögen.  Da  nun  bei  dieser  Arbeit  andere  analytische  Hiilfs- 
mittel  kaum  mehr  Licht  versprechen,  als  tbre  Reduction  auf 
die  Bogen  von  Kegelschnitten,  so  wollen  wir  zu  einem  gewissen 
mechanischen  HSIfsmiltcl,  nämlich  der  Bewegung  eines  Pendels 
durch  einen  Kreis  unsre  Zuflucht  nehmen.  Da  nämlich  die  Bestim- 
mung der  letztern  Bewegung  in  einer  ähnlichen  Integral  formel  ent- 
halten ist,  diese  aber  nicht  widersteht,  sokünnen  wir  auf  eine  ge- 
wisse Weise  abschätzen,  wie  jene  Bewegung  kCinflig  ausfallen  wird. 
Aufgabe  79. 
§.  753.  Es  ist  die  Bestimmung  der  Bewegung,  mit  wel- 
cher ein  schwerer  Körper  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
entweder  schwingend  oder  umlaufend  fortrückt,  gegeben;  man 
soll  zu  jeder  Zeit  die  Lage  der  Drehungsaxe  in  Bezug  auf  die 
Hauptasen  bestimmen,  wenn  nämlich  diese  Lage  nebst  der 
Winkelgeschwindigkeit  im  Anfange  gegeben  ist. 
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AuflüsuTig. 
(Figur  IUI.)     üa  die  zu  bestimmende  Zeit 
ilvSTÄBC 


J  '2t 


1t'<f{a-\-Av){b—Bv){c-\-Cv) 
.  indem  man  inzwischen  c,  b,  c  statt  cosfl^,  cosb*,  cosc" 
setzt,  so  lielrachten  wir  im  allgemeinen  die  Bewegung  eines 
schweren  Kürpers  auf  einem  Kreise,  dessen  Radius  ca=^cb:=T 
und  wol)ei  die  Geschwindigl^eit  e!)en  so  gross  ist,  als  wenn 
der  Körper  aus  dem  Punkte  g  herabgestiegen  wäre.  Man 
setze  lieninach  cff=p,  nehme  hierauf  den  Anfang  der  Bewe- 
gung in  e  an,  so  dass  cd=g  ist,  wobei  nämlich  die  gerade 
Linie  ,906  vertikal  und  Se  horizontal  ist.  Nach  Verlauf  der 
Zeit  /  gelange  der  schwere  Kiirper  von  e  nach  z,  so  dass, 
wenn  man  die  horizontale  Linie  vz  zieht, 

ist,  indem  in  unserer  Formel  v  eine  absolute  Zahl  darstellt. 
Es  sei  unterdessen  cv=z,  alsdann  wird  das  Element  des 
Bogens  in  i 

rdz 


und  weil  die  Geschwindigkeit  in  demselben  Punkfe=2Vp(p+j) 
ist,  so  ivird  das  Element  der  Zeit 

([(=- —  —  . 

Wy{p-\-z){T~z)(r-\-z) 
Da  nun  z=:lo>  —  q 

ist,  so  erbalten  wir 

„  krdv 

dt=-- 


unsere    zu   coustruirende   Formel,    auf  ähnliche    Weise   ausge- 
drückt, isl  aber 

kdv^f% 


dt= 


luf  welche  jene  reducirt  wird,  indem^man  zuerst 


wird ,  indem 
kr  _kV^li 


setzt,  woraus 

folgt.  Zueitens  ergicbt  ilie  Gleichstellung  der  mittlem  Faetoiee 
in  den  Nennern 


y  Google 


392    Kitp.  XIII.      f'on  der  freien  Bewet/.  starrer  Körper, 

Ferner  kann  man  die  ersten  und  dritten  Factoren  verniii^eht 
einander  gleicli  stellen  ,  und  setzt  man  den  ersten  dem  ersten 
und  den  dritten  dem  dritten  gleich,  so  erhalten  wir 

p~,  =  ^oder,,  =  ^+-g— ^ 
und 

.•-^,=  -j,oder— ^ ^=-p 

oder  auch  ^Vff      (Bc+CI>)V7i 

,    '-  ISO 

.„      •JBCVJ,  IfjB'C 

^''=r(ße-|-C4)   "»■'  '"=.'(Äe-|-C6)-'- 
Hieraus  ergibt  sith  femer 

_       2IiCff  _2BCXCf>—ßc)ff 

''—(''(Bci-Cb)  '     ''^     i\Bc  +  Oy)2 
und  4ayB^C-\-  'JABCjCb  —  Bc)g 

'P  —  Äi\Bc  +  CbY' 

För  eine  gegebene  Zeit  t  wird  demnatli  iliu  Zahl  ü  auf 
folgende  Weise  besfimmf.  Auf  der  Periplierie  eines  Kreises, 
welcher  mit  dem  Radius 

ea  =  cb=  r2(ße<»s<:'^Vc'eo?b^ 
beschrieben  worden  ist,  bewege  sich   ein  schwerer  Körper  so, 
als  ob  et  aus  dem  Punkte  g  herabgestiegen  wäre,  wobei 
_4g''^cosng  +  2Jg6'(Ccosb^~gcost:') 

oder 

4BCa(^cosb*4-  ßeo8ft3) 

und 

.sc^)^ 


«c/--/,       '^~jE'^(ßcOSCHC'cOsb2)2 

Hierauf  nelime  iii;in  auf  diesem  Kreise  den  Abstand 

*^'^-  s'i[ßcosca+Ccosb«P^' 
oder  4ß^j,cosb2 

'      f'[ßcosi:'  + Ccoab^]^ 
und  den  Punkt  e  als  Anfangspunkt  der  Uenegurig  an  ,  von  w 
der  Körper  durch   i    fortschreitet    und    schneide    den  Bogen  t 
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üb,  welcher  in  der  vorausgesefufen  Zeit  (  durchlaufen  ist.  Die 
(liescin  Bogen  entsprechende  H<ihe  Sy  sei  -^=11,  und  nimmt 
man  dieselbe  als  bekannt  an,  so  wird 

M_g^[Bcosc''  +  Ccosba]% 

Hieraus    erhält  man  für  die   obigen  Aufgaben  die  Winkel- 
geschwindigkeit ß  =  £V^r+y 

und  zur  Bestimmung  der  gegen w artigen  Lage  des  Drehungs- 
poles  __^__^__ 

COS  a  -        ^ jq^  fiosi?-    -  y- j-p^ 

u"«'  Vcüsc2+  Cd 

Zusatz   1. 

g.  754.     Da  Za—e€j  -  cB=p  ~  ?= j   ist,  so  wird  die  Höhe 

des  Punktes  ff  über  der  Horizontalen  ?e,  nSmIich 

4Bgg'gcosflg 

^■^~^£2[/fco8c'^+Ccosb2]3  ' 
und  da  dieser  Werth  notliwendig  positiv  ist,    so  wird  der  Kor- 
per hei  seiner  Bewegung  den  Punkt  e  erreichen  können. 
Zusatz   2. 
§.  7S5.     Ferner  ist  aber  auch  die  Höhe  öS  nicht  nur  positiv, 
sondern  auch  kleiner  als  der  Durchmesser  des  Kreises 

""  — f^^ifcosc^  +  Ccosb^] 
Es  wird  nämlich 

iß^CffC< 


UV  -  «»  „v-^  e^lBcoB  c=  +  Ccos  b^]" ' 
wesshalb  der  Punkt  e,  von  welchem  wir  den  Anfang  der  Be- 
wegung rechnen,  sieb  immer  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
befindet. 

Zusatz  3. 
§.  756.     Da   also  der  schwere  Körper  sicher  von  e  bis  zum 
untersten  Punkte  0  herabsteigt,  wo 

_,^_         4BC'^ycosb^ 
"-'"'  — i^ißcosc^+  CcosbT 
wird,    welches    sein    grösster    positiver    Werth    ist;     so    wird 


y  Google 


394     Kap.  Xin.      Von  der  freien  Beioeff.  sl'irrer  Kör  per, 

M-elclie     Winiielgeschwindigkeit      ihren     grOssten     Werfii     bat. 
Es  "irti  alsdann  ferner 

cos|?=0, 
d.  h.  es  geht  der  ürehiiiigspol  durch  den  Quadranten  AC. 

Annierkuiii^ 
g.  757.    Da  also  der  Drehungspol  1  h 

im  Anfange  befunden  haben  mag,  stet  I  ^      /    t  cl       I 

den  Quadranten   ^IC  geht,    wo  die  W     li  1         1         1  !,!<    t 
gvüssten  ist;   so  «Ird  man  diese  Ze  t    1     I       i  f        dB 
vvegung    betrachten    dürfen,    indem    v  I  1  d 

vorhergehenden  Zeiten    zurückzuschre  t  L     f    I 

sich   demnach   anfangs  dei'  DrehungS[    1  I        H     kt     L    I 

Quadranten  befunden,  so  dass 

AE~A  und  Ci;  =  c=90«-ft 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  =£  im  Sinne  ABC  ist.  Nach- 
her wird  daher  der  Drehungspol  nach  dem  Üctanten  AbC  der 
Kugel  übergehen,  während  er  sieh  vorher  im  Octanten  ABC 
befunden  hat;  hierbei  hat  man  zu  bemerken,  dass  das  Entge- 
gengesetzte geschehen  wird,  itenn  die  drehende  Bewegung  Jm 
entgegengesetzten  Sinne  gericlitet  ist.  Hier  treten  uns  aber 
zwei  zu  betrachtende  Fälle  entgegen,  je  nachdem  bei  der  kreis- 
förmigen Bewegung  der  Punkt  g  entweder  oberhalb  des  Kreise» 
fällt,  und  der  schliere  Kürper  ganze  Umläufe  ausführt,  oder 
innerhalb  des  Kreises  und  der  schwere  Körper  Schwingungen 
macht.     Das  Erste  geschieht,  wenn 

Ccosfl*>  Jcosc^, 
das  Letztere  aber,   wenn 

6'eosfl2^JcosÄ         (§.753.) 
(Figur  JOi.)     Um  diese  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden, 
nehme  man  auf  dem  Quadranten  AC  den  Punkt/)  so  an,  dass 


^fl 


CKoäAD'^^AcosCD'^  oder  tg^O 
wird;  alsdann  wird,  wenn  der  Drehunj^spol  durch  diesen  Punkt 
D  geht,  derselbe  sich  durch  den  Quadranten  Db  dem  Baupt- 
pole  b  nahem  und  ihn  nach  Verlauf  einer  unendlich  grossen 
Zeit  erreichen,  welchen  Fall  wir  schon  oben  entwickelt  haben 
(§.747.).     Geht  aber  der  Drehungspol  zwiadien  denEndjjunkten 
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A  und  O  durch  ilen  Qiiailranten  AC,  so  erliiilt  man  den 
ersten  Fall,    in   «ekhera 

Ccosßa>  Jcosc''; 
geht  er  hingegen  zwischen  den  Endpunkten  C  und  D  hindarch, 
so  eihjilt  man  den  zweiten  Fall,  in  welchem 

6'tos#<^cos(2 

ist.     Diese  /.wei  Fälle  »vollen  nir  demnach  getrennt  behandeln. 

Fall   I. 

g.  758.     (Figur  102.)    Ea    gehe  der  Dreliungspol  durch  den 

i'unkt  E  des  Quadranten  AC  und  es  drehe  sich  der  Kiirper  um 

ihn    mit  der  Winkelgesclivvindigkßit  s  im  Sinne  ABC,   so  dass 

C cos AE^ ^A cos CE''  oder  tg^E<Y  ^ 
ist;    von    hier  schreite   er   im   Verlauf  der  Zeit    t    bis   O    fort, 
welchen  Ort  wir  bestimmen  müssen.     Da  also 

AE-=za,  C£  =  c=yO«— «  und  0  =  90" 

ist,  so  beschreibe  man  einen  Kreis  azex',  dessen  Radius 

ist,  und  nehme  auf  dem  oberhalb  verlängerten  vertikalen 
Durelimesser  ea  die  Länge 

_4C(CcoBft^— .^cosc^) 
■'  ^^{^cosc*  "^ 

an;  alsdann  wird  der  aus  diesem  Punkte  ff  herabgestiegene 
Kiirper  auf  dem  Kreise  im  Sinne  ai'ei  herumlaufen,  und  es 
möge  im  Anfange,  während  der  Drehnngspol  sich  in  £  befand, 
der  schvvere  Kiirper  durch  den  untersten  Punkt  e  gehen.  Nun 
steige  der  Kcirper  im  Verlaufe  der  Zeit  t  bis  i  hinauf  und  es 
sei  et}  =  u,  alsdann  wird 


4CV     ' 
Der  Drebungapol  befmde  sich  über  jet/.t  in  O,  und  es  ivird 
die  Winkelgeschwindigkeit  um  ihn  sein 

ferner  erhalten   uir  znr  Bestinininng  des  Ortes   des  I'unlites   O 


«^0  =  -iY  eo.a' 


CVg 
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396     Kap.  XIII.     Von  der  freien  Beweg,  starrer  Körper 
und  ._^^_ 

Setzen  wir  nun  aber  die  Zeit  des  halben  ümlaiil's,  in  "ei- 
cber  der  schwere  Kiirper  von  e  bis  zum  hüclisteii  Punkte  « 
aufsteigt,  ^r,  so  wird,  weil  die  Bewegung  des  schweren  Kiii- 
jiers  auf  dem  Kreise  mit  der  Bewegung  des  Drehungspoles 
isochron  und  __     iCf/ 


und  es  wird  nat:h  Verlauf  der  Zeit  r  die  Winkelgeschivindigkeil 

die  kleinst«  von  allen   sein.    Der  Diehungspol   ivirti  sicli    ii[»or 
in  P  liefinden,  so  dass 


5/(P= 


und  eos  CP=ti 

wird.    Es   wird  sich    deninacii    der   Poi  P  onf  dem  Quadranten 

Aö  belinden,  so  dass 

cV^W         sinilV'B 


:BtP=a]nAP= 


'  VC^^^stH^VC— »in«' 
und  VCcosÄ^  —  Jsinöa 

wird.  Nach  Verlauf  der  Zeit  2t,  vto  m^O  ist,  uird  diu 
Wiiikelgeschwindigiieit  £1  wie  im  Anfange  :=  s,  und  der  Dre- 
hungspol sich  jetzt  auf  der  Verlängerung  des  Quadranten  CA 
in  e  befinden,  so  dass 

Ae=AE 

ist.  Nach  Verlauf  der  Zeit  3r  wird  der  Drehungspol  nach  p 
gelangen,  so  dass 

Ap:=:AP 

ist,  und  nach  Verlauf  der  Zeit  4t  wiid  er  nach  £  zuritclikeh- 
len.  Der  Drehnngspol  wird  demnach  um  den  Hauptpol  eine 
gleichsam  elliptische  Bahn  beschreiben  und  die  Zeit  Eines 
Umlaufes  derjenigen  gleich  sein,  in  welcher  der  schwere  Kürjier 
auf  dem  Kreise  zwei  ganze  Umläufe  vollendet.     Hier  ist  es  an- 
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{gemessen    zu    bemerken,    dass,    wenn   der 

Punkt  E  in  D  fiele, 

der  Punkt  P  in  Ä  fallen  vrürde,  weil 

C08JP  =  0 

wäre;  alsdann  würde  aber   ojr  =  0  und  die 

■  Zeit  T  eines  halben 

ümlaules  auf  dem  Kreise  uneiidlich  gross  v 

lerden,  wie  wirschon 

oben  gehabt  haben.     Ferner  wird  aber 

AP  =  AE, 

wenn  B=x    und    C^o)    oder  *"- ß^  ist, 

d.  h.  nenn  die  Mo- 

nienfe  der  TrägJieit  in  üczug  auf  die  Axe 

n   IB  und    IC  einan- 

der  gleich  sind,  ne.lclies  der  Im  voriiergehi 

3nden  fi^apitel  betian- 

delte  Fall  ist. 

Fall  11. 

§.  759.  (Figur  103).  Es  gehe  der  Drehungspol  durch  den 
auf  dem  Quadranten  AC  liegenden  Punkt  ■£,  um  welchen  dann 
der  Körper  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  e  im  Kinne 
ABC  dreht,  so  dass  _ 

CcosJ£a<^cosC£'ä  oder  i^AE-^^^^ 

wird  und  von  hier  schreite  er  in  der  Zeit  (  nach  O  fort.  Da 
min  b=='JO'',  AE  =  a  und  CE^m^-a^C 

i»t,  so  beschreibe  Tiian  den   Kreis  azet'  mit  iie.m    Durchmesser 
,^_      iCg 
■      e^  cos  C'-^ 
nnd  nehme 

4CMcosc=— Ccosö^l        ,  iC^cosü^ 

«?= ÄW;;^^ S,  «1«"  «ff=  ÄW^^c^S 

an.  Hat  man  nun  die  horizontale  Linie  ffff  gezogen,  so  lifhre 
der  schwere  Kiirper  seine  Schwingungen  auf  dem  Bogen  fef 
ans  und  man  nehme  den  Zeitpunkt,  in  welchem  der  aus  /'  nie- 
dersteigende schwere  Körper  durch  den  untersten  Punkt  e  geht, 
als  Anfang  der  Zeit  an  und  es  gelange  jener  im  Verlauf  der 
Zeit  (  nach  j.     Setzt  man  nun  die  Höhe  eo=u,  so  wird 


und  zugleich  um 

1  diese  Zeit  die  Winlielgescb"indiglieit  um   den 

"      ,%f,      ■'"""'. 

und  wie  vorher 

'  c..a'.  ■'"'"'•'\   C0.SO      '"'■"ff' 

'iCV'g 
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Klip.  XIII.     Von  der  freien  Beweg.  siaii-er  Körper, 


sCO^ 


4€ff 

Es  sei  r  die  Zeit  einer   Iialben    Schningurjfr  oder  des  Auf- 
steigens  durch  ef,    alsdann  iviid  nach  Verlauf  dieser  Z«it,  weil 

■'        /is^cosc*''  A 

ist,  die  Wiiikelgescluvindigkeit 


<: 


md  der  Dreliiiiigspol  i 


md     cos  CP: 


"ßV  ''^ 


£iVÄ       VIP 

;c.isö^      V  A  cos  i:'^ 


^A-ci 


ist.      Hieraus    ergibt  sich,  dass  der  Drehungspol  sich  auf  dem 
Quadranten  C6  befindet,  wobei 

fiiiiCP=    -^?^^  =  sicWß 

VA  -  cos  «5  V^  -  sin  c* 

ist.  Nun  nehrae  mau  auf  der  Verlängerung  des  Qimtirauten  AC 

Ce^CEmif]   Cp=CP     . 
an,  alsdann  wird    die  elliptische    Bahn    EPepE  der    Weg  des 
Drehungspoles  sctin,  und  zwar   werden   die   einzelnen  Quadran- 
ten EP,  Pe,  ep,  pE  etc.  in  der  Zeit  r  ztirfickgelegt  werden. 

Wäre  «2^/,»,  so  «iirde  A^a^,  B~<x  und  Ci>=C£sein, 
und  der  Drehuugspol  einen  Meinem  Kreis  nm  die  Hauptaxe 
IC,  welche  eine  besondere  sein  würde,  V)eschreiben;  diess  ist 
der  im  vorhergehenden  Kapitel  behandelte  Fall.  Fiele  aber  E 
in  Ji,  so  würde,  weil  ag:=0  wäre,  t==:  00  sein,  welches  der 
Fall  der  vorhergehende»  Aufgabe  ist. 

Anmerkung. 
§.  760.     Da  wir  nun   dentüch   genug    einsehen,  auf  welche 
Weise  die  Veränderung  im  Drehungspole  vor  sich  geht,  indem 
derselbe  entiveder  um  den  flanptpol  A  oder  um  Cin  einer  gleich- 
sam elliptit=cben  Bahn  henimgelührt  wird,  je  nachdem 

ist,  und  da  wir  selbst,   wenn   man  die  Integration  der  DlPferen- 
tialformel  zugibt,  seinen  Ort  zu  jeder  Zeit    angeben  künuen;  so 
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wollen  wir  nun  sehen,  ob  man  auch  seinen  absoluten  Ort  /,u 
jeder  Zelt  und  zugleich  die  Lage  der  Hauptaxen  bestimmen 
kann.  Im  Mheren  Kapitel  haben  wir  diese  Arbeit  nicht  ohne 
Erfolg  ausgefflhrt.  Hier  werden  wir  aber  auf  weit  grössere 
Schwierigkeiten  stossen,  welche  wir  nicht  einmal ,  wenn  die 
Quadraturen  zugegeben  sind,  werden  überwinden  können;  da 
die  Sache  auf  solche  Differentialgleichungen  xuruckgeluhrt  wird, 
welche  wir  nicht  mir  nicht  inlegriren,  sondern  nicht  einmal  bis 
zur  Trennung  der  Veränderlichen  bringen  können, 
Aufgabe  80. 
g.  761.  (Figur  94).  Wenn  einem  beliebige»  starren  Kör- 
per im  Anfange  eine  drehende  Bewegung  um  irgend  eine,  durch 
seinen  RlitteljJunkt  der  Trägheit  gehende,  Axe  beigebracht  wor- 
den ist;  so  soll  man  zu  einer  gegebenen  Zeit  sowohl  die  Lage 
der  Hauptaxen,  als  auch  die  Lage  der  Drehungsase  in  tiezie* 
hung  auf  den  absoluten  Rai.im  bestimmen. 

Auf  der  unbeweglichen,  um  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
des  Körpers  beschriebenen  Kugel  habe  nach  Verlauf  der  Zeit 
=  f  der  Körper  die  Lage,  dass  die  Pole  der  Hauptaxen  sich  in 
A,  B,  C  befinden,  unA  in  Bezug  auf  sie  die  Momente  der  Trag- 
heit  Ma^,  Mb^,  Mc^  sind.  Indem  man  nun  den  Punkt  Z  und 
den  Kreis  AZ  als  fest  annimmt,  setze  man  die  Bogen 

ZA^l,  ZB=m,  ZC=zn 
und  die  Winkel  AZJ  =  A,  JlZB  =  ii.,  XZC=.v;  hierbei  bleiben, 
zur  Bestimmung  des  Drehungspoles  O,  die  Bogen  AO=a, 
OB^ß,  OC=y,  welche  nebst  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
jetzt  durch  die  Zeit  (  gegeben  werden.  Dies  vorausgesetzt, 
haben  wir  nach  Aufgabe  08.  (§.  678.): 

dUiu  1=  Sldt[cos  ß  cos  n  —  cos  }■  cos  ra]  , 
(a.slnf*=-'-ßrf([cos(3cosmfcos7cosn], 
fliR.sin  Hii=  ürf([coa  ycosl—  cos  acosn], 
</^.sinm2=— ^^^[cosycosM  +  cosoicos^J, 
dn.sinn=  Sldt[cosacosm  —  cosßcosl], 
dv.sin  n^——£ldt[cos  «cosH-  cos(?  cosm]. 
Ule  Hauptarbeit  besteht  aber   hier  in    der  Bestimmung  der 
Bogen  l.  Ml,  n,  und  da  diese  so  beschaffen  sind,  dass 

ist,  so  setze  man 

cos  m^  sin /cos  g),  wonach  cos(!=sin^  sincp 
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wird  und  wir  folgende  drei  Gleich utigen  erhalten  i 

I,  dl=£ltli[cosßs\nip  —iiosycoäipl, 

II.  — ■dtciyslcosqt  -\-  dip.smlsm(p^^di[cosYCosl — cosresin/situpj 
und 

III.  — dl.cos/sinip — d(p.sialci>sip^^  Sldt\iiOsasinlcasq)  — cosjScos/]. 
Bildet  man  Il.Xsingj  — Ill.Xcosgi,  so  erhüU  man 

d y.sin /=  ^^([eosycos /sin  <p  —  cos  «  sin / -j-  cos  ß cos Icas  9], 
aus  welcher,  in  Verhlndung  mit  der  ersten,   man  die  zwei  Bo- 
gen /  und  (p  suchen    iiiuss.     Setzt  man  aber  ü  =  eV1  +  o  «nd 
l'iir  den  Anfangs  zustand,  der  Kürze  wegen  cosfl2=:21,  cosb^^Ä 
untl  eosc^^tE  ,  so  dass 

2i+:&  +  (r=i 

ist;  so  wird,  wie  wir  gesetjen   haben: 

cosa=V  -j:j^,   c«sfi=\  -y:^:^,    cosr^V  -f+r 

und  

,    ,  dvV  ABC 


c-  7^"lwxä— 2i  M"«'  -o-r     -        — 


gesetzt  und  a^^fi^  und  O^^c^  angenommen  worden. 

Setzen    wir    nun    cos  |3— -sinwcos  ?'  und  cos)'=sin  ßsin  ^ 
so  wird 


de  111  nach 


"=^, 


und  hierauf 


:&H-g+(a-j)cc 

„    4rÄ-i-ß+()i-^)cc 


Ä-t-(l-^)cc 
DdT 


V(ßsin'/'HCcos7'*)[(BjG+»4)si.ir2+{2lC— (£^)cosr-»] 
Unsere  aufzulösenden  Gleifhuiiffen  werden  nun 
d/=ßrf(siii  ßsin  (iy~ '/') 
(;q5.sin/=ß(/(sinKeos/cos(9-y')-'*irf(cosnsin;, 
woljei  wir  haben 
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.      ^ _jMrV&c+^B 

und 

DdT 

•Set/.eii  »vir  min  tp  —  T^=o>,  so  dass  wir  erhalten 

{}l=Sldtsii\a3\\iüt 
und 

dasiol  \-  dTs\nl=:SliUs\t\acosU(,sv)  ~  Sliltat<scte:\nl; 

sti  geht  die  letztere  über  in; 


dasm 

Inmm 
nd  die 

-  cl/cos  /cos  n.  +  rf^sin^sin  w 

ÖrfTsin^sin 

währe 

■■  erstere  ist 

s  2'a      "' 

dl  — 

flrfrsinmVBf+Cß 

Nun  setzen  wir  der  Kürze  wegen 


r,=  e. 


*''\ßsin3>^+fcos7'*-'^ 
und 
/)V£>C  +  (I/?  ^ 

(ßsin2^+CcnsT2)V"(Iß  +  2,j)sin7'»+"(2lC-iIJ)co8Ta 
alsdann  nehmen,  weil  /*  und  Q  bekannte  Functionen  von  T 
sind,  unsere  aufzu  lösenden  Gleichungen  diese  einfachem 
Formen  an; 

d  (sin  /cos  ca)  =  Pd  3'sin  /sin  © 

und  dl=Qdts\n(a. 

Endlich  setzen  wir  

sin/cos (0^1  und  cos/=ij,  wonach  sin/sin to  =  V  1  —  |^ — r^ 
wird,  und  es  werden  alsdann  nnsere  Gleichungen 


und  dri 


=  PdT 
.=  -QdT- 


VT-F 

Hier  muss  ich  aber  gestehen,  dass  ich  die  Auflösung  nicht 
weiter  verfolgen  und  daher  die  Aufgabe  nicht  zu  Ende  fähren 
kann. 
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Ergänzung  zu  g.  761*). 
Setzt  man  a;=:ßcosa,  i/-=Slcosß  und  i=ßcosy,  so  wer- 
den die  aufzulösenden  Gleichungen  die  Ü  folgenden: 

I.  rta:= ^— yidt; 

II.  dyx=: — p — a:i</(; 

lli.  (ii  =; 5 —  xydt; 

IV.        (i/.sin;=(Z%casH— icosm); 
V.     (/n).5inm=rf((icos/— a:cosn); 
VI.      f/n.sinn =fif(d;  cos  m  ~y  cos  0 ! 
VII.     dl.sinf'=-rf%eosm  +  jcosn]( 
Vm.     (/fi.sinM«^— d([icosH  +  a:cns/J; 
IX.     dv.timn'''  =  ~  rfi[a:  cos  l  -{-y  cosm] , 
iTodurch  die  9  Grössen  x,  y,  i,  l,  m,  n,  K,  fi,  und  v  bestimmt 
werden  müssen.     Die  Auflösung  der  drei  ersten  ist  zwar  in  den 
vorhergehenden  Aufgaben  schon  gelehrt  worden,  zum  Gebrauch 
der  folgenden  setze  man  aber 

b^  —  c^  r^  —  a^  d^—b^ 

alsdann  wird 

xdx  =  Adu,    ydyr=.Bdu,     tdi^^Cdu. 
Hieraus  erhält  man  durch  Integration 

x^  =  ^Au-\--^,    y^=2Bui-S,,    z^=^2Cu  +  € 
und  daher 

■ du 

Die  Grössen  A,  B,  C  verhalten  sich  so  zu  einander,  dass 
man  hat 

Ad'+Bl,^  +  Cc^=0  und  Aa*  +  Bb*+Cc*^Oi 
es  trird  daher 

Setzt  man  nun  an  die  Stelle  von  x,  y,   i  die  angenomme- 
nen Werthe,  so  wird 
a%»+ÄV  +  cV=ß''[a=cosa''+Ä3cos(S2^-c2cosj'^]  =  Constans. 

•)  Diese  Erg^ünxuns  wnr  in  iler  ersten  Ausgabo  dieiei  Werke« 
am  Ende  hinzugefügt,  liier  fulgt  sie,  wie  in  der  neuern  Ansgabe, 
gloieh  hinter  §■  T6I. 
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Wird  die  Masse  des  Körpers  =  ÜJ  gesetzt,  so  bezeich- 
net der  Ausdruck 

das  Moment  der  Trägheit  des  Kürpevs  in  Beziehung  auf  die 
Axe  W  (5-  746.),  um  welche  der  KJiiper  isich  jetzt  dreht,  und 
wenn  man  demnach  dieses  Moment  Mr"^  nennt;  so  wird  ä^A" 
die  lebendige  Kraft  des  Körpers,  welche  daher  constant  bleibt. 
Da  ferner  coso'H- cosß^  +  eosj'''=:l  ist,  so  wird 

und  es  werden,  da  die  Grössen  a:,  y,  t  durch  u  bekannt  sind, 
auch  die  Winkel  n,  §,  y  durch  u  bestimmt. 

Bisher  konnten  wir  innerhalb  der  vorhergehenden  Aufgaben 
verweilen,  nun  wollen  wir  aber  sehen,  anf  welch«  Weise  eine 
eigen  thümliche  Auflösung  der  Aufgabe  80.  ausgeführt  werden 
kann.  Offenbar  liegt  die  ganze  Schwierigkeit  in  den  Gleichun- 
gen IV.,  V.  und  VI.,  und  um  diese  7,u  üherwinden,   setzen  wir 

cosl=px,     cosm^qy  und  cos«^ri; 
so  dass  sich  die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

IV.     0:=pd3:-l-xdp  +  dt{ryi—iifyi),  nohei  ifidt=-^', 
V.    0=qdy+ydq  +  dt(pxz~ra:x),  wobei  xzdt=:^ ; 
VI.    0=rdx+idr-l-dt(qa:y—pa:y),  wobei  xydi^f^' 
Dieselben  lassen  sich  ferner  umformen  in: 

IV.    0— prfa:  +  arrf^+Ö^=J^, 

oder  dx  Adp Adn 

X  -^ q  —  r  —  Ap^lÄu  -YHl  ' 

oder  dy Bdg Bdu 

y  ~r—p—Bg~2Bu  +  £>  ' 

VI.    0=rdt  +  idr  +  ^''^''' 


C 

Cdr  Cdu 


I      p— y  —  Cr     20(  +  (I  ' 
Nun  multiplicire  man  IV.  mit  a*.r,  V.  mit  l 
,  so  dass  man  erhalt: 
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IV.    aVx(faT  +  a%Vp  =  oa^^=^^^=«V/-)-)<Zw! 

V.     b^q^/di/  +  b^y-^dt,  =  b^^^^^^^^''^=b-^ir  —  p)du; 

VI.      c-huh  +  c-^i-^dr  =:  c^  ^=^'— ^ c^{p-q)du  ■ 

Aus  den  drei  ersten  Gleichungen  erhält  man  aber 
I.     a^pa:da;  =  Aa^du=(b^—c^)pdu; 

II.  6^qydy  =  Bb^qdu=(c^  —  a^)qdu; 

III.  c^jidt  =  Cc^rciw  =  («a  -  6a)rrf„. 

Vereinigt  man    diese  6   Gleicliungen   in   Eine   Summe,    so 
heben  die  letztern  Theilc  sich  wechselseitig  auf  und  es  ergibt 
sich  die  intograbele  Gleichung: 
^a^pxdx  +  a^xMp  +  'Ib^qydy  V  b^f-dtj  +  le^xdx  +  cH^dr  =  0 , 
deren  Integral  ist 

(|3pa:''+  Ä*^^*  +  c^i^=Consfans. 
!ii    derselben   beruht  die   gcösste  Kraft  zur  Äusfülirung  der 
verlangten  Integration,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

cos  f*  +  cos  7ifl  +  cos  n^=  1 
verbindet,  welche  in 

übergeht.  Da  nämlich  x,  y,  x  durch  k  gegeben  sind,  so  wird 
man  vermöge  dieser  zwei  Gleichungen  p  und  q  durch  u  und  r 
bestimmen  können  und  wenn  man  diese  Werfhe  in  die  Gleichung 

dr dn 

p—q  —  Cr  ~'2Cu-\-€ 
substituirt;  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung,  welche  nur  die 
zwei  Veränderlichen  u  und  r  enthält,  mittelst  deren  man  auch 
r  durch  u  wird  bestimmen  können. 

Zuerst  aber  bemerke  ich,  dass  unsern  Gleichungen  hinrei- 
chend Genüge  geleistet  werden  kann,  indem  man  den  Buch- 
staben p,  t/  und  r  constante  Werthe  beilegt.  Zu  diesem  Ende 
muss  nothwcndig 

q — r  —  Ap=0,    r — p--Bq^=0  und  p — q  —  Cr=0 
sein,  und  hieraus  erhSlt  man 

p=n(l-B),     q-n(l  +  A)  und  r=nß-i^ AB), 
wenn  nur  A  +  B+C+ABC=0 

ist,  was  aber  in  der  That  geschieht.  Es  wird  daher,  indem 
man  statt  A,  B,  C  die  angenommenen  Werlhe  substituirt. 
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und  r= 


Kimnif  man  demnach  «=-ä"T7irZ"^  ""'  '*"  erhält  nian 
p^ma''-,   (/^mfi^  und  r=;mc^, 
wo  der  Coefficient  ni  so  bebchafien  sein  muss,  dass 

oder 

mna*(2Au  +  21)  +  /,*(2B«  +  Ä)  +  c*C2C«  +  0]  =  1 
werde.     Da  nurj  Aa*  f  B6'+  Cc*— 0  ist,  so  wird 
1 


und  zugleich 

a^pa:H^'(jy^+c^:.^=m[a\2Au + 'S)  H-  i.*(2ßw +Ä)+c*C2  Cm-J-C)  j 
=V"ää*T^6M^"€c^=  Constans. 
Ich  bemerke  aher,  dass  man  diese  Integration  nicht  für 
eine  unvollständige  zu  halten  hat,  weil  der  Scheitel  Z  der  un- 
beweglichen Kugel  nach  Belieben  angenommen  werden  kann. 
Man  wird  denselben  daher  immer  so  annehmen  dürfen,  dass 
die  Grössen  p,  q  und  r  constant  werden.  Setzt  man  demnach 
der  Kürze  wegen  _^^_^___^____ 

so  wird  alles  folgendermaassen  durch  u  bestimmt: 

a^=V2J«  +  a,   p=^>    cos/=:^V'i^a  +  21. 
?/=  V2BM  +  Ä,    9=— ,  cos)M=— V"2ßM+Ä' 


i=V2CmH-€,    )-  =  ^,  cosn  =  ^V2CM  +  (r- 
Zur   Bestimmung  der  drei  letzten  Gleichungen  erhält  man, 

weil  '  j,       du 

dt=—~-> 

''■*—       Ä6*+€c*  — 2^B*w 
und  es  reicht  hin,  einen  der  drei  Winkel  i,  fi,  v  zu  bestimmen, 
da  die  zwei  Übrigen  durch  denselben  von  selbst  bekannt  werden. 

Anmerkung.   1- 
§.  762.    In  dem  Falle  des  vorhergehenden  Kapitels,  wo 


JSssoo  und  C=ac 
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war,  konnte  man,  weil  A  —  B+C~l  ist,  die  gerundenen  Glei- 
chungen so  auflösen,  dass  die  Grössen  P  und  Q  constaiit  wor- 
den, nHmlich 

Es  wurde  also  

d.'vuhj^a^-.  —  k'^y  ^-^  =  P:~~Q, 

milhin 

Hier  aber  kann  das  Verhältniss  P:Q  nicht  constant  »erden, 
und  es  ist  daher  nicht  klar,  auf  welche  Weise  man  den  gefun- 
denen Gleichungen  Genüge  leisten  könne,  selbst  nicht  auf  lieson* 
dere  Weise.  Da  also  die  Bewegung  solcher  Körper  für  die  Rech- 
nung nicht  zu  behanileln  ist,  soweit  nSmlich  bis  jetzt  die  Gren- 
zen der  Änalysis  eröffnet  sind ;  so  sind  wir  gezwungen ,  diesen 
Gegenstand  zu  verlassen,  .indem  auch  die  Anstellung  vergeb- 
licher Versuche  kein  Licht  zu  verbreiten  vermag.  Was  aber 
das  niecbanische  Verhältniss  betrifft,  so  müssen  wir  die  freie 
Bewegung  starrer  Körper,  während  diese  durch  keine  Kräfte 
angetrieben  werden,  als  vollkommen  bestimmt  ansehen;  da  es 
nur  der  Mangelhaftigkeit  der  Analysis  zugeschrieben  werden 
muss,  dass  wir  die  Auflösung  nicht  zu  Ende  zu  bringen  ver- 
mögen. Diese  Schwierigkeit  tritt  aber  nur  bei  Körpern  ein, 
deren  drei  Hauptmoraente  der  Trägheit  unter  sich  ungleich  sind, 
und  da  man  diese  Körper  für  höchst  unregelmässig  halten  muss, 
so  ist  diese  Unbequemlichkeit,  wenn  wir  zur  Praxis  übergehen, 
von  geringem  Belange,  weil  sehr  selten  die  Bewegung  solcher 
Korper  gesucht  zu  werden  pflegt.  Sind  aber  zwei  Hauptmo- 
menfe  unter  sich  gleich,  so  ist  die  Erforschung  der  Bewegung 
mit  so  gliieklichem  Erfolge  beendet,  dass  man  nichts  mehr  ver- 
langen kann. 

Anmerkung.  2. 

§,  763.  Nachdem  wir  also  dasjenige  auseinandergesetzt 
haben,  was  die  freie  Bewegung  starrer  Körper,  wenn  äussere 
Kräfte  entfernt  sind,  anbetrifft,  so  verlangt  die  Reihenfolge,  dass 
wir  nun   die  Wirkung   der  Kräfte  erforschen,   wozu  auch  oben 
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der  Grund  gelegt  worden  ist,  indem  tvir  die  augenblicklichen 
Wirtungen  beliebiger  Kräfte  bestimmt  haben.  Während  wir 
aber  vorhaben ,  die  l'ortivShrenden  Bewegungen  zu  behandeln, 
müssen  wir  solche  Fälle  auswählen,  in  denen  die  antreibenden 
Kräße  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers 
gehen,  wie  die  Astronomie  sie  darbietet.  Weil  aber  die  Ent- 
wicicelung  derselben  eine  grilssere  Kenntniss  der  Astronomie 
erfordert,  als  wir  hier  voraussetzen  dürfen,  so  bleiben  wir  auf 
der  Erde,  und  betrachten  solche  Bewegungen,  in  denen  eine 
drehende  Bewegung  um  eine  veränderliche  Ase  vorkommt,  in- 
dem nämlich  die  regelmässigem  Bewegungen  keine  iSchwierig- 
keit  haben. 

Hier  bietet  sich  nun  zuerst  die  Theorie  der  Kreisel  dar, 
deren  Erklärung  wegen  der  beständigen  Veränderung  der  Dre- 
hnngsaxe  noch  in  das  grösste  Dunkel  gehüllt  ist.  Um  diesen 
Gegenstand  im  Anfange  von  den  grossem  Schtv'ierigkeiten  zu 
befreien,  werde  ich  annehmen,  dass  die  Axe  des  Kreisels  auf 
einer  sehr  polirten  horizontalen  Ebene  fortschreite,  damit  keine 
Reibung  stattßnden  kann;  hierauf  aber  werde  ich  voraussetzen« 
dass  die  Ase  unten  in  einer  Spitze  ende,  womit  sie  auf  der  ho- 
rizonlalen  Ebene  fortschreitet.  Ich  werde  zwei  Arten  von  Krei- 
seln aufstellen,  je  nachdem  nämlich  alle,  oder  nur  zwei  seiner 
Hauptmomente  der  TrSgheit  unter  sich  gleich  sind;  wenn  näm- 
lich alle  ungleich  wären,  so  würde  diese  Voraussetzung  nicht 
nur  der  Figur  der  Kreisel  widerstreben,  sondern  auch  alle 
Kräfte  der  Rechnung  überragen. 
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Von  der  Bewegung  der  Kreisel,   hi   denen  alle    ßJomente  der 
Trägheit  unter  tieft   gleich  sind,    auf  einer  horiiontalen 

Ebene. 


Erklärung  13. 

%.  764.  Ein  Kreisel  ist  ein  starrer  Körper,  welcher  voii 
einem  unten  zugespitzten  Stiele  im  Mittelpunkte  der  Trägheit 
durchbohrt  ist,  welcher  Stiel  zugleich  mil  einer  Haupfaxe  des 
Körpers  zusammenfällt. 

Erläuterung. 

g.  765.  (Figur  104.)  Ein  solcher  Kreisel  ist  ABÖO,  worin 
AD  den  Stiel  und  Bb  den  durchbohrten  Körper  darstellt,  su 
dass  man  beide  vereint  als  einen  einzigen  starren  Körper  an- 
zusehen hat  und  ivohei  der  Stiel  nicht  nur  durch  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  /  des  ganzen  Körpers  geht,  sondern  auch 
eine  Hauptase  des  letztern  darstellt.  Ich  nehme  an,  dass  der 
Stiel  unten  in  D  in  eine  sehr  scharfe  Spitze  ausgehe,  mit  wel- 
cher <ler  Kreisel  beständig  auf  der  horizontalen  Ebene  steht  und 
auf  ihr  fortgeht;  ich  werde  nämlich  hier  nur  solche  Bewegun- 
gen verfolgen,  bei  welchen  der  Kreisel  mit  der  Spitze  I)  allein 
die  horizontale  Ebene  berührt.  Sobald  nämlich  der  Kreisel  nie- 
derfällt, ist  seine  Bewegung  zu  einer  andern  Art  zu  zählen, 
welche  ihm  nicht  mehr  eigenthümlich  ist  und  welche  ich  hier 
nicht  berühre.  Ich  nehme  demnach  an,  dass  die  von  der  Spitze 
D  durth  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  J  gezogene  Linie  zu- 
gleich eine  Hauptaxe  des  ganzen,  aus  dem  Stiele  und  der  Masse 
Bb  bestehenden,  Körpers  sei,  welche  Linie  allein  in  die  Rech- 
nung eintreten  wird,   indem    ausserdem  nichts  daran  liegt,  auf 
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welche  Weise  der  Stiel  mit  der  fibrigen  Masse  verbunden  ist. 
Ferner  nehme  ich  aber  in  diesem  Kapitel  den  ganzen  Kürper 
des  Kreisels  so  beschaffen  an,  dass  die  Momente  der  Trggheit 
in  Beziehung  auf  seine  Uauptasen  unter  sich  gleich  sind,  und 
dass  daher  alle  dnrch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  gezo- 
genen geraden  Linien  für  Hauptasen  gehalten  werden  können. 
Endlich  nehme  ich  hier  die  Ebene  als  sehr  glatt  an,  damit  die 
Spitze  D  auf  ihr  ohne  alle  Reibung  fortschreiten  könne,  wobei 
ich  auch  vom  Widerstände  der  Luft  und  allen  Hindernissen  der 
Bewegung  abstrablre    und  nur  die    Schwerkraft  Im  Auge  habe. 

Anmerkunt;. 
g.  766,  In  Betreff  eines  solchen  Kreisels  bemerke  ich  zu- 
erst, dass,  wenn  er  mit  seiner  Spitze  D  so  auf  der  horizonta- 
len Ebene  steht,  dass  die  gerade  Linie  Dl  vertikal  ist,  derselbe 
in  dieser  Lage  beständig  verhärten  kann,  obgleich  er  nieder- 
fallen wird,  wenn  er  auch  nur  um  ein  weniges  sich  neigt.  Fer- 
ner wird  er  auch,  weil  keine  Reibung  vorhanden  ist,  in  dieser 
vertikalen  Lage  gleichfürmig  und  geradlinig  fortschreiten  kön- 
nen, obgleich  die  Erfahrung  der  Reibung  wegen  niemals  damit 
übereinstimmen  wird.  Da  die  gerade  Linie  DIA  eine  Hau|it- 
axe  ist,  so  wird,  ivenn  diese  vertikal  steht  und  der  Korper  uni 
sie  eine  beliebige  drehende  Bewegung  angenommen  hat,  der- 
selbe die  lejztere  beständig  gleichförmig  beibehalten,  wobei 
die  gerade  Linie  DIA  unbewegt  und  daher  vertikal  bleibt.  Die 
Schwere  wird  hierbei  durchaus  nichts  in  der  ßeivegung  stören, 
sondern  nur  dazu  verwandt  werden,  den  Kreisel  in  der  iSpitze 
D  gegen  die  horizontale  Ebene  zu  drücken.  Sobald  aber  diese 
Ase  AD  sich  auch  nur  um  ein  ganz  geringes  zu  neigen  ange- 
fangen hat,  wird  die  Schwere  die  Bewegung  slören  und  den 
Kreisel  umzuwerfen  streben.  Um  diese  Wirkung  zu  erforschen, 
wü-d  man  zugleich  auf  die  Kraft,  durch  welche  die  Spitze  ge- 
gen die  horizontale  Ebene  gedrückt' wird,  Rücksicht  nehmen 
müssen.  Obgleich  aber  diese  Krat^  unbekannt  und  von  allen 
Umständen  der  Bewegung  abhängig  ist,  so  weiss  man  doch,  dass 
ihre  Richtung  stets  vertikal  ist  und  aus  ihr  dieselbe  Wirkung  ent- 
springt, als  ob  der  Kreisel  im  Punkte  D  vertikal  und  aufwärts 
durch  eine  gleiche  Kraft  gelrieben  wurde.  Die  Kraft  selbst  muss 
aber  so  gross  sein,  dass  die  Spitze  D  beständig  auf  der  hori- 
zontalen Ebene  angebracht  bleibe,  aus  welcher  Bedingung  man 
ihre  Grosse  zu  jeder  beliebigen   Zeit  abzuleiten  hat.    Betrach- 
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tet  inao  aber  diese  Krall  als  bekannt,  so  wird  man  die  Bewe- 
gung des  Mittelpunktes  der  Trägheit /des  Kreisels,  ohne  Rück- 
sichtnahme auf  seine  drehende  Bewegung,  bestimmen  kiiunen; 
diess  wollen  wir  in  der  folgenden  Aufgabe  ausführen. 

Aufgabe  81. 

§.  767.     Wenn    7.\x   einer  jeden   Zeit  der  Druck  der  Spitze 
gegen  die  horizontale  Ebene  bekannt  ist,    so  soll   man  die  Be- 
wegung des  Alittelpunktes  der  Trägheit  eines  Kreisels  bestimmen. 
Auflösung. 

(Figur  105).  Nach  Verlauf  einer  gegebenen  Zeit-=(  habe 
die  Axe  des  Kreisels  AID  eine  beliebige  geneigte  Lage,  welche 
mit  der  horizontalen  Linie  DF  den  Winkel  FDA=:6  bildet 
und  wobei  die  Spitze  gegen  die  horizontale  Ebene  mit  einer 
Kraft  =P  drückt;  dies  ist  dasselbe,  als  ob  die  Spitze  auf- 
wärts nach  der  vertikalen  Richtung  durch  eine  Kraft  DP  =  P 
angetrieben  wfirde>  Die  Masse,  oder  was  dasselbe  ist,  das 
Gewicht  des  ganzen  Kreisels  sei  =  M.  Da  wir  nur  die  Bewe- 
gung des  Mittelpunktes  der  Trägheit  /  suchen,  ohne  dass  wir 
irgend  eine  Rücksicht  auf  die  drehende  Bewegung  nehmen,  so 
wird  seine  Bewegung  eben  so  afficirt  werden,  als  ob  die  ganze 
Masse  M  des  Kreisels  im  Punkte  /  vereinigt  und  an  demselben 
die  antreibenden  Kräfte,  jede  nach  ihrer  Richtung,  angebracht 
wären.  Wir  haben  daher  in  /die  Masse=Jl/,  angetrieben  durch 
zwei  Kräfte,  die  eine,  nämlich  die  Schwere  =  M,  vertikal  längs 
IX  abwärts,  die  andere  Kraft  =  P,  vertikal  aufwärts  längs  IQ, 
woraus  die  abwärts  längs  IX  antreibende  Kraft  =^  M~P  ent- 
springt üa  also  keine  horizontal  forttreibende  Kraft  da  ist, 
wenn  nicht  etwa  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  eine  horizon- 
tale Bewegung  empfangen  hat,  so  wird  derselbe  sich  nur  entweder 
auf-  oder  abwärts  auf  der  vertikalen  geraden  Linie  AQ  bewegen. 
Hat  er  aber  im  Anfange  eine  horizontale  Bewegung  empfangen, 
so  wird  er  diese  ausserdem  unversehrt  beibehalten.  Setzenwir 
demnach  den  Abstand  DI=f,  so  wird  die  Höhe  IX=f  s'w  0 
und  daher  die  aufwärts  gerichtete  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  Trägheit   I~' j — <  und   nimmt  man  das  Zeif- 

element  di  constant  an;  so  erhalten  wir  wegen  der  abwärts  an- 
treibenden Kraft=M~/': 

/•(cosgrfrffl— sinfldff') 2g(M~-P)dt 

dt  ~  m        ' 
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oder  coserfrfÖ  — sinÖ<^9^=^(J— l)<;(^- 

Ist  demnach  die  Kraft  P  zu  jeder  Zeit  (  gegeben,  so  wird 
durch  lutegration 

Hierbei  ihückt  fsrnS— lg fdtfdt(^—l^  die    Höhe    IX 

des  Mittelpunktes  der  TrSghelt  nnA^-^^^='igSdt(^~\\ 
seine  aufwärts  gerichtete  Geschwindigkeit  aus. 
Zusatz  1. 

g.  768.  Wenn  wir  daher  zn  jeder  Zeit  den  Druck  P,  wo- 
mit die  Axe  des  Kreisels  sich  auf  die  horizontale  Bbene  stützt, 
kennten,  so  würden  wir  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  der 
Trägheit  oder  seinen  Ort  zu  jeder  Zeit  angeben,  und  daraus  die 
Neigung  der  Axe  gegen  den  Horizont  oder  den  Winkel  FDA=6 
bestimmen  liOnnen. 

Zusatz  2. 

g.  769.  Wird  dem  Kreisel  im  Anfange  nur  eine  drehende 
Bewegung  beigebracht,  so  dass  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
wenigstens  während  eines  Zeitmomentes  in  ßuhe  bleibt,  so 
mag  hierauf  die  Drehungsaxe  sich  beliebig  verändern  und  so 
die  Axe  des  Kreisels  AD  sich  neigen;  der  Mittelpunkt  der 
Trägheit  wird  aber  keine  andere  Bewegung,  als  eine  vertikal 
auf' oder  abwärts  gerichtete,  annehmen. 
Zusatz   3. 

§.  770.  Ist  abei  dem  Kreisel  zugleich  eine  fortschreitende 
Bewegung  beigebracht  worden,  so  wird  er  die  hieraus  entsprin- 
gende horizontale  Bewegung,  beständig  gleichfurmig  und  gerad- 
linig fortschreitend,  beibehalten  und  mit  dieser  die  frühere  ver- 
tikale Bewegung  verbunden  sein. 

Anmerkung. 

g.  771.  Die  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  im 
Kreisel  ist  demnach  ohne  Schwierigkeit  zu  bestimmen,  wenn 
man  nur  den  Druck  der  Spitze  D  gegen  die  horizontale  Ebene 
zu.  jeder  Zeit  angeben  kann.  Aber  gerade  hierin  liegt  die  grösste 
Schwierigkeit,  da  aus  diesem  Drucke  das,  nach  Umdrehung  um 
eine   beliebige  Axe  strebende,    Moment   entspringt,   in  Folge 
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dessen,  wenn  der  Kreisel  sich  nicht  schon  um  diese  Axe  dreht, 
die  Dreliungsaxe  sich  verändern  und  wonach  auch  die  Neigung 
des  Kreisels  eine  Äenderung  erleiden  wird.  Die  letzte  Aeiide- 
rung  muss  aher  mit  derjenigen  übereinstimmen,  welche  der  ange. 
DommeneDruckP  hervorbringt  und  durch  diese  Uebereinstimniung 
muss  eben  der  Druck  bestimmt  werden;  in  dieser  Erforschung 
beruht  die  Stärke  der  ganzen  Theorie  der  Kreisel.  Damit  wir 
nun  dieses  Ziel  leichter  erreichen,  betrachten  wir  den  Kreisel 
in  einer  beliebigen  geneigten  Lage  und  als  um  eine,  durch  sei- 
nen Mittelpunkt  der  Trägheit  gezogene,  Axe  sich  drehend  und 
wollen  untersuchen,  eine  wie  grosse  Äenderung  so  wohl  die 
Drehungsaxe,  als  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  durch  den 
Druck,  mit  welchem  die  Spitze  auf  der  hurizontalen  Ebene  auf 
eteht,  erleiden  wird. 

Aufgabe  82. 

§.  772.  Während  der  Kreisel  sich  beliebig  dreht,  ist  der 
Druck  gegeben,  mit  welchem  die  Spitze  sich  auf  die  horizon- 
tale Ebene  stützt;  man  soll  die  augenblickliche,  sowohl  in  der 
Drehungsaxe  als  auch  in  der  Winkelgeschwindigkeit  hervor- 
gebrachte, Veränderung  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  105).  Es  sei  die  Neigung  des  Kreisels  gegen  den 
Horizont  oder  der  Winkel  FDA  =  e  und  der  Druck  in  D=P, 
durch  welchen  der  Punkt  D  aufwärts  getrieben  wird.  Weil 
in  dem  Körper  alle  Momente  der  Trägheit  gleich  sind,  wird 
diese  Kraft  flP=P  dahin  streben,  den  Kreisel,  wenn  er  sich 
in  Ruhe  befände,  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
/  gehende  und  auf  die  Ebene  ADF  normale  Axe  zu  drehen. 
Setzt  man  daher  das  Moment  der  Trägheit  des  Kreisels  um  alle 
Äsen  — ü/a*  und  den  Abstand  Il):=f,  so  wird  das  Moment 
der  Kraft  ÖP  in  Beziehung  auf  jene  Axe^P/cosÖ;  und  es 
wird  daher  im  Zeittheilchen  dt  der  Kreisel  bei  der  Drehung  um 
jene  Axe  den  elementaren  Winkel 

beschreiben.  (Figur  106).  Da  nun  der  Kreisel  schon  eine  dre- 
hende Bewegung  hat,  so  kann  man  wieder  alles  auf  eine,  um 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  beschriebene,  sphä- 
rische Oberfläche  beziehen,  auf  welcher  der  Punkt  Z  gleichsam 
das  Zenith  und   A   der  obere   Endpunkt  der  Axe  des   Kreisels 
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ist;  es  wird  alsdann  der  Bogen  ZA=:90*' — ö,  welchen  wir  oben 
(g.  761.)  =/ gesetzt  haben.  Nun  halte  aber  der  Kreisel  eine'solche 
Lage  ein,  dass  die  beiden  andern  in  ihm  festen  und  auf  AID 
normalen  Äxen  sich  in  B  und  C  befinden.  Obgleich  nämlich 
hier  auch  das  VerliÜltuiss  aller  Äxen  gleich  ist,  so  ist  es  doch 
angemessen,  sich  im  Körper  drei  auf  einander  normale  Äxen  zu 
denken,  um  durch  sie  die  F^age  des  Kreisels  zu  bestimmen. 
Es  werden  demnach  AB,  AC  und  ßC  Quadranten  und  mau 
setze  den  Winkel  ZAIi=%,  es  drehe  sich  aber  der  Kreisel  als- 
dann schon  um  die  Aie  10  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
=  fl  im  Sinne  ABC,  und  mau  setze  die  Bogen  AO=a,  BO 
=^  und  CO=^y,  so  dass  man  hat 

cos(3  ,  eosy 

l:osBAO  =  ~r-^  und  stnBJO= -.— '- 

sin«  s\nu 

Nun  ziehe  man  den  Quadranten  AS  normal  auf  den  Bogen 
ZA,  alsdann  wird  IS  jene  auf  die  vertikale  Ebene,  in  welcher 
die  Axe  AID  des  Kreisels  sich  befindet,  normale  Axe  sein,  um 
welche  durch  die  Kraft  P  eine  Umdrehung  durch  den  Winkel 

in  dem  .^BCentgegengesetzten  Sinne  JBJCerzeugt  wird.  Käme 
diese  Aenderung  nicht  hinzu,  so  würde  der  Kreisel  fortfahren, 
sich  um  die  Axe  10,  welche  die  Eigenschaft  einer  Hauptaxe 
besitzt,  zu  drehen.  In  Folge  jener  Kraft  wird  er  nun  anfangen, 
sich  um  den  jenseits  O  auf  dem  Bogen  OS  liegenden  Pol 
o  zu  drehen.  Wenn  man  daher  diesen  letztem  Punkt  gegen 
S  hin  bezeichnet,    den    Bogen  OS=;s   und   nach    Aufgabe  62 

(§.  650.),  q=-  — ^3 —  setzt,  so  eihiilt  man  hieraus  den  klei- 
nen Bogen 

Oo  = 3 


^Pffjdtf,'. 


Ma^Sl 

Ferner  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  fi  das  Decrement 

,    ,  2,Pfgdtco»6coss 

=  2  f/dl  cos  s  = ^a- 

emgifangen,  so  dass  man  hat 

^Pfy  dt  cos  d'eoss 

Um  aber  die  Aenderung  des  Drehungspoles  O  in  o  be- 
quem auszudrücken,  setzen  wir,  da  der  Winkel  ZAB^^,  also 
ßJS=90ö— J  ist,  den  Winkel  BAO  =  ti,  so  dass 
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cos  (3        ,     ,  cosy 

COS))=i:— :—   und    SHli)=:      .    - 

wird.      Im   Dreieck    OAS  haben   wir  AO  =  a,  ^5=90"  im 
Z.äOS:=^0°  —  S—^,  wonach  wie 

cosOS=cosj=sin(f+,))sin« 
und,  wenn  man  AO  nach  p  verlüngert  und  aus  o  das  Perpei 
dikel  op  iällt. 

,        ^^        sitl(g  +  -i;)cOSg 

c.(goOp=     „„(f+,- 
haben.    Da  nun 


Oo 


2Pfyätco&6sm. 


Op  =  da= ^^2^— SUIS  cos«  Op 

und 

^Pfgdtcosö  .       .      „ 
"/'= WK^ sinssmoO/)  =  (/»;sin«. 

Es  ist  aber 

sins8inoO/>  =  cos{£+ij) 
und 

sinscosoO/>^sinssinoO/*co^oOp  =  sin(£-t-j;)cost(, 
man  findet  daher 

2Pfgdtcose   .        .     , 
^^= M^ sin«sinß+^), 

2  Pfg dt coß  8  .    ,.  ,  ^ 

und 

_     ^PfgdtMsG   cos(£-f-fl), 
"''"  Mu^Sl       '      sin«      ' 

es  ist  demnach  die  Veränderung  so  ivolii  der  Drehungsaxe 
Kreisel,  als  auch  der  Winkelgeschwindigkeit  <ß  bestimmt. 
Zusatz   1. 
§.  773.    Wir  haben  daher 


Sl  =  ii-"^, 

wenn  nämlkh  in»  Anfange  die  Winkelgeschwindigkeit— eundder 
Bogen  AO,  welcher  jefzt^wist,  =fl  war.  Es  wird  auf  diese 
Weise  durch  die  gegebene  Drehungsaxe  O  sogleich  die  Win- 
kelgeschwindigkeit des  Kreisels  Sl  bekannt. 
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Zusatz  2. 
§.  774.  Je  weiter  sich  demnach  die  Drehung^axc  O  von 
der  Axe  des  Kreisels  A  entfernt,  desto  grösser  wird  die  Win- 
kelgeschwindigkeit St,  und  es  »vürde  die  letztere  selbst  bis  in's 
Unendliche  vergrJissert  werden,  wenn  die  Drehungsaxe  10  sich 
bis  zu  90"  von  der  Axe  des  Kreisels  lA  entfernte. 

Aufgabe  83. 
§.  775.  Es  ist  für  irgend  eine  Zeit  die  Neignng  (!es  Krei- 
sels gegen  den  Horizont,  nebst  der  Drehungsaxe  und  der  Win- 
kelgeschwindigkeit gegeben;  man  soll  die  augenblickliche,  in  der 
Lage  des  Kreisels  entstehende  Aenderung  bestimmen. 
Auflösung. 
(Figur  106.)  Indem  man  auf  der,  um  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  des  Kreisels  beschriebenen,  ini beweglichen  Kugel  den 
höchsten  Punkt  Z  gleichsam  als  das  Zenith  annimmt,  stelle 
man  zugleich  den  Bogen  ZX  als  ersten  Meridian  auf.  Es  be- 
finde sich  jetzt  die  Axe  des  Kreisels  in  A,  und  man  setze  zur 
Bestimmung  dieses  Punktes  den  Bogen  Zj4=ü(P  — ö=/  und 
den  Winkel  XZA  =  L  Die  zwei  übrigen  Hauptaxen  mögen  in 
B  und  C  liegen,  und  man  setze  de»  Winkel  ZAB^^^.  Es  drehe 
sich  jetzt  der  Kreisel  um  den  Pol  O,  so  dass  BA0  =  7]  und 
AO  =  a.  wie  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne  AßC 
=  il  ist.  Dies  vorausgesetzt,  setzen  wirnach  Aufgabe  68.(g,678.) 
die  Bogen  OB  =  ß,  OC=y,  ZB=m  und  ZC=n,  und  haben 
zur  Bestimmung  der  Veränderung  der  Lage: 

dl.  sin  l=Sldt  (cos ^cos  n — cos  y  cos  m), 
dm.sinw(  =  ß(i((cosj'cos/— cosßcosn), 
dn.swn=£ldt(cosacosm  —  cosßcosl)  und 
—  d3l.sinP  =  Sldi(cosßcosm-i^cosYCOS3t). 
Nun  ist  aber  1=90° — Ö,  also  cos/^sinfl,  ferner 
cos(3  =  sinr(cosi;,  cosy^sin  Ksinij, 
cosntrrcos  ?cos  eund  cos  h  =  —  sin  fcoa  fl ; 
hieraus  leitet  man  ab 

— rfÖ.cosÖ=.ßrf(l— sinaeossjsinfcosö— sinosinrcosfcosöl 
oder  dÖ  —  SldtsinaBin(t+->}). 

Ferner  hat  man 
rfjs!n£eosö-|-deco5£sinfl=:ßr;([sincsini;sinö  +  cosßsinfcose) 
rfjeosfcosö— (/esin5sinö=.ßrf(lcos((cos£cose— sinKCOSjjsinÖ), 
oder      dir.cosö=ßrf(t— sin«sinecos{£+ij)  +  cos«cose| 
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und  endlich 


d\= 


Sldtslncicos(t+ri) 
cos  0 

Die  augenblickliche  Veränderung  in  der  Lage  des  Kreisels 
ist  demnach  in  diesen  DifferentialfoTineln  enthalten; 

dd-Sldtsiaasmit-i-n), 
(ie=ß(«lcos«— sinßfgecos(e  +  ii)( 


und 


dk  =  - 


£1  dt  sin  acos(^+ti 


Anmerkung. 
g.776.  Diese  augenblicklichen  Veränderungen  doppelter  Art 
mussten  wir  entivickelri,  ehe  wir  die  Auflösung  der  Aufgabe,  wo- 
rin der  Gegenstand  dieses  Kapitels  enthalten  ist,  unternehmen 
konnten.  Nachdem  nun  also  dieselben  bestimmt  sind,  wollen 
wir  die  Bewegung  eines  solchen  Kreisels,  wie  wir  in  diesem 
Kapitel  betrachten,  nachdem  ihm  eine  beliebige  Bewegung  bei- 
gebracht worden  ist,  zu  erl'orschen  suchen. 

Aufgabe  84. 
§.  777.  Nachdem  einem  Kreisel,  bei  einer  gegebenen  Nei- 
gung seiner  Axe,  eine  drehende  Beilegung  um  die  letztere  bei- 
gebracht worden  ist,  soll  man  die  Fortsetzung  dieser  Bewe- 
gung, d.  h.  so  wohl  die  Lage,  als  auch  die  Bewegung  des 
Kreisels  zu  jeder  Zeit  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  J06.)  Die  Axe  des  Kreisels  habe  anfangs  gegen 
den  Horizont  die  Neigung  S  gehabt  und  eine  drehende  Bewe- 
gung um  jene,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =  E  im  Sinne 
ABC  empfangen.  Wir  nehmen  aber  an,  dass  im  Anfange  die 
Axe  des  Kreisels  A  sich  in  dem  Meridiane  ZX  befunden  habe, 
und  dass  zugleich  auf  denselben  der  den  Kreisel  betreffende 
Bogen  Aß  gefallen  sei.  Zur  Bestimmung  des  Kreisels  selbst 
sei  seine  Masse  =il/,  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf 
alle  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehenden,  Asen=: 
M<fi  und  auf  seiner  Axe  der  Absfand  der  untersten  Spitze  vom 
Mittelpunkte  der  Trägheit  oder  lD=f.  Nach  Verlauf  der  Zeit 
(  sei  nun,  indem  wir  von  der  Bewegung  des  Mlttelpiinkfes  der 
Trägheit  abstrahireu,  die  Axe  des  Kreisels  nach  A  gelangt,  so 
dass  der  Winkel  XZA:=}.   und   seine  Neigung   gegen  den  Ho- 
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lizont  =Ö  oder  der  Bogen  Z^=yOo— ö  ist,  während  anfangs 
1=0  und  6  =  5  gewesen  ist.  Ferner  bilde  der  mit  dem  Krei- 
selbewegliche Bogeu  AB  jetzt  mit  ZA  den  Winkel  ZAB=^, 
so  dass  im  Anfange  5—0  gewesen  ist.  Es  drehe  sich  jetzt  der 
Kreisel  um  den  Pol  O  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =il,  eben- 
falls im  Sinne  ABC,  und  man  setze  den  Bogen  AO  =  a  und 
den  Winkel  BAO=i],  so  dass  im  Änfangea  =  0  gewesen  ist, 
weil  der  Kreisel  um  die  Äxe  AID  sich  zu  drehen  angefangen 
hat;  der  Winkel  ij  war  aber  im  Anfange  unbestimmt.  Wenn 
nun  In  diesem  Augenblick  der  Druck  der  Spitze  gegen  die 
horizontale  Ebene  =  /*  gesetzt  wird,  so  ergeben  die  vorJierge- 
faendeii  Aui'gabeu  folgende  Gleichungen: 

nßi 


HI. 
IV. 


%rfp 

!j,  weil  «=0, 

'iPff/dUosO 

•  i.sm(S+,) 

2 /'/j,  ,11  CO.  8  CO 

=  ((  +  v) 

yu. 


de=Sldtsmiism(;-\'iT) 

dJ  =  ßrf(!cos«— sinfftgflcos(£+i;)) 

j,_         arHsin«cos  (£+.;) 


zu  deren  Auflösung  wir  alle  Kräfte  anstrengen  müssen.  Um  die 
Menge  der  Veränderlichen  zu  beschräi)ken,  entnehmen  wir  aus 
den  Gleichungen  111.  und  IV.,  indem  wir  P  eliminiren, 

SinKCOsa  '        v"  '    " 

ferner  ergeben  V.  und  VJ-,  indem  wir  £ldt  eliminiren, 

^^^^-— rfOtgOcos(?+lJ)  =  (^esln(?+lJ)■ 
Addiven  wir  diese  zwei  Gleichungen   und  setzen  £+ ij  =  9), 


so  erhalten  1 
da  et 


welche  Gleiehung,   durch  1 
übergeht ; 


—dO  tg  6  eosq)— rfq;  sin  7) =0 . 
«cöSÖ   multii>ticirt,    in  die  folgende 


!-+döeosö-rfötgc8inflcoS95- 
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Diese  Gleichung  ist  integrabel  und  ergibt 
tgKCQsecosqj  +  sind  =  sind, 
»eil  im  Anfange  «  =  0  und  G:=S  ist.    Wir  erhallen  hieraus 

sin3— sinö      .  sin5— sinÖ 

taa-= ^ oiJer  cosip^— 7 r— ■ 

°         cosOnosip  ^         tgftcosö 

Dividiren   wir  min   die  Gleichung  lH.  durch  V.,    damit  wir 

sin(J+)j)  oder  siuqi  fortschaffen,  so  erhalten  wir 

da      IPfgcosetos  ß_ 

oder 


Setzen   wir  hier  sinö^a:,   so  dass   ddt:osd=dx  ist,   i 
erhalten  wir,  weil 

ist,  die  folgende  von  selbst  integrable  Gleichung 
täua^ißsiTj«  ,  ,  -    .     ,  f^dxdda:      „ 

Dieselbe  erj^ibf  nämlich,  wenn  man  sie  integrirt, 
oder 


fdficose=dty  C—4ff/sme — — 
Da  nun  nach  V.  und  II. 

dB =cdt  ig  a  sin  ip 
,  so  erhalten  wir  die  neue  endliche  Gleichung 


Hier  muss  aber  für  ß:=0  und  e=S 

V,C=y,.%«+2/jslnä 
sein,  woraus  wir  erhalten 

2/ff(.in(!-sin»)  =  V».Vfg»'+>/,.y«tgo'cos»«sin»«. 
Diese  geht,  weil 

.      n      ,      (sinä— sinms' 

•'"''=■— 5ÄS85- 

4/>/(«in(>— slnöjsiVtga'+tY'tgB'cos«'— lyisincT—sin«: 
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sroraus  wir  entnehmen 

und  hieraus  ferner 


siny  =  sin(f+)?): 


■  cos  Ö^Ifff+iY^  (sin  Ö  -  sinÖ)-' 


cosÖ.V"4/i/  +  sy^(sinci~sine) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  durch  die  Neigung  9  allein 
den  Bogen  a  und  den  Winltel  9)=:^+i/  bestimmt,  wir  erhalten 
aber  auch  eine  Relation  zwischen  6  und  der  Zeit  t,  mittelst 
der  Gleichung 

dd=sdttscism^, 
welclie  die  Form 

aO  ^  f^fV(^ir^-^i7^jr^j^5g^^g^^(sinfl-sinfl)] 
coseV"«2  +  /-acos92 
oder 


dt=~ 


döcoseXa^  +  rcosö^ 


'  V(s\BÖ  —  swO)lifffeüsd^~i^aHs\aÖ-sme)] 
annimmt.    Da  nun  ferner 

dt  __        I         _tg9cosy 

dß       t^cishig)  sinp 

ist,  so  wird 


oder  auch 

^^19(1— sin3sin9)Va''+/^. 


dt= 


,a  eV^(sin  ä  -  sin  e)[ifgcOs6^—  E^a^CsinÖ-  sm^ 

woraus  der  Winkel  ZAB:=t    durch  Integration  herzuleiten  ist 

Da  endlich 

edtts^(iCOS<p 
''^=-        cos  9 
ist,  so  erhalten  wir 

'^'^-~       cosea 
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dl=: 


ede  VTim?^^»  e)Ot^+rci 


cosßVifgcosd^—s^  a?-(sniä—s\nÖ) 
Wünschen  wir  auch  deu  Druck  des  Kreisels  gegen  die  ho- 
rizontale Ebene  zu  kennen,  so  erhalt  man    denselben  aus  Glei- 
diaos  III.,  wonach 

2P 
sa^dAgtt= -^fydtcos6smip 

ist  und  norans  sich  ergibt 

•2P  _  a^l2fg +  1^/^(51118—81116)] 

a'^psm  e isin  5-sin  6\ [Ify  |-  f^^sin  3^ sii»  9)] 
fffin^-l- neos  6^1^ 

Zusatz  1. 
g.  778.     Wenn  im  Anfange  die  Axe   des   Kreisels  AD  ver- 
tikal, oder  0=90»  war,  so  wird    er   lieständig  diese  Lage  bei- 
faehal.ten  und  sich   gleichfüimig  um   dieselbe   Axe  AD,   mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  £  drehen, 

Diess   ergibt  auch  die  Gleichung 

^f  „  dd  .  cos  0  V>Tf  cos  fß' 

(1-sin  ö)  V*4/j-(i  +  siire7^T^H^' 

woraus    man  ersieht,    dass  erst  nach  einer   unendlich    grossen 
Zeit,  d.  h.  niemals  sinÖ<|lwerden  kann. 
ZusatK  2. 
g.  779.     Ist  aber  ö<90'*  oder  auch  sin(5<I,  so  künnen  die 
Erscheinungen  der  ßewegung  aus  der  l^leichung 

^^^_  rffl.cusfl  VZF+f^^^(Ä 

~'\r{^nJ_sine)S4^5C(.se2~£2«2{sin~ä^"ibre)) 
erkannt  werden.      Aus  derselben   ergibt  sich   zuerst,    dass  nie- 
mals sinÖ>sinÄH'erden,  d.  b.    dass   niemals    die  Neigung  ge- 
gen den  Horizont   ö  die  Anfangsneigung  ä  an    Grosse  übertref- 
fen kann. 

Zusatz   3. 

§.  780.  Die  Neigung  6  kann  nur  verschwinden,  wenn  £^  a^ 
»inä<4/^  ist;  ist  also  die  im  Anfange  beigebrachte  Winkelge- 
schwindigkeit   

gewesen,  so  ivird    der  Kreisel  endlich    niederfallen.      Dies  ge- 
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schieht  aucli,  wenn  dem  geneigten  Kreisel  gar  keine  Bewe- 
gung beigcbraclit  worden  ist. 

Zusats    4. 
§.  781.     War  aber  die  im  Anfange   beigebrachte  Winkelge- 
schwindigkeit   

so  kann  die  Neigung  6  nicht  über  eine  bestimmte  Grenze  hin- 
aus abnehmen  und  sobald  sie  diese  erreicht  hat,  wird  der  Kreisel 
steh  wieder  bis  zur  anfänglichen  Neigung  S  aufrichten.  Die 
kleinste  Neigung  Q  ergibt  sich  aber  aus  der  Gleichung: 

ifgcose^  ~  e^a^(s\nS—sme)=0, 
wonach  wir  erhalten 

sin   _  g^^ 

Zusatz    5. 
g.  782.     Wenn    daher    die  im    Anfange  beigebrachte  Win- 
kelgeschwindigkeit s  gleichsam    unendlich  gross    war,  so  wird 
die  Grenze  des  kleinsten  Wertbes 

sinö=sind, 
oder  es    wird    der  Kreisel  beständig  dieselbe    Neigung  beibe- 
halten.    Ist  £  aber  sehr  gross,   so  wird  die   Neigung  sehr  nahe 
bestimmt  durch 

so  dass  wir  erhalten 

Anmerkung. 

§.  783.  Da  der  langsamer  zur  Drehung  angetriebene  Krei- 
se! bald  niederfällt,  so  verdient  diejenige  Winkelgeschwindig- 
keit bemerkt  zu  werden,  welche  der  Kreisel  iibertroffen  haben 
niuss,  um  sich  wieder  aufzurichten.  Es  wurde  diese  Geschwin- 
digkeit __ 

■iVfi) 

sein,  welcher  die  grössto  Neigung  gegen  den  Horizont,  nämlich 
ö=0  zukommt ;  da  aber  in  Folge  der  Bewegung  des  Kreisels  die 
Axe  sich  nicht  bis  zum  Horizont  neigen  liami,  so  wird  man  die- 
jenige Neigung  für  die  grosste  zu  halten  haben,  bei  welcher  der 
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Kieisel  gleichsam  mit    seinem    Körper    den    Horiznnt    berührt. 

Setzt  man  dieselbe  =i,  so  muss,  damit  der  Kreisel  sich  nicht 
bis  zu  dersetbeu  hinneige,  die  im  Anfange  beigebiathte  Win- 
kelgeschwindigkeit 

2co8tV^ 

sein,  und  so  lange  sie  grösser  als  dieser  WertU  bleibt,  wiril  der 
Kreisel  nicht  itiederl'allen.  Dies  ist  die  Ursache,  wessbalb  ein 
Kreisel,  weil  seine  Bewegung  in  Folge  der  Reibung  und  an- 
derer Hindernisse  alliiiählig   kleiner   wird,  endlich  niederrällt. 

Da  ich  übrigens  hier  auf  derartige  Hindernisse  keine  Rück- 
sicht genommen  habe,  so  ist  es  kein  Wunder,  dass  auch  die 
übrigen  Erscheinungen  nicht  genügend  mit  der  Erfahrung  über- 
einstimmen, wenn  auch  ein  bestimmter,  zur  Fortdauer  der  itre- 
bemlen  Bewegung  erforderlicher  Grail  der  Geschwindigkeithiichst 
übereinstimmend  mit  der  Erfahrung  ist.  Man  nürde  aber  ohne 
Zweifel  einen  sehr  grossen  Unterschied  wahrnehmen,  wenn  man 
die  gefundenen  Differentialformeln  integrirte  j  allein  eben  wegen 
dieser  Ursache  wird  es  nicht  der  Mühe  werth  sein,  diese  Ar- 
beit zu  nnlernehnien,  da  dieselben  so  verwickelt  sind,  Aass  man 
sie  durch  Logarithmen  und  Kreisbogen  nicht  darstellen  kann. 
Sie  würden  aber  noch  verwickelter  ausgefallen  sein,  wenn  man 
nicht  im  Kreisel  alle  Momente  der  Trägheit  einander  gleich  an- 
genommen hätte;  daher  werde  ich  auch  diesen  GegetiMfand  nicht 
berühren,  weil  die  aufgestellten  Prlncipieii  durch  die  aufgestellten 
Beispiele  hinreichend  erläutert  sind.  Ich  werde  vielmehr  dahin 
streben,  eine  fruchtbarere  Entwickeliing  der  Theorie  sich  bewe- 
gender starrer  Körper  aufzustellen.  Obgleich  nämlich  die  bis- 
herigen Lehren  das  ganze  Werk  zu  beenden  scheinen,  würde 
doch,  wenn  wir  mittelst  derselben  die  Wirkung  beliebiger  Krallte 
bestimmen  wollten,  die  oben  vorgeschriebene  Methode  zu  müh- 
sam sein,  indem  man  zuerst  die  Axe,  um  welche  die  Kräfte  den 
Körper,  wenn  er  sich  in  Ruhe  befände,  zu  drehen  anfangen 
würden,  hierdurch  aber  die  Veiändenmg  der  Axe,  um  welche 
der  Körper  sich  wirklich  drehet  und  die  Veränderung  der  Win- 
kelgeschwindigkeit bestimmen  muss.  Ich  werde  aus  diesem 
Grunde  eine  vollkoninniero  und  mehr  dem  Gebrauche  augepasste 
Methode  vorlegen,  deren  man  sich  hierauf  zu  sohivierigern  Un- 
tersuchungen bedienen  kann. 
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Kapitel    XV. 

Von    der    freien    Bewegung    starrer,    durch    beliebige    Kräfte 
angetriebener  Körper. 


Lehrsatz  10. 

g.  784.  Auf  welche  Welse  auch  ein  starrer  Körper  darch 
Kräfte  angetrieben  werden  mag,  so  ist  die  augenblickliche  Wir- 
kung in  diesen  vier  Umständen  enthalten:  erstens  der  Verän- 
derung der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  der  Trägheit; 
zweitens  der  Verifndernng  der  Richtung  dieses  Punktes;  drittens 
der  Veränderung  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die,  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende,  Ürehungsase  und  viertens 
der  Veränderung  der  Drehungsaxe  selbst. 
Beweis. 

Auf  welche  Weise  ein  starrer  Körper  sich  auch  bewegen 
mag,  so  wird  seine  Bewegung  zu  jeder  Zeit  in  eine  fortschrei- 
tende, mit  welcher  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  fortrückt  und 
eine  drehende  Bewegung  um  eine  beliebige,  durch  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  gehende,  Axq  zerlegt.  Daher  enthält  die 
Kenntniss  dieser  Bewegung  folgende  vier  Elemente: 

1)  die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  der  Trägheit; 

2)  die  Richtung,  in  welcher  er  sich  bewegt; 

3)  die    durch  den   Mittelpunkt    der   Trägheit    gehende    Axe, 
um  welche  der  Körper  sich  dreht,  und 

4)  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Bewegung. 

Hat  man  diese  vier  Umstände  erkannt,  so  wird  man  von 
der  Bewegung  des  Körpers  in  diesem  Augenblick  eine  vollstän- 
dige Vorstellung  haben.     In  Folge   der  antreibenden  Kräfte  ist 
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es  aber  müglich,  dass  diese  vier  Gegenstände  sich  ändern, 
vnä  um  die  Wirkung  jener  kennen  zu  lernen,  müssen  wir  daher 
im  Stande  sein  zu  bestimmen,  eine  wie  grosse  Veränderung 
die  einzelnen  Elemente  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil- 
chen  erleiden.  Die  Wirkung  der  Kräfte  besteht  demnach  nicht 
eoivoh!  in  diesen  vier  Elementen,  als  vielmehr  in  ihrer  augen- 
lilicklichen  Veränderung  und  wenn  wir  diese  angehen  können, 
werden  wir  die  Wirkung  vollständig  erkannt  haben;  hieraus  er- 
gibt Kich  die  Wahrheit  des  Lehrsatzes. 

Zusatz  ]. 

§.  785.  So  wie  man  daher  bei  der  Bewegung  von  Punkten 
die  Wirkung  der  Kräfte  aus  der  Veränderung  der  Geschwindig- 
keit und  der  Richtung  vollständig  erkennt,  muss  man  beider  Bewe- 
gung starrer  Kurp  er  ausser  diesen  beiden,  auf  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  sieh  beziehenden,  Veränderungen  auch  diejenigen 
kennen,  welche  so  iTohl  die  Dreliungsaxe  als  auch  die  Winkel- 
geschwindigkeit erleidet. 

Zusatz  2. 

§.  7{^6.  Wie  wir  demnach  die  Kräfte  bestimmt  haben,  durch 
welche  eine  drehende  Bewegung  um  eine  feste  Axe  eine  gege- 
bene Beschleunigung  erlangt,  wird  man  auch  diejenigen  Krüfte 
bestimmen  können,  durch  welche  ausserdem  die  Drehungsaxo 
selbst  eine  gegebene  Veränderung  erleidet. 

Zusatz.   3. 


§.  787.    Die 

Grundlage    der    gesammten    Theorie    von    der 

Bewegung  starr 

er  KOrper    besteht    demnach    darin,    dass    wir. 

wie  auch  immer 

die  antreibenden  Kräfte  beschaffen  sein  m.'igen. 

jene  vier  in    eir 

leni  Zeitmomente  hervorgebrachten  Veränderun- 

gen  anzugeben 

im  Stande  sind. 

Anmerkung  ). 

§.  78S.  üie  zu  diesem  Ziele  führenden  Principien  sind  im 
Vorhergehenden  schon  genügend  auseinander  gesef/.t  worden, 
wo  wir  gezeigt  haben,  auf  welche  Weise  die  Veränderung  so  wohl 
Inder  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Trägheit,  als  auch  in  der 
Drehiingsaxe  und  deren  Bewegung. bestimmt  m  erden  muss.  Allein 
weil  dieser  spätere  Tbeil  des  Werkes,  in  welchem  die  Summe  dieser 
Theorie  enthalten  ist,  sich  auf  mehrere  Untersuchungen   stützt. 
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welche  oft  bedeutende  Schwierigkeit  zu  enthalten  pflegen,  so 
werde  ich  hier  dieselben  gleichsam  in  Eine  zusammen r.iehen  und 
diese  Theorie  so  aufstellen,  dass  sie  mittelst  eines  einzigen  Priu- 
cips  abgemacht  werden  kann.  Ich  hätte  mich  zwar  sogleich 
dieses  leichtern  Verfahrens  bedienen  können  und  würde 
so  nicht  geringe  Schwierigkeiten,  welche  uns  in  der  obigen 
Fiehandlung  aufgestossen  sind,  vermieden  haben;  allein  bei 
einem  noch  so  wenig  behandelten  Gegenstande  erschien  es 
nicht  unangemessen,  eine  mühsamere  und  weitläufigere  Methode 
voran  zuschicken,  damit  hierdurch  die  einzelnen  Untersuchungen 
in  einer  fast  neuen  Sache  sich  dem  Geiste  fester  elnpräglen 
und  die  Schwierigkeiten  selbst,  worin  dieser  Theil  der  Mecha- 
nik noch  verwickelt  zu  seilt  schien ,  deutlicher  durchschau't 
würden.  Nichts  desto  weniger  aber  werde  ich  diesen  Gegen- 
stand hier  gleichsam  von  neuem  bebandeln,  und  nichts  von 
dem  bisher  Angeführten  zu  Hülfe  rufen. 

Anmerkung  2. 
g.  789.  Die  ganze  Arbeit  kommt  demnach  darauf  hinaus, 
dass  wir  bestimmen,  wie  grosse  Veränderungen  in  den  vier 
erwähnten  Elementen  durch  gegebene  Kräfte-  hervorgebracht 
werden,  und  weil  eine  directe  Methode  diess  zu  leisten  nicht 
vorliegt,  wollen  wir  umgekehrt  zuerst  nach  den  Kräften  forschen, 
welche  zur  Hervorbringung  gegebener  augenblicklicher  Verän- 
derungenerforderlich sind,  damitwir  von  hier  umgekehrt  zu  demje- 
nigen, was  wir  suchen,  zurückkehren  können.  Da  nun  die  in  der  Be- 
wegung des  Mittelpunktes  der  Trägheit  hervorgebrachte  Verände- 
rung keine  Schwierigkeit  hat,  so  wollen  wir  ihn  als  in  Hube 
befrachten  und  untersuchen,  was  für  Kräfte  erforderlich  sind, 
damit  so  wohl  die  Drehungsaxe,  um  welche  der  Körper  sich 
jetzt  dreht,  als  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  in  einem  un- 
endlich kleinen  Zeittheilchen  gegebene  Veränderungen  annehmen. 
Weil  wir  nSmIich  die  Drehungsaxe  nebst  der  Winkelgeschwin- 
digkeit als  gegeben  annehmen,  so  wird  die  Bewegung  der  ein- 
zelnen Elemente  des  Körpers  gegeben  sein  und  wenn  wir  diese 
nach  je  drei  festen  Uiehtungen  zerlegen,  werden  wir  im  Stande 
sein  zu  ermitteln,  wie  stark  diese  drei  Geschwindigkeiten  so 
wohl  in  Folge  der  veiänderten  Lage  der  Drehungsaxe,  als  der 
Veränderung  der  Winkelgeschwindigkeit  sich  ändern  und  zu- 
gleich die  Kräfte  anzugeben,  welche  diese  Aenderungen  in  den 
ein/einen    Elementen    des    Körpers  hervorbringen.     Indem    wir 
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endlich  diese  elementaren  Kräfte  vereinigen,  «erden  wir  die 
gesuchten  endlichen  KrSfte  erlangen.  Da  wir  also  zuerst  die 
Bewegung  der  einzelnen  Elemente  des  Körpers,  wahrend  dieser 
sich  um  eine  beliebige,  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit 
gehende,  Axe  mit  gegebener  Winkelgeschniiidigkeit  drehet, 
kennen  müssen;  so  wollen  wir  in  der  folgenden  Aufgabe  ihre 
Zerlegung  nach  je  drei  festen  Axen,  für  »vek-he  ich  die  drei 
Hauptaxen  des  Kiirpers  annehmen  werde,  lehren. 
Aufgabe  85. 
§.  790.  Ein  starrer  Körper  dreht  sieh  mit  gegebener  Ge- 
schwindigkeit um  eine  beliebige,  durch  seinen  Mittelpunkt  der 
Trägheit  gehende  Axe;  man  soll  die  Bewegung  seiner  einzelnen 
Elemente  bestimmen  und  dieselbe  nach  den  Richtungen  der 
Hauptaxen  zerlegen. 

Auflösung. 
(Figur  107.)  Um  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers 
/,  welcher  in  der  Figur  nicht  dargestellt  Ist,  denke  man  sich 
eine  sphärishe  Oberfläche  beschrieben,  auf  welcher  A,  B  und 
C  die  Pole  der  Hauptaxen,  also  die  Bogen  AB,  AC  und  BC 
Quadranten  sind.  Es  drehe  sich  nun  der  Körper  um  die  be- 
lieliige  Axe  10  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =ü  und  im 
Sinne  ABC,  und  es  seien  zur  Bestimmung  des  Drehungspoles 
O  die  Bogen  OA^a,  OB=:ß  und  OC=y.  Man  betrachte 
nun  ein  beliebiges  Element  des  Körpers,  und  es  schneide  eine 
von  demselben  nach  dem  Mittelpunkte  /  gezogene  gerade  Linie 
die  sphärische  Oberflitche  in  Z;  sein  Abstand  vom  Mittelpunkte 
/  sei  =:r,  während  man  den  Radius  der  Kugel  durch  die  Ein- 
heit ausdrückt.  OtTenbar  wird  die  Bewegung  dieses  Elementes 
der  des  Punktes  Z  ähnlich  sein,  während  man  die  Geschwin- 
digkeit des  letztem  im  Verhältnis«  1  :!•  vermehrt.  Es  wird  daher 
hinreichend  sein,  die  Bewegung  des  Punktes  Z  zu  bestimmen 
und  wenn  man  zu  diesem  Ende  den  Bogen  ZiT  normal  auf  OZ 
setzt,  so  wird  Z%  die  Richtung  der  Bewegung  und  ihre  Ge- 
schwindigkeit =  il sin  OZ  sein,  weil  sin  OZ  den  abstand  des 
Punktes  Z  von  der  Drehungsaxe  10  ausdrückt.  Man  setze 
aber  den  Bogen  ZT  gleich  einem  Quadranten,  damit  der  Ra- 
dius IT  der  Richtung  der  Bewegung  Zi  parallel  werde;  als- 
dann muss  die,  nach  der  Richtung  IT  übertragene  Geschwin- 
digkeit ß  sin  OZ  nach  den  Richtungen  der  Hauptaxen  /J,  IB 
IC  zerlegt  werden.     Zu  diesem  Ende  ziehe  man  die  Bogen  AT, 
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BT  iitul  CT,  welche   die  Neigungen  jener    geraden  Linie  IT 
gegen  diese  Äxeti  messen  nnd  man  erhält 

die  Geschwindigkeit  längs  IA  =  £1  sin  OZ cos  AT 

längs  JB^Sl  sin  OZ  cos  BT 

und  längs  W=  Slsm  OZ  cos  CT. 

Da  aber  der  Bogen    OT  gleichfalls    ein  Quadrant    ist,    so 
erhält  man  aus  dem  Dreieck  AOT 

cttsAT^cosAOTsin  A0=— sin  AOZ sin  AO,  weil   TOZ^m» 
«nd  auf  ähnliche  Weise 

cos-Br=cosß07'sinßO=8ini?OZsinßO, 
cos  Cr^i cos  COTsin  Cousin  6'OZ sin  CO. 
Da  aber 


sin^OZsinOZ=sin^ZsinOJZ, 

sin  JPOZsiu  OZ=sin  BZsin  OBZ 

und                     sin  COZsinOZ^  sin  6'Zsin  OCZ; 

80  wird 

die  Geschwindigkeit  längs  /J=— J2sin/iOsin^Zsl 

nO^Z, 

-       /i?  =  ßsinBOsinBZsii 

aOBZ 

und                                        ■       /C=ß5inC0sin6'Zsin 

OCZ. 

Ferner  ist  aber 

-"«'^«=lag-  -«-««^Sl^- 

••"■'ß-<2-'ifz""-"-'-8^2-rJz- 

demnach        .                 cosCOcosBZ-casBOcosCZ 

äinUAZ—                sin^Osini^Z 

und  wir  erhalten  so 

die  Geschwindigkeit  längs  /^^ß[cosBücosCZ-cosCOcoseZ], 
und  ganz  ähnlich 

die  Geschwindigkeit  längs  /Ä:3:ß[cosCOco8^Z — co5j4  Ocos  C'Z], 

-      /C=ß[cos^OcosßZ-coseOcos^Z]. 

Multiplicirt  man  diese  Geschwindigkeiten    durch  r,   so   er- 

hült  man    die   des    vorausgesetzten  Elementes,     Setzt    man    zu 

diesem  Ende  die  den  Hauptaxen  parallelen  Coordinaten  =x,  y 

rcosAZ=z.x,    rcos BZ=y  mA  T cos  CZ  =  i; 

wir    erhalten    demnach,     weil    AO=a,     BO-ß   und   CO=y, 

die  Geschwindigkeit  des  vorausgesetzten  Elementes 

längs  IA~il[zcofiß~ycosy], 

-       /B=a[:rcosy— scos«] 

und  -       IC=  Ä[scosfl:~;ccos(3]. 
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Aufgabe  86. 
§,  791.  Ein  starrer  Kilrper  dreht  sich  um  eine  beliebige, 
durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende,  Axe  mit  einer 
gegebenen  Winkelgeschwindigkeit;  man  ^nll  die  elementaren 
Kräfte  finden,  durch  welche  seine  einzelnen  Elemente  ange- 
trieben werden  müssen,  damit  im  Zeiteleniente  dt  so  wohl  die 
Drehungsase,  als  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  gegebene 
Verändetungeii  erleiden. 

AufliSsung. 
(Figur  108.)  Es  sei  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  des 
Körpers,  seine  Hauptaxen  JA,  IB  und  IC,  und  es  drehe. sich 
der  Körper  um  die  beliebige  Axe  10,  deren  Neigung  gegen 
jene  drei,  nämlich  ÄIO=^a,  BJO=:ß  und  CIO=y  ist,  dabei 
sei  die  im  Sinne  ABC  gerichtete  Winkelgeschwindigkeit  -— ä. 
Diese  Grössen  sollen  im  Zeittheilchen  dt  um  ihre  Differentiale 
da,  dß,  dy  und  dil  wachsen,  und  man  hat  die  hierzu  erforder- 
lichen elementaren  Kräfte  zu  bestimmen.  Man  betrachte  ein 
beliebiges  in  Z  gelegenes  Element  dlU  des  KOrpers,  dessen 
Lage  durch  die  den  Hauptaxen  parallelen  Coordinaten  IX^x, 
XY=y  und  YZ^i  bestimmt  wird;  ferner  setze  man  die,  zur 
Hervorbringung  der  vorgeschriebeneu  Bewegung  desselben  er- 
forderlichen und  längs  der  Hauptaxen  zerlegten,  Kräfte  Zfl=p, 
Zb^q  und  Zc'=r.  Nach  denselben  Richtungen  zerlege  man 
die  Bewegung  des  Elementes,  und  setze  die  Geschwindigkeit 
längs  Za^=u,  längs  Zb  =  v  und  längs  Zc  =  Mt.  Da  nun  nach 
den  ersten  Principien  der  Bewegung 

Iqpdt         ,       Iqqdt       ,    ,        '2qrdt 

ist,  so  sind  die  gesuchten  Kräfte: 

dudM  dv.dM  dwdM 

P~  ■:igdt  '    *~    2gdt    """  *■"   'Zgdt   ' 
!n  der  vorhergehenden  Aufgabe   haben   wir   aber   die   drei 
Geschwindigkeiten   u,   v  und  w    folgendermaassen    ausgedruckt 
gefunden : 

11=^ Sl[z cos ß— y casy],    v^Sl[a:cosy  —  zcosk] 
«ml  w=  Sl[>/ cos  a—x  am  ßy, 

um  wieviel  diese  nun  im  Zeittheilchen  dt  zunehmen  werden, 
hat  man  so  wohl  nach  der  Teränderlichkeit  der  als  gegeben 
betrachteten  Buchslaben  Sl,  a,  ß  und  y,  als  auch  der  Coordina- 
ten X,  y  und  i  zu  beurfheilen.     Die  Differentiale  der  letztern. 
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nämlich  dx,  dy  und  d.z  stellen  aber  die  kleinen  Wege  dar, 
durch  welche  das  Element  dM  im  Zeittlieilchen  dt  geführt 
wird,  so  dase 

dx  ^  ndt  =  £ldt{i  cos  /5 — y  cos  y) , 
€ly=vdt=:  Sldt(w  cos y— I cos  a), 
und  dz  =  wdt—ildt(i/CQsa — 3;eos/3) 

ist.      Stellt    man    nun    die    Differentiatiou    gehörig    an,    so    er- 
halten   wir: 
d«=rfÜbcos^-yeos7]-ÜN^sinß-yrfj'siny] 

+  £ldt[wcosß-^cosy]. 
dv=:dSi.[a:c'isy — jcosk]  —  SllxdyslnY — irfwsinK] 

+  ßrf([Mcosy-«»cosc.] 
und 
dw=^dSi[yco8a  —  xci3sßJi — ■  Sl[i/das\na—xdß  sin  ß] 

^-Sldt{_v  cos  c^-uco^ß]. 
Da  aber 

cos«2  +  co^/SH-cosr2=], 
also 

cosß^+cosj32:=i:sin7^,  cosfi^+cos)'2=sinj3'ä  und  cosj3^+cos}'^=sinK* 
ist,  so  gehen  die  letzten  Formeln  in  die  folgenden  über: 
du=dß.[icosß — ycosj-]— ÜIrf|3sinJ3+ß^rfysinJ' 
+ßarf,[JC08ßcosj3+Icos((COSl.-a;sinB2], 
dvz^da.{a; cos y  —  z cos c]  — ■ilxdy  sin y  -J-  Slzda sin a 

+  ß2^i(|;scos|3cosj'+arcosßcosj5-ysiii(32j 
dw=dSl\^cosa-xcosß]-ili/ditsina  +  Sl:rdßswß 

+  ü^rf;[.i;cosßCOsy+3/cos^coS7  — isiny^j, 

Multiiilicirt  man  diese  Ausdrücke  durch     .    ,; ,    so    ^erhält 
man  die  gesuchten  Kralle  p,  f/  und  r, 
Zusatz  J. 

§.  792.  Werden  daher  die  einzelnen  Elemente  des  Körpers 
durch  je  drei  solche  Kräfte  angetrieben,  während  der  Körper 
sich  um  die  Äxo  10  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  dreht, 
so  wird  diese  nach  Verlauf  des  Zeittheifchens  dl  den  Zuwachs 
dSl  erhalten.  Zugleich  aber  wird  die  Drehungsaxe  sich  in 
Beziehung  auf  die  Hauptaxen  IJ,  Iß  und  IC  so  verändern, 
dass  die  Winkel  a,  ß  und  y  um  ihre  Differentiale  dm,  dß  und 
dy  zunehmen. 

Zusatz  2. 

@.  793.  In  so  fern  als  Wir  die  Kräfte  betrachten,  welche 
dasselbe  Element  dM  des  Körpers  antreiben,    sind  die  in  die- 
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seij   Formeln   befmctlichen   Grössen  x,  y  und  s  gleiclisam   con- 
stant,   weil    durch   sie  die  immer  diesellte  bleibende  Lage  des 
Elementes  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  bestimmt  wird. 
Äusatü  3. 

§,  7114.  Wollen  wir  aber  von  diesem  Elemente  auf  andere 
übergehen,  indem  wir  die  sie  antreibenden  Kräfte  suchen,  so 
werden  dieselben  Grössen  x,  y  und  i  als  veränderlich,  die 
übrigen  a,  ß,  y  und  £1  nebst  iliren  Differentialen  als  eon- 
sfant  angesehen  werden  raö'sseii,  weil  diese  für  alle  Elemente 
des  Körpers  in  demselben  Äugenblicke  dieselbe«  bleiben. 
Zusatz  4. 

§.  795.  Wenn  wir  daher  die,  alle  Elemente  antreibenden, 
KrUfte  in  Eine  Summe  vereinigen  wollen,  st  kommen  nur  die 
zu  infegrirenden  Formeln  fxdM,  JijdM  unA  fzdlU  vor,  und  da 
deren  Differentiale,  weil  /  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  ist, 
verschwinden,  so  weiden  offenbar  die  Summen  aller  Krüfte  p, 
q  und  r  für  sich  verschwinden. 

Anmerkung. 

g.  796.  Da  die  Summen  aller  Kräfte  p,  i]  und  r  verschwin- 
den, was  immer. geschehen  miiss,  so  lange  der  Büttelpunkt  der 
Trägheit  in  Ruhe  bleibt,  so  wird  man  ihre  Wirkung  nur  Dach 
ihren  Momenten  zu  beurtheilen  haben.  Ferner  werden  andere 
beliebige  Kräfte,  welche  dieselben  Momente  haben,  dieselbe 
Wirkung  herioi bringen,  wenn  man  nur  ihnen  gleiche  und  ent- 
gegen ges  et /ite  im  Mittelpunkte  dei  Trägheit  anbringt.  Hier  ist 
es  Dicht  hinreichend,  das«  die  Kiafte  dasselbe  Moment  in  Be- 
zug auf  Eine  beliebige  Äxe  bihen,  sondern  es  ist  nothwendig, 
das^  sie  in  Be^ug  auf  durchaus  alle  Axen  dieselben  Momente 
bilden,  sonst  \iurde  mm  sie  nicht  lur  gleichgeltend  zu  halten 
haben  Diess  tritt  aber  ein,  wenn  sie  nur  fflr  die  drei  Haiipt- 
ascn  die=ie!ben  Momente  ergeben,  wie  wir  diess  in  dem  fol- 
genden Sit-ie  aussei  Zweifel  setzen  werden. 
Aufgabe  87. 

@.  797,  Während  ein  starrer  Körper  sich  um  eine  beliebige, 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende  Axe  mit  gegebe- 
ner Winkelgeschwindigkeit  dreht,  soll  man  in  Bezug  auf  die 
drei  Hauptaxen  die  Momente  der  Kräfte  bestimmen,  durch 
welche  sowohl  der  ürehungsase,  als  auch  der  Winkelgeschwin- 
digkeit eine  gegebene  Veränderung  beigebracht  wird. 
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Äiiflflsuiig. 

(Figur  108.)  Es  bleiben  zur  Bcsfiiiiniiing  t!er  Dreliungsaxe 
lO,  wm  welchp  sieb  der  Körper  jetzt  mit  der  WinkelgeschMin- 
aigkeit  Sl  im  Sinne  ABC  dreht,  die  Winkel  AlO^a,  BIO 
=ß  und  ClO=y;  dieselbeu  sollen  im  Zeittheilehen  di  um  ihre 
Differentiale  zunehmen.  Ferner  betrachte  man  für  das,  durch 
die  Coordinaten  lX^=x,  XY=ij  und  F2  =  i  bestimmte  Ele- 
ment dM  des  Kürpers  in  Z  die  vorher  hergek'iteteii  elemen- 
taren Kräfte 

du.dM      „,  Av.dM       .  „  dw.dM 

Aus  denselben  entspringt,  in  Bezug  auf  die  Äxe  lA,  das 
Moment  im  Sinne  BC 

dsi  r  ,       ,■  , 

=ri/~-qi  =  ^^lifdw-'tdeh 
in  Bezug  auf  die  Axe  IB  das  Moment  im  Sinne  CA 


in  Bezug  auf  die  Ase  IC  das  Moment  im  Sinne  Aß 
dM^    -,  .  ^ 

Wenn  man  nun  statt  Au,  dv  und  dw  die  vorhergefundenen 
Formeln  substituirt,  so  findet  man; 
2,rfw-jdy  =  rfil[(2/^  +  z^cos«-.Tycos|3-;ricosj'] 

—  Sliy^-\-z^)da.B'ma-\-  Slxydß.smß-^  Sltezd-f-Binf 

•\-£&dt\{,y^  —  z'^)co»pcosy 

+  ariy  tos  «0057 —a"IC0SßCo5^  —  y2(sinj'2__5i„^)]. 

ii/m— a:c/w=v/ß[(.-r2  +  j*).:os/3— j/icosy— :ri/cosa] 

-  Sl{x^^-i^)dß.ä\n ß  -f-  %i dy.sm y  -|-  Slxy  rfo-sin« 

+  flä^i[(5»^a.s)cos«cosy 

-t- j/s  «--"S  ß  cos /3  -  0-2/ cos  (3  cos )- -  a:i  (sin  ß'-^— sin  7")) ; 

xdv—ijdu—dSt\{,x'^-\'%ß)v.ti%y~xtcü9.a^yii::Q^ß'\ 

-  Sl{a?-  \  y^dy.sm  y  -(-  P.xz  da.sXa  a  +  P-yt  dß.sm  ß 

+  £l^dl[(x^—2/^)  cos  B  cos  ß 
+  xti:os  ß  cos  y  — yzcos  a  cos  j-  —  ^■^(sin  ß^  —  sin  k*)]. 

Man  multiplicire  nun  diese  Formeln  durch  „  -.;■  und  Inte- 
grire  durch  die  ganze  Ausdehnung  des  Körpers;  es  seien  zu 
diesem  Ende  Ma%  Mlfl  und  Mc^  die  Momente  der  Trägheil  in 
Bezug  auf  ciieHaupfaxen  lA,  IB  und  IC.    Da  nun  nach  §,453 
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/■vajjl/z='4iI/[6=  +  c^~n^],  fjizdM=0, 
SyMM  =  %M[_a^  +  c'^—lfi] ,  fa:tdlV=0, 
faHM=%ia[a'^  +  l,^  —  c^},  fxifdM^Q, 
so  erhalten  wir  die  drei  Momente  ilei'  Kräfte  1u  Bezng  auf  die 
Hauptaxen,  durch  weiche  die  vor^eechriebene  Wirkung  hervor- 
gebracht wird,  folgen dermaassen  ausgedrückt: 

I.     Das  Moment  der   Kräfte   in  Bezug  auf  die  Äxe   JA, 

im  Sirnie  BC 
M 

IL    Uaa  Moment  der  Kräfte   in    Bezug   auf  die   Äxe  IB, 

im  Sinne  CA 
^{ö'^dSltos  ß—Sib^dß.sin  ß  +  Sl\a^—c'^)(Ucos  a  cos  7] ; 
m.     Das    Moment  der  Kr^e  in  Bezug  auf   die    Axe  IC, 

im  Sinne  AB 
^-[cMP.  cos  y  —  SlcMy.sm  y  +  £1X1/^  —  a^)dtcQ&  u  cos  /3]. 


g.  798.  Üaniit  also  der  Körper  sich  um  dieselbe  Axe 
gloichförniig  drehe,  nerden,  weil  dSl^ü,  rfa=:0,  rf/5=0  und 
dy  =  0  ist,  die  drei  Momente  sein: 

niSl\c^  —  b'^)iiasßcasy 

Jfii^Cgg  — c^)co5KC0sy 

und  ,„        _mmji^-^^)^o^co^ß 


2<7 

welche  nur  dann  verschwinden,  wenn  die  Drehungsaxe  auf  eine 
der  Hauptaxen  fäift. 

Zusatz  2. 

§.  799.  Auf  ähnliche  Weise  ersieht  man,  welcher  Kriifte 
CS  bedarf,  damit  entweder  nur  die  Winlielgeschwindigbeit,  oder 
nur  die  Lage  der  Drehungsaxe  sich  ändere.  Die  Kräfte,  deren 
Momente  mit  den  vorher  erhaltenen  übereinstimmen,  werden 
diess  nämlich  leisten,  wenn  man  nur  ihnen  gleiche  und  entge- 
gengesetze  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  anbringt,  damit  man 
die  Kräfte  selbst  für  versehwindend  halten  kann  und  die  ganze 
Wirkung  ihren  Momenten  allein  zugeschrieben  werden  rauss. 
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§.  800.  Dreht  sich  der  Körper  um  ilio  Hauptaxe  lA  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl,  weiche  um  ihr  Uifferentiai  du  zu- 
nehmen soll,  so  wird,  weil  «  =  0  undß=j'=ÖO^  ist,  zu  diesem 
Ende  nur  das    Moment   der  Krjifte  in  Beziehung  auf  die  Axe 

IA==^f^~  erfordert    nie   wir    schon   oben   (§,  ÖOR)    gefun- 


§.  801-  Diese  Aufgabe  nurde  nicht  schwieriger  zu  lasen 
gewesen  sein,  wenn  wir  dem  Klivper  ausser  der  drehenden 
Bewegung  eine  beliebige  fortschreitende  beigelegt  halten,  welche 
sich  im  Zeittheilchen  dt  auch  nach  der  vorgeschriebenen  Weise 
verändern  sollte.  Wenn  nämlich  der  Mittelpunkt  der  Trägheit 
eine  beliebige  Bewegung  hat,  nelche  nach  den  Haupfaxen  zer- 
legt die  Geschwindigkeiten  l,  m  und  n  ergibt,  die  im  Zeit- 
theilchen dt  ebenfalls  um  ihre  DilTerentiale  zuzunehmen  haben; 
so  müssen  die  Geschwindigteiteu  «,  v  und  to,  deren  Werthe 
oben  aus  der  drehenden  Bewegung  hervorgegangen  sind,  um 
diese  fortschreitenden  Geschwindigkeiten  l,  m  und  n  vermehrt 
werden.  Aus  den  Incrementen  derselben  würden  aber  Kräfte 
hervorgehen,  deren  gleichgeltendc  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  geht  und  welche  sich  eben  so  verhält,  als  wenn  der 
Körper,  ohne  irgend  eine  drehende  Bewegung,  diese  fortschrei- 
tende allein  verfolgen  müsste.  Hierdurch  wird  dasjenige,  was 
wir  oben  gezeigt  haben,  bestätigt,  dass  man  in  einer  solchen 
gemischten  Bewegung  immer  die  fortschreitende  und  drehende 
von  einander  trennen  und  iedc  für  sieb,  als  ob  die  andere  nicht 
da  wäre,  betrachten  und  bestimmen  darf. 

Aufgabe  88. 
§.  802.  Ein  starrer  Körper  wird,  während  er  sich  um  die 
gegebene  Axe  10  mit  der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit 
Si  dreht,  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  und  es  sind  zu- 
gleich diesen  gleiche  und  entgegengesetzte  am  Mittelpunkte  der 
Trägheit  angebracht;  man  soll  so  wohl  die  Veränderung  der 
Axe,  als  auch  die  im  Zeitelemente  dt  hervorgebrachte  Aende- 
rung  der  Winkelbewegung  bestimmen. 

Auflösung. 
Man    besJimnie  die   Momente    der    anfrpiiiendcn    Kräfte   in- 
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Bezug  auf  die  Hauptaxen  des  Körpers,  und  es  sei  das  Moment 
der  Kr.'iflc  in  Bezug  auf  die  Axe 

lA  im  Siime  ßC=P, 

IB  im  Sinne  CA=iQ, 

IC  im  Sinne  AB=iR. 
Die  Momente  der  Trägheit  des  Kurpers  in  Bezug  auf  die- 
selben Axen  seien  wie  bisher  31  a"^ ,  Ml>^  und  !^c^.  Wenn  der 
Körper  sich  jetzt  im  Sinne  ABC  und  mit  der  Winlielgescbwin- 
digkeit=^  um  die  Axe  10  dreht,  deren  Neigungen  gegen 
dieselben  Haupfaxen  AlO^a,  BlO  =  ß  und  dO^y  sind;  so 
werden  diese  Grüsseii  im   Zeittheilchen  dt  die,    den  rolgenden 


Gleichungen  entspreche 

?^'  =  ,«„o>,.-ß<,»..l 


Aendemngen  erleiden  r 

«a  „  ffl 
in«+i^— ~^ß2rf(cos|3cc 

"  ^^SlMtc(iSciQ.c 


2ffRdt 


Mo- 


•-*  =  rfilc< 


-  ßrfy.s 


»r-l ^5— ßVicosocos 

werden  die  vier  ünbekai 


Durch   diese  Gleichi 
ß,  y  und  Sl  bestimmt,  weil  man  diese  wegen 
cosc^  +  cos/S^  +  cosy^^l 
nur  fiir  drei  anzusehen  hat.     Da  also 

dK5inacosK  +  rf/38inßcos^  +  ri)'sin;'cosj'=0 
ist,    so  mulfiplicire   man   die   ei'ste  Gleichung   durch  cosk,    die 
zweite   durch   cosß  nnd  die  dritte  durch  cosy,    und  addire  die 
Produkte;  alsdann  ergibt  sich 

dSl  +  \^^  +  '^'^  +  ''^^^^'^di 


Substituirt  man    diesen    Werth 
Gleichungen : 

Sldasina  = ä^i22^(c(,g|jcos7[l  +- 

2sdtfQ  cos  a  cos  ß       . 


erhält    man    folgende 


,.>] 
n 
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IgdtrR  cos  ß  cos  y      Pcoaßr.osa      Qshiß^-\ 
+    >  L  c*  +  «"  "    62      J ' 

/,a  _,,2  (f-'i A2)fo2 ,.3) 

Sl.!ysu\y~—^  n-'iUcuSttcosßll  ^-'^ — ^^ ^cosy«] 

'2gdtT~  Ptosy  cos  ci      Qcosycos|3      Rsin/^~1 

Wenn  man  aber  die  erste  jener  Gleichungen  durch  o^'cos», 
die  «"-eite  durch  öHosß  und  die  dritte  durch  c^cosy  niulfiplicirt, 
und  die  Produkte  addirt,  so  erhält  man 

^'  [Peosß  +  Öcosß  +  ficosy]  =  </Ü[n%oRß'+  6%os(3a+  t^cosyS] 
—  ß[aVBsin«cosß  +  (t^dßsmßcosß  +  cMyswycosy]. 
IMultiplicirt  man  endlich  diese  Gleichung  durch  2MSI  und 
integvirt  auf  der  einen  Seite ,  so  ergibt  sieh 
MSl'^[a'^cost,Hl>^osß^+c^cosy^]=igfiidt[Pcosa+Qcosß+Rcosy]. 
welche  Griisse  die  leliendige  Kraft  des  Kiir|)ers  ausdrückt  (§.  746.)- 

Zusatz    1. 

g.  803.  Wird  daher  der  KOrjier,  wäfirend  er  sich  um  eine 
heliebige,  durch  seinen  Mittelpunkt  dei  Trägheit  gehende,  Axe 
dreht,  durch  beliebige  Krhfte  angetrieben,  so  werden  hierdurch 
die  augenblicklichen  Aenderungen  so  nohl  in  der  Lage  der 
Drehungsase  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen,  als  auch  in  der 
Winkeigesoll windigkeit  bestimmt 

Zusatz  2, 
§.  804.     Wird  der  Körper   durch   gar  keine  äussern  Kräfte 
angetrieben,   so  erleidet  die  Drehungsaxe  nebst  der  Winkelge- 
schwindigkeit solche  Veränderungeoj  dass  ivir  haben: 

l.  tlSl- ^^ifl -il^'dlcosacosßcosy, 

II.     fl:or.sinß=^^^i-'ß(7icos|3cos}'[I  +  -■~'^^}^i  """  ■'cosftgj 
ni.     ri/3.sin/3=^^~ßrf(cos«cosy[l  +  ~'^^^-^y^-^cos(3''], 

-cosy*] 
und    es    bleibt    die    lebendige    Kraft    MSl^\_a'>-CQSa^^(i^i 
-fc^eosy*]  immerwährend  constant. 
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Zusatz  3. 
§.  8(fö.  Wenn  «ler  Kürper  sich  in  Ruhe  Uelindet,  also 
■ß=0  ist,  so  wird  aus  den  Momenten  der  Kräl'te  /-',  Q  und  ß, 
genommen  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen,  die  Axe,  um  nelche 
der  Kürper  sich  zu  drehen  anfängt,  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen bestimmt: 

—  j2  +  ß"a  ^ä     — "' 

«der 


Äc,,|5.™,      /"cosiScs«      Oain,J« 

,i           +           a=            -      4«          "• 

oder 

/»cosycoSK    .  Qcosycosß       ßsiny^ 

«der 

R              1  PCO.«     eco.|3     Kco,,-l 

i)a 

p  Q  te 

c„..,cos,),cos,-^,i,.:^. 

folgt,  so 

wird 

und  im  Zeittliei leben  di: 

'lii-  ^  V  ^+  F  +  7^' 

Anmerkung  ], 
§.  806.  In  dieser  einzigen  Aufgabe  ist  demnach  alles  ent- 
halten, was  wir  oben  auf  vielen  Umwegen  mit  grosser  Mühe 
entwiekelt  haben,  während  wir  uns  hier  doch  nur  der  ersten 
Prineipien  der  Bewegung  bedient  haben  und  alles  blichst  ein- 
leuchtend ist     Oben  haben  wir,   wShrend  der  Kürper  ruhet,  die 
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Axe,  um  welche  ihm  die  Krfifte  die  erste  drehende  Beilegung 
beibringen,  sehr  mühevoll  bestimmt,  hier  aber  ergab  sich  diese 
Bestimmung  wie  ein  Zusatz  von  selbst  aus  der  gegenwärtigen 
Aufgabe.  Damit  man  nun  deren  Uebereinstimmung  mit  der 
obigen  um  so  leichter  durchschaue,  und  die  Zweideutigkeit  des 
Wurzelzeichens  keine  Verzögerung  hervorbringe,  sei  wieder  zur 
Bestimmung  der  DrehuDgsaxe  //' (Figur  86.)  der  Winlicl  AlE 
=  j;  und  der  EIF=e,    alsdann  wird 

cosa=ci>S)jcos6,  cos^^  — sinijcosö  und  cöS)'  =  siiii9. 

Da  also  tgij=  —  — — '-  ist,  so  erhält  man 

Da  nun  dort  {§.  639.)  aber  die  antreibenden  Kräfte  VP=P, 
VQ=Q  und  VR  =  R  sind,  wenn  der  Winkel  AIV^S  und  die 
Linie  IV^=k  ist;  .so  wird  das  Moment  dieser  KräCte  in  Bezug 
auf  die  Axe  lA  und  im  Sinne  BC 

-7?Asind, 
diess  ist  hier  für  uns  ^=P.     Ferner  ist  ihr  Moment,    in  Bezug 
auf  die  Axe  IB  und  im  Sinne  CA,  unser  hiesiges  Q 

=~-RAcosS; 
endlich    ist   ihr  Moment,    in    Bezug   auf  die  Axe    IC  und   im 
Sinne  AB,  unser  .jetziges  R 

z=  Qk  cos  8  ~P/i  sind. 
Siihstituirt  man   diese   Werthe  statt  P,  Q  luid  H,  so  er- 
halten wir  ganz  nie  dort 

Ferner  wird  auch  dasjenige,  was  wir  oben  in  Betreff  der 
augenblicklichen  Veränderung  der  drehenden  Bewegung,  wäh- 
rend der  durch  keine  KrSfte  angetriebene  Körper  sich  um  eine 
andere  als  um  eine  der  Hauptaxen  dreht,  durch  verwickelte 
Rechnungen  endlich  ermittelt  haben,  hier  sehr  einTacb,  indem 
wir  die  Momente  der  Kräfte  P=(i,  Q=0  und  ß=0  setze», 
wie  i^ir  im  Zusatz  2.  gezeigt  haben. 

Was  wir  aber  oben  kaum  anzurühren  wagten,  wenn  näm- 
lich der  Körper  äberdies  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben 
wird,  haben  wir  hier  mit  gleicher  Leichtigkeit  und  derselben 
Arbelt  glücklich  abgemicht;  so  das»  es  scheint,  als  oli  wir  nur 
in  diesem  Kapitel  *on  den  er&ten  Prlncipien  der  Bewegung 
ausgegangen  Maren  und  die  ganze  Theorie  der  Bewegung 
starrer  Körper  tollstandig  aufgebaut  hätten. 
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Anmerkung  ± 
§.  807.     Da    aber  niiter   der    Voraussetzung  beliebiget  an. 
treibender  Kräfte,  deren  Momente,  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen 
and  im  Sinne  ABC  genommen,   P,  Q  und  R  sind,   die  ganae 
Arbeit  in  dec  Bestimmung  der  drei  Winkel  «,  ß  unti  y  und  der 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  enthalten    ist,    wozu  wir   drei  Glei- 
chungen  gefunden   haben,    indem  jene   Winkel  unter  sich  eine 
Bedingung  einhalten;  so  wird  man  jene  Gleichungen  durch  eine 
leichte   Substitution  weit    bequemer   einrichten   können.     Wenn 
wir  nämlich,  weil  wir  der  Buchstaben  x,  y  und  *  zur  Bestim- 
mung der  Natur  des  Körpers  nicht  mehr  bediirfen, 
Sl(:<>sa=zx,  Slcosß^y  und  Slcosy-^z 
setzen;  so  werden  alle  Winkel  aus  der  Rechnung  eliminirt  und 
die  Summe  der  ganzen  Theorie   der  Bewegung  starrer  Kürper 
in  diesen  drei  ziemlich  einfachen  Formeln  enthalten  sein: 

und  ,     ,   h^-a^      ,       'iqRdt 

Wird   daher   der   Kiirper  durch    keine   Kräfte    angetrieben, 
so  erhalfen  iviv  sogleich 

a^xdx  -f  b'^ydy  ■\-  cHdt  =  0 
oder  H%^-|-iä!/3.j.  ß%a^  Constans. 

ferner  erhält   man   aber   aus  je  zwei   Gleichungen,    indem 
man  dt  eliminirt, 

a^dx  __  (c^  —-  h^)y 

und  daher  durch  Integration 

c^ — 6*  a^—c^'^    '         -         ■ 

War  demnach  im   Anfange  x^^H,   ?/  =  ^  und  z  =  <L,  und 
setzen  wir 

cfl  ^2  t'2 

so  erhalten  wir 


yGoosle 


dl 


durch  beliebige  Kräfte  atigetriebener  Körper. 

Adx  +  yidt~0 
wird  

Ada:  VW: 


V(Ax^—  ^a«  +  ßÄ'^)(-^a;2_ ^a"  +  C<t-)  ' 
Auf    diese   Weise   ist    auch    diese    Aufgabe,    welche    uns 
oben  keine  geringe  Mühe  verursacht  hat,   ziemlich   kurz  gelöst. 

Aufgabe  89. 

§,  808.  Hat  man  zu  irgend  einer  Zeit  die  Drehungsaxe  in 
Bezug  auf  die  Hauptaxen,  zugleich  mit  der  Winkelgeschwiudig' 
keit  des  Kürpers  um  diese  Axe  gekannt;  so  soll  man  zu  jeder 
beliebigen  Zeit  die  Lage  der  Hauptaxen  in  Bezug  auf  den  ab- 
soluten Raum  bestimmen. 

AuflBSung. 

(Figur  94.)  In  dem  absoluten  Räume  denke  man  sich  eine 
unbewegliche  Kugel,  in  deren  Mittelpunkte  sich  des  Körpers 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  befindet,  und  nehme  auf  derselben 
den  festen  griJssten  Kreis  ZXVT  und  auf  diesem  den  festen 
Punkt  Z  an,  auf  welchen  man  die  Lage  der  Hauptaxen  zu 
jeder  Zeit  bezieht.  Nun  mügen  aber  nach  Verlauf  der  Zeit  t 
die  Hauptasen  des  Körpers  auf  der  unbeweglichen  Kugel  den 
Punkten  A,  B  und  C  entsprechen,  von  diesen  ziehe  man  nach 
Z  Bogen  grösster  Kreise  und  setze  dieselben,  nämlich  ZA^l, 
ZB  =  m  und  ZC=n,  so  wie  die  Winkel  XZA  =  ).,  XZB=^ 
und  XZC^v.  Jetzt  befinde  sich  aber  die  Drehungsaxe  in  O, 
so  dass  AO=a,  BO  =  ß  und  CO  =:y  ist,  und  um  dieselbe 
drehe  sich  der  KOrper  im  Sinne  j4ßC  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit =  ß.  Im  Zeitlheilchen  dt  wird  sich  demnach  der  Pol 
A  durch  den  kleinen  Bogen  Aa^=  Sldt s'ma  {§.G7S.)  bewegen, 
wo  Aa  normal  auf  den  Boaen    OA  ist,  so  dass  wir  haben 

5ii.ßjß  =  -?^  und   ci}»BAa  =  ^^- 
Es  ist  aber 

8inZ^ß  =  -^|   und  cosZ^iB:=^^', 
und  hieraus  schliesst  man,  dass 

sin  a  sin  / 

und                                       cosycosjn  —  cosiScosw 
cos  AAa— — — — rnrrrTfTT 
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ist.     Zieht  man  nun  aus  a  t 

luf  den  Bogen  ZA  das  Perpendikel 

<ici,  so  wird 

,sj.cofi,„_cosi5,:os«] 

und                                P.dt 

s^cnsw  +  cosycosK]. 

li)s  ist  aber 

und  aß:^-sii>^(ZA; 

irian  erhalt  daher  hieraus  u 

nd  nach  der  Änaloffie  die  Iblgendeii 

Werthe  der  Differentiale: 

sin  M/=  iß[Gos  ß  cos  n  —  cos  7  cos  mj  dt , 
sin  frfl=— ü[cos  /5  cos  m  -|-  eosy  cosM]rf(, 
sin  mrf)«=:ß[cos  j-  cos  ^  —  cos  k  cos  h]  dt, 
sinm»rfft=:— fl[cos7cos«  +  cos«co8/](/(, 
sinMrfm=  iJ[cos«c<)Sm  —  cosj3cos/](/f, 
sin MVvrs- fi [cos K cos /+COS  J3 cos »!<]</(. 
Von  der  1.,  3.  und   5.  Gleichung   genügt   es    aber  je  zwei 

aufzulösen,  da 

cos  r*+  cos  m'  +  cos  n'^=^  1 

ist  und,   wenn   diesetben  aufgelöst  sind,   Eine    der  übrigen  die 

ganze  Arbeit  vollendet  (§-  678.)- 


g.  809.  Setzen  iriv  Slcünri:=x,  Slcos'ß  =  i/  und  ßcosy=::, 
so  dass  wir  aus  den  Momeulen  der  antreibenden  Kräfte  P,  Q 
und  Ji  nach  §.  807  hallen 


dx  +  -  ^a'  ■■j/zdt=  ■'^^a    ■      '^J  +      ja     '*""— "^p^ 
und  ,        62_„a  2sßrf( 

ao  muss  man  nun  die  folgenden  Gleichungen  hinziifügen : 
sin/rf/=fycoan— !C0sm]rff,       sin»i(ifni^[icos/— ^ceosKJrf/, 
sinndn^lx  cosm  —jf  cosßdt,     B\aPdl=—[^/casm-\-icosn]dt, 
sinm''(/f*= — [icosw+;ccos /](/(,     sin  w'rfr—— [a^  cos /-)-)/ cosm]*W. 

Zusatz  2. 
§.  810.     Setzen  iiir  ferner  cosl=p,  coswi  =  i/ und  cosn  =  r, 
so  nehmen  die  letzten  tileichungen,  weil 

ist,  die  folgenden  Formen  an: 

dp  +  [yrsi/]dt^O,  dq  +  [zp~xr]dt—0,  dr -i-[x,/ -ypidi  =  0. 


y  Google 


durch  beliebige  Kräfte  angetriebener  KSrpei 


Hieraus  erhält  man  auch 

xdp-\-ydq+tdr:^Q, 

pdp  +  qdq  +  rar  =0  ist. 

Anmerkung. 

§.  811.  Wenn  ich  auch  hier  die  vorhergehende  Aufgabe 
als  schon  aufgelöst  betrachtet  habe,  so  müssen  doch  meisten- 
tbeils  beide  Aufgaben  verbunden  und  ihre  Auflctsungen  zugleich 
angestellt  werden,  wie  dies  im  vorhergehenden  Kapitel  bei  der 
Bewegung  der  Kreisel  in  Anwendung  gekommen  ist.  Diese 
Verbindung  beider  Aufgaben  ist  nämlich  notfawendig,  sobald 
die  antreibenden  Kräße  von  der  absoluten  Lage  des  Körpers 
abhängig  sind  und  diess  pflegt  immer  einzutreten,  wenn  äussere 
Kräfte  da  sind.  In  diesen  Fällen  enthalten  daher  die  Momente 
der  Kräfte  /',  Q  und  ß  die  Bogen  l,  m  und  m  ,  und  vielleicht 
auch  die  Winkel  X,  fi  und  v;  so  dass  man  alle  in  Zusatz  1. 
dargestellten  Gleichungen  zugleich  erwggen  vausB,  ehe  man  die 
Auflösung  unternehmen  kann.  Wird  überdiess  der  Kiirper  mit 
fortschreitender  Bewegung  fortgefühif,  so  pflegen  die  Kräfte 
auch  von  dieser  abzuhängen,  wesshalb  man  die  Formeln,  welche 
die  foi'tschreitende  Bewegung  enthalten,  zugleich  den  übrigen 
wird  hinzufügen  müssen  und  in  welchen  Fällen  die  Auflösung 
im  höchsten  Grade  verwickelt  wird, 

Nachdem  wir  nun  diese  Aufgaben  abgemacht  haben,  wer- 
den wir  die  allgemeine  Aufgabe  von  der  freien  Bewegung  star- 
rer Körper,  welche  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  werden, 
angreifen  können. 

Aufgabe  90. 

g.  8Vi.  Ein  starrer  Körper  ist  anfangs  auf  beliebige  Weise 
geworfen  worden  und  wird  hierauf  durch  beliebige  Kräfte  an- 
getrieben, deren  Wirkung  er  frei  Folge  leisten  kann;  man  soll 
seine  Bewegung  bestimmen. 

Auflösung. 

Was  zuerst  seine  fortschreitende  oder  die  Bewegung  be- 
trifft, durch  welche  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  fortgeführt 
wird,  80  wird  dieselbe  nach  denjenigen  Vorschriften\  welche 
lur  die  Bewegung  von  Punkten  gelehrt  worden  sind,  bestimmt 
werden.     Man  denke  sich  nämlich  die  ganze  Masse  des  Körpers 
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■=M  in  seinem  Mittelpunkte  der  Träi>heit  vereinigt  und  in  den 
einzelnen  Augenblicken  alle  Kräfte,  welche  den  Korper  antrei' 
ben,  jede  nach  ihrer  Richtung  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  ange- 
bracht. Man  erhält  so  den  Fall  eines  Punktes,  dessen  endliche 
Masse  aber  =M  angenommen  werden  muss  und  welcher  durch 
KrSlle  angetrieben  wird,  dessen  Bewegung  also  nach  den  oben 
gegebenen  Vorschriften  bestimmt  oder  wenigstens  durch  ana- 
lytische Formeln  ausgedrückt  werden  kann,  wobei  wir  keine 
Rücksicht  auf  die  drehende  Bewegung  nehmen,  durch  welche 
inzwischen  vielleicht  der  Korper  um  seinen  Mittelpunkt  der 
Trägheit  getrieben  wird.  Um  hierauf  diese  Bewegung  zu  be- 
stimmen, lasse  man  die  fortschreitende  ganz  zur  Seite,  betrachte 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  jetzt  als  in  Ruhe  und  erforsche 
zuerst  die  drei  Hauptaxen  des  Körpers,  welche  die  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Trägheit  /  (Figur  94.)  gezogenen  geraden 
Linien  lA,  IB  und  IC,  und  in  Uezug  auf  welche  die  Momente 
der  Trägheit  ^a^,  Mb^  vnA  Mi:'^  seien.  Hat  man  diese  kennen 
gelernt,  so  denke  man  sich  um  den  Mittelpunkt  der  Trägheit 
/  eine  unbewegliche  Kugel  beschrieben  und  nehme  auf  ihr  so 
wohl  den  grüssten  Kreis  ZXVY,  als  auch  auf  demselben  den 
festen  Punkt  Z  an,  wodurch  die  Lage  des  Körpers  zu  jeder 
Zeit  dargestellt  wird.  Nun  halte  nach  Verlauf  der  Zeit  (  der 
Körper,  in  Folge  der  drehenden  Bewegung,  die  in  der  Figur 
dargestellte  Lage  ein,  in  welcher  die  Hauptaxen  auf  der  sphä- 
rischen Oberfläche  den,  um  Quadranten  von  einander  abstehen- 
den Punkten  A,  B  und  C  entsprechen.  Man  setze  zur  Bestim- 
mung ihrer  gegenwärtigen  Lage  die  Bogen 

ZA=l.     ZB=^m  und  ZC~n, 
and  die  Winkel 

XZA  =  l,  XZB=^  und  XZC—v; 
wie  diese  von  einander  abhängig  sind,  ergibt  sich  aus  der 
sphärischen  Trigonometrie,  Ferner  drehe  sich  jetzt  der  Körper 
um  die  Axe  lO  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  Ü  im  Sinne 
ABC,  nnd  man  setze  zur  Bestimmung  der  Lage  dieser  Axe 
die  Bogen 

AO=a,    BO-(J  und  C0  =  7. 

Diese  Grössen  sind  durch  ihre  Differentiale  so  zu  bestim- 
men, dass  sie,  weini  man  ^=0  setzt,  dem  Anfangszu stände 
des  Körpers  entsprechen.  Zu  diesem  Ende  betrachte  man  die 
Kräfte,    welche  jetzt  den  Körper  antreiben  und  bestimme  ihre 
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Momente  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des  Körpers;  es  i;ei  das 
Moment  der  Kriifte  in  Bezug  auf 

die  Axe  lA,    im  Sinne  BC^P^, 

die  Axe  iB,    im  Sinne  CA  =  Q 
und  die  Axe  IC,    im  Sinne  AB^^R. 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen  ßcosa=a:,  ßcüs^=y 
und  ißcosy— i,  so  dass  ft=V^a;*+j^  +  s^  wird;  so  haben  wir 
oben  (§.807.)  gefunden: 


und  ,    .  6*— ff'ä      ,,     ^gßdt 

Setzt  man  ferner  cosl^p,  coHm  =  g  und  cosn  =  r,  so  ver- 
binde man  mit  diesen  Gleicbuiigen  die  folgenden: 
rf/i-f  (yr  — i9)rf(~0,     df/-l-(,ip—xr)dt~0,    dr  +  (,a;q--i/p)dt~0, 

(§.  810). 
Kann  man  diese  so  auilüsen  und  integriren,    dass    sich   zu 
jeder  beliebigen  Zoitt  die  Grössen  ai,  y,  z,  p,  q,  r,  l,  (i  und  v 
angeben  lassen,    so  wird    die  Aufgabe  vollständig  gelöst  sein. 
Bei  diesen  Gleichungen  hat  man  aber  zu  bemerken,  dass 

^2  +  ^2-1- r^^l, 
also  pdp-{-qdg+rdr=0 

und  hierauf  auch 

arrfp  +  i/dy  H-irfri^O 
ist.     Endlich  haben  wir 

sinfit— i)= ■  "^r"      und  co^(ji—i.)=~'^?-,-"-'^  (§.682.), 


tg(^-A)=-   eben  so  tgCv-fi)^-^  und  tg(i-v)=^ 

«^-  tg(-^)=-|;; 

so  dass    es  hinreichend  ist,    einen  einzigen  der  drei  Winkel  A, 

H  und  V  zu  finden. 

Änmerltung. 
§,  813.    Diese  Vorschriften  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
starrer  Körper  erstrecken  sieh  sehr  weit,  lyid  sind  nicht  an  die 
freie  ücvvegiing    allein    gebunden.     Auf  welche  Weise  »iimlich 
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auch  die  Bewegung  derselben  gebunden  wird,  niügen  sie  ent- 
weder auf  einer  gewissen  Ebene,  oder  längs  anderer  Klirper 
fortzugeben  gezwungen  oder  mag  ein  gewisser  fester  Punkt 
derselben  zurückgeb alten  werden;  so  kann  die  Frage  immer 
auf  die  gegebenen  Vorschriften  zurückgeführt  werden.  Auf  der 
Seite  nämlich,  wo  sie  einen  andern  Körper  berühren,  wird  es 
einen  Druck  geben,  welcher  zuerst  unbestimmt  in  die  Rechnung 
eingeführt,  hierauf  aber  so  bestimmt  werden  muss,  dass  die 
Bewegung  mit  den  vorausgesetzten  Bedingungen  übereinstim- 
mend gemacht  werde;  auf  diese  Weise  wird  dann  auch  das 
Zusammentreffen  der  Körper  erforscht  werden.  Ehe  wir  Un- 
tersuchungen dieser  Art  vornehmen,  wird  es  angemessen  sein, 
einen  gewissen  Fall  der  freien  Bewegung  in  Crvvägung  zu  ziehen, 
in  welchem  eine  drehende  Bewegung  um  eine  veränderliche 
Axe  stattfindet,  während  der  Kiirper  durch  äussere  Kräfte  an- 
getrieben wird;  eine  solche  Bewegung  wird  nämlich  durch  die 
Kraft  der  Schwere,  deren  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  eines  jeden  Körpers  gebt,  nicht  hervorgebracht.  Die 
schwierigste  Untersuchung  dieser  Art  besteht  ohne  Zweifel  in 
der  drehenden  Bewegung  der  Himmelskörper,  die  aber  nur 
unter  der  Voraussetzung  derPrincipien  der  theoretischen  Astro- 
nomie unternommen  werden  kann.  Durch  die  üebereinstimmung 
i^ler  Beobachtungen,  welche  man  bis  jetzt  hat  anstellen  künnen^ 
hat  man  aber  erfahren,  dass  alle  Himmelskörper  sich  so  be- 
wegen, als  ob  sie  sich  wechselseitig  anzögen  oder  gegenseitig 
zu  einander  durch  Kräfte  getrieben  würden,  welche  im  umge- 
kehrten doppelten  Verhältniss  der  Abstände  stehen  und  aus- 
serdem den  Massen  proportional  sind.  So  wie  nämlich  alle 
Körper  gegen  die  Erde  schwer  sind,  haben  sie  auch  ein  ge- 
wisses Streben  nach  allen  Himmelskörpern,  welches  desto 
grösser  ausfällt,  je  kleiner  das  Quadrat  des  Abstandes  wird. 
Aus  diesen  Kräften  pflegen  nun  die  Astronomen  die  fortschrei- 
tenden Bewegungen  der  Himmelskörper  abzuleiten,  und  da 
man  diese  Untersuchung  zur  Bewegung  von  Punkten  zu  zählen 
hat,  werden  wir  hier  nur  die  drehenden  Bewegungen  der  Him- 
melskörper untersuchen,  und  diesen  Gegenständ  werde  ich  im 
folgenden  Kapitel  allgemein  so  zu  behandeln  mich  bestreben, 
dass  die  Astronojnie  dadurch  einen  nicht  zu  verachtenden  Zu- 
wachs erlangen  wird. 
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Kapitel    XTL 

Von  der  drehenden  ßeweguntj  der  Ilimmehkörper. 


Aufgabe   91. 

§.  814.  (Figur  109.)  Die  einzelnen  Elemeitte  eines  starren 
K'irpers  werden  gegen  einen  gewissen  Punkt  F  durch  KrSfte 
getrielien,  welche  ihren  Massen,  dividirt  durch  die  Quadrate 
ihrer  Abstände  von  jenem  Punkte,  proportional  sind;  man  soll 
die  Momente  dieser  Krhfte  in  Be/ug  auf  die  Ilauptaxen  des 
Körpers  bestimmen. 

Auflösung. 

Es  seien  lA.  Iß  «nd  IC  die  Hauptaxen  des  Kürpers,  und 
ü/«",  Mb"^  und  vtfc^  seine  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf 
sie.  Man  setze  ferner  den  Absfand  des  Punktes  F,  oder  des 
Mittelpunktes  der  Kräfte  vom  Mittelpunkte  der  Trügheit  des 
Körpers  /,  nSmlich  IF^^s;  derselbe  sei  so  gegen  die  Haupta^cen 
des  Körpers  geneigt,  dass  die  Winkel  AIF=S,  BIF—ij  und 
CIF=e  sind.  Fallt  man  daher  aus  F  auf  die  Ebene  AIB  das 
Perpendikel  FE  und  aus  E  auf  die  Axe  lA  die  Normale  EA, 
so  wird 

Al^swst,     AE^scos^i  und  EF=scosO. 

Die  Krall,  welche  die  einzelnen  Körper  gegen  den  Punkt 
f  treibt,  sei  ferner  so  gross,  dass  sie  im  Abstände  =:e  der 
Schwere  gleich  werde,  in  andern  Abstünden  wird  sie  dann 
nach  den  Quadraten  derselben  kleiner  werden.  Betrachten  vir 
nun  ein  beliebiges  Element  d/ö  des  Körpers  in  Z,  fVir  welches 
die  den  Hauptaxen  entsprechenden  Coordinaten  IX=w,  XV 
^^y  und  YZ=^z  sind;  alsdann  wird  die  Kraft,  welche  dieses 
Element  gegen  den  Punkt  F  antreibt, 
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=  zp.<i» 

sein.     Diese  Krift   zeilege  man  jetzt  nach  den  liiclitun^en  ilei' 
Äsen  2^),  7,ff  und  Zr    und  e&  wird 

die  kraft  l^igs  &p= — - — ^pi ' 

die  Kr.U  lang.  Z^z.^*^«^ 

die  Rraft  längs    Zc  =  ---■■  y^p-^ ; 

hiernach  erhält  man   die  Momente  dieser   Kräfte   in  Heziij;   aiil' 
die  Haupfaxen,  ntinhdi  das  Moment  in  Bezug  auf 

die  Axc  Li    .m   S  „  e  BC=  t^J^2t^^LlpM^  , 

cMtcos£-a:coaft)<;;)J 
die  Axe  IB,  iin  öinne   C-J  =  """"""ys'ä — ' 


die  Axe  IC,  im  Sinne  AB-~^- 


H{w  cos  1)  — y  c»s  Jl(Zj1/ 
ZF^  ■ 

Indem  man  diese  Momente  durch  den  ganzen  Körper  zii- 
samnienninimt ,  erhalten  wir  die  Momente,  welche  wir  oben 
durch  die  Buchslalieu  P,  Q  und  ff  angegeben  halten;  so  dass, 
weil  s  eine  constoute  Griisse  ist, 


"-'■ß^^ 


ZF^ 


ZF^■V^(Jcosf-.T)M-(*cos^-^)^+(scosÖ-^)^ 
oder  weil  cos£''  + cos^j^  +  cost)'=  I, 

ZF=Vi^_2«a:cos£— 2i'.vcos7;— 2«cosÖ-|-a^»+.y2  +  :2, 
Da  aber  hei  den  Himmelskörpern  der  Abstand  JF^s  im- 
mer sehr  gross  im  Vergleich  mit  dem  Körper  selbst,  oder  den 
Grössen  x,  y  und  i  ist;   so  erhalten  wir  hinreichend  genau  für 
unsern  Zweck: 

J 1^      3^eosg  +  %cosT;-[-3icQse 

Weil    ferner   /  der    Mittelpunkt   der  Trägheit  des   Körpers 
ist,  und  lA,  IB  und  IC  seine  Hauptaxen  sind,  haben  wir 
ßrdM=^0,    fydM=f),    fidM=i), 
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der  Himmelskörper. 

wie  auch 

ße2/dM=0,    ß:2<lM=i)  m4fyzdM=0; 
wenn  wir  daher  diese   Substitutionen  machen,   so  erhalten   i 
f[3y^  cos  -I?  cos  e  ~  3igcos );  cos  6]dM 


P=./E 


Ze^c, 


'^Af~i-')dM, 


Da  abei  die  Momente  der  Trägheit  gegeben  sind  und  nach 
§.  661. 

und  fi\lM=  y^Mia^-\-lfl  -  c^) 

ist;  so  wird 

3  JWe'(c^  —  b'^)  cos  n  cos  fl 


und  ^  _  3^e''(6''-ag)cos£cos^ 

Zusatz    1, 

§.  815.  Diese  Momente  der  Kralle  sind  nicht  mit  geome- 
trischer Strenge  bestimmt  worden,  sondern  gelten  nur  dann, 
wann  der  Abstand  des  anziehenden  Punktes  die  Grösse  des 
angezogenen  Körpers  weit  übertrifft.  Aul'  diese  Weise  können 
wir  dieselben  bequem  mittelst  der  Momente  der  Trägheit  so 
einfach  ausdrücken. 

Zusatz    2. 

§.  816.  Hat  der  angezogene  Köiper  alle  Momente  der 
TrJigheit  unter  sich  gleich,  so  verschal inden  auch  diese  Mo- 
mente der  Kräfte.  Die  drehende  Bewegung  der  Hinimel&kdrjier 
erleidet  daher  von  solchen  Kräften  nur  in  so  fern  eine  Einnir- 
knng,  als  sie  nicht  kugelförmig  elntl  oder  wenigstens  gleiche 
Momente  der  Trägheit  haben. 

Anmerkung.    1. 

§.  817.  Wollen  Mir  bestimmen,  wie  viel  diese  KräCle  zur 
fortschreitenden  Bewegung  beitragen,   so 
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/einen  elemenWen  Kräfte  am  Mittelpunkte  der  Triigheit  anbrin- 
gen; und  iveun  wir  diese  (Vir  jede  beliebige  Axe  in  Eine  Summe 
vereinigen,  erhalten  wir  die  ganze  Kraft,  welche  den  Körper 
zur  fortschreitenden  JBenegung  antreibt.  Damit  wir  aber  zu 
zwei  Dimensionen  der  Veränderlichen  x,  y  und  z  aufsteigen, 
müssen  wir    desi  Werth   von  ZF  genauer  ausdrücken,    so  ilass 


15(jrcos£-f?;cos^-hzcosf))a      Zl^^^£\^ 

Muilipiiciren  wir  diese  Gleichung  durch  {scosZ—x)dM  und 
integriren  hierauf  nach  den  obigen  Vorschriften,  so  ergibt  sich 
bis  zur  zweiten  Dimension : 


yv 


Pr«''(3-Scosr')+ni-5cosi?^ 

+  C''i(l~5cosf>2)], 
Wir  erhalten  daher  die  drei  folgenden  Kräfte: 


1)     längst 
.  ^Me'^cr,'. 


II)     Ifings  /ß= 


■^—  K(3  -  Öcos£2)  +  6^(1  -  5cos^^)  +  c-^(I  -  5. 
ü/e*cosii 


')  +  o2(l--5cos£2)] 


2*" 


~[c2{3— ScosÖ^)  +  «3(1  — ScosSa)  +  6^(1  —  Scosij^)]. 

Diese  drei  Kräfte  werden    znerst   auf  eine  einzige,    in  der 
Richtung  IF  antreibende  zurückgeführt,  welche  ist 

und  welcher  ausserdem  diese  drei  hinzuzulugeii  sind; 
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iter  UiinmehkörpcT. 


1)    längs  lA  die  Kraft  - 


Es  ergibt  sich  hieraus,  dass,  wenn  die  Haiiptiiiomenle 
dev  Trägheit  unter  sich  gleich  sind,  alle  Krüfte  auf  die  einzige 
längs  IF  wirkende  Kraft 

zurückgeführt  werden ,  welche  letztere  man  in  der  Theorie  der 
Astronomie  betrachtet.  In  den  übrigen  Fällen  wird  aber  jene  Cen- 
tn petal  kraft  nicht  rein  dem  Quadrat  des  Äbstandcs  ninirekehrt 
proportional,  sondern  es  treten  noch  ausserdem  kleine,  dem 
Biquadrate  umgekehrt  proportionale  Glieder  hinzu,  welche  aber 
ausserdem  von  der  Lage  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Kräfte 
F  abhängig  sind.  Es  wird  nfitzlich  sein,  diese  Abweichung 
in  der  astronomischen  Rechnung  zu  beachten,  Torzügücb  wenn 
die  Körper  merklich  von  der  sphärischen  Figur  abweichen. 
Anmerkung  2. 
g.  818.  Ich  habe  hier  angenommen,  dass  die  einzelnen 
Elemente  des  Körpers  gegen  einen  einzigen  Pniikt  F  getrieben 
werden,  während  sie  doch  in  der  Hypothese  der  Anziehung 
auch  gegen  die  einzelnen  Elemente  des  anziehenden  Körpers 
angetrieben  werden.  Ist  aber  der  anziehende  Körper  eine 
Kugel,  so  wird  er  gewiss  eben  so  eine  Anziehung  ausüben, 
als  ob  seine  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre,  so 
dass  unsere  Aufgabe  auch  diese  Fälle  in  sich  begreill.  Ist  aber 
der  anziehende  Korper  nicht  kugelförmig,  so  wird  zwar  ein 
wenig  so  wohl  das  umgekehrte  doppelte  Verhältniss,  als  auch 
die  Richtung  der  Kraft,  welche  nicht  mehr  auf  einen  bestimm- 
ten Punkt  i!ugeht,  sieh  ändern;  allein  diese  Unregelmässigkeit 
hat  man  in  sehr  grosser  Entfernung  als  verschwindend  anzu- 
sehen, besonders  da  die  Himmelskörper  wenig  von  der  Kugel- 
gestalt abweichen.  Hier  aber,  wo  ich  nur  die  drehende  Bewe- 
gung im  Auge  habe,  abstrahire  ich  von  der  fortschreitenden 
und  betrachte  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  als 
In  Rnhej  ich  werde  nun  zuerst  erforschen,  um  welche  Axe 
der  Körper,  wenn  er  selbst  ruhet,  eine  drehende  Bewegung 
annehmen  wird. 
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Aufgabe  92. 

g.  810.  (Figur  110.)  Es  befindet  sich  ein  KOrper  in  Ruhe 
und  wird  vom  Mittelpunkte  der  Kräfte  F  aus  auf  die  vorher 
bestimmte  Weise  angetrieben;  man  soll  die  Axe  bestimmen, 
um  welche  er  im  ersten  Augenhlick  eine  drehende  Bewegung 
annehmen  wird  und  die  daraus  hervorgehende  Winkelge- 
schwindigkeit. 

Aufliisung. 

Wir  betrachten  demnach  den  Körper  als  in  Rdie,  oder  ab- 
etrahiren  vielmehr  von  seiner  fortschreitenden  Bewegung;  den- 
ken wir  uns  daher  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  im  Mittel- 
punkte einer  Kugel,  so  seien  A,  B  und  C  die  Pole  der  Haupt- 
axen,  und  in  Bezag  auf  sie  wie  bisher  Mu%  Mb^  nu(\  M,^ 
die  Momente  der  Trägheit.  Nun  durchschneide  eine  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Trägheit  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kräfte 
gezogene  gerade  Linie  die  OhertlSche  der  Kugel  im  Punkte  F, 
so  dass  die  Bogen  AF=Z,  BF=^  und  CF=6  sind;  der  Ab- 
sfand des  Mittelpunktes  der  Kräfte  sei  =s  und  seine  anzie- 
hende Kraft  so  gross,  dass  sie  im  Abstände  e  der  Schwere 
gleich  wird.  Hieraus  ergehen  sich  die  Momente  der  Kräfte  P, 
Q  und  R  in  Bezug  auf  die  Axen  lA,  W  und  IC,  nämlich: 
_3jtfe'^(c^-&')cost?eosfl 


P=- 


•:^)  cos  g  cos  ft 


3Me^(6g-«'')cos£co8ij 


Nach  §.  803.  wird  daher  der  Kiirper  um  eine  solche  Ax« 
10  sich  zu  drehen  anfangen,  dass,  wenn  man  die  Bogen  AO 
—-a,  BO=ß  und  CO  —  y  set?.t. 


wird,  und  er  im  Zeittheilcheii  dt  die  entspiecf 
schvvindigkeit 
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erlangt,  nelche  zugleich  im  8inne  ABC  gerichtet  sein  ivird. 
Ferner  findet  man  hieraus  rieii  Abstand  rles  Drehungspoles  O 
vom  Punkte  F  si>  ausgedruckt,  dass  (nach  §.  678.) 


cosOF- 

■ird. 


CPcost  ,  Qcos'tj  ,  licos6-l    aFI^' 


Zusatz  1. 

§.  820.  Bemerkenswerth  ist  hier  der  Fall,  in  «elcbeni  der 
Mittelpunkt  der  Kräfte  F  zivischen  je  zwei  Hauptpole  fSllt.  Es 
liege  nämlich  dieser  l'nnkt  auf  dem  Bogen  AB,  alsdann  iriid, 
weil  cosö^^O  und  cos^-f  coS5)2=  1 

»'■  P=0.  0=0  „„J  g^MMf-^„').i„ec„.i; 

Ferner  wird  auch 

cosa=0,     <;osj3=::0  und  cos;'=l, 
so  dass  der  Drehungspol  O  in  den  Hauptpol    C  fallt. 

Zusatz  2. 
§.  821.     !n    demselben  Falle,    in    welchem   der  Mittelpunkt 
der    Kräfte    sich  in    der   Ebene  AIB   befindet  und    der  Kr,rpei> 
sich  um  die  Axe  (C  zu  drehen  anfängt,    erlangt  er  im    ersten 
Zeittheilcben  dt  die  entstehende  Winkelgeschwindigkeit 
_6ge^(fta  -  o3}rffsin£cnsg  ^ 3ffe'(ffl-a^)dtsw2^ 

im  Sinne  AB. 

Zusatz  3. 
§.  822.  Hat  daher  der  Klirpcr  in  dcinseibea  Falle  schon 
eine  drehende  Bewegung  um  diese  Axe  IC,  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit =  ß  im  Sinne  Jß;  so  wird  dieselbe,  in  Folge 
der  gegen  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  F  gerichteten  Kraft  so 
beschleunigt,  dass 

wird, 

Anmerkung. 

§.  823.  Wenn  daher  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  F  so  um 
den  Körper  herumgeführt  wird,  dass  er  auf  dem  die  zwei 
Hauptaxen  lA  und  IB  umfassenden  gröasten  Kreise  AB  fort- 
eehreitet  und  der  Körper  sich  um  die  dritte  Hauptaxe  IC  zu 
drehen  angefangen  hat,  so  geht  hieraus  hervor,  dass  die  letz- 
tere Drehung  beständig  forldauern  und  nur  die  Winkelgeschwin- 
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digkeit  SL  bal<I  gru^sei,  bald  kleiner  werden  wird.  Dieser  Fall 
veidient  durcliaits  mit  illem  Eiler  entwickelt  zu  werden,  weil 
er  die  lil>nrende  Bewei^ung  deo  Mondes,  veimöge  welcher  der 
let?teie  immer  fdst  dieselbe  Stfite  der  Erde  zuwendet,  zu 
umfassen  scheinf  Damit  die*e  Untersuchung  leichter  und 
deutlicher  gemacht  werde,  wollen  wir  annehmen,  dass  ^««ret 
der  Mittelpunkt  der  Kräfte  mit  gleichförmiger  Bewegung  um 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  in  derselben  Ebene 
herumgefiihrt  werde,  und  beständig  denselben  Abstand  bei- 
behalte. 

Aufgabe  93. 
§,  824.  Ein  Kürper  dreht  sich  um  seine  Hauptaxe  IC, 
lind  es  wird  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  F  in  einer  auf  jene 
Axe  normalen  Ebene  j^leichfürmig  herumgeführt ,  vTobei  sein 
Abstand  vom  Mittelpunkte  der  TrSgheit  des  Kiirpers  dersellie 
bleibt;  man  seil  die  diehende  ISewegiing  dieses  Körpers  be- 
stimmen. 

Auflösung. 

(Figur  111.)  Weil  die  Urehwngsaxe  IC  constant  und  in 
Bezug  auf  den  Himmel  gleichsam  fest  bleibt,  sei  XCY  Ä'ie  halbe 
Hinimelskugel  und  XY  ein  um  den  Pol  C  beschriebener  gn'iss- 
ter  Kreis,  auf  welchem  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  F  gleich- 
förmig fortschreitet;  ferner  werden  auch  die  beiden  übrigen 
Hauptpole  A  und  B  des  Körpers  sich  beständig  auf  diesem 
Kreise  befinden.  Man  setze  nun  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Mittel pvmkt es  der  Kräfte  F— li,  und  da  dieser  sich  anfangs 
in  X  befunden  hat,  so  wird  er  nach  Verlauf  der  Zeit  (  noth 
wendig  den  Bogen  XF=St  beschrielien  haben.  In  demselben 
Augenblick  befinde  sich  aber  die  eine  Hauptaxe  in  A,  und  wenn 
man  nun  den  Bogen  XA=:X  setzt  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Körpers  um  die  Axe  tC  und  im  Sinne  AB=:Sl  ist; 
so  wird  (11=  £ldt 

Weil  aber  AF=dt~-X  ist,  so  wird  unser  obiges  S  hier 
=i3t — k,  und  wenn  wir  die  übrigen  constanten  GrÜsaen  a%  /fl, 
c'^,  e^  und  $  beibehalten;  so  haben  wir  wie  ohen  die  Gleielmng 

FCIliren   wir  aller  iloii  Winkel  /ICf  =  £  ein,    so  hiiken  ivit 
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Nelitneii  wir  ilalier  das  Element  dt  als  consfant  an,  s 
gibt  sich  fulgende  aufzulösende  Gleichuoif 

Wir  setzen    «ler  Kürze   wegen  g.gAy-"^)__^  ^„^ 
(fjiJicireii  diese  Gleichung  durch  2rfi;,  alsdann  ergibt  sich 

MUd^^^'iNdfidZ^m2t=  0, 
deren  Integral  ist 

de 


di=    ,.  ....  -  ■-■■:-.■>     wie  auch  ß=:ö- VC+^cosSI 
VC  +  iVcos2e  ^  '' 

folgt.  Aus  jener  Gleichung  inuss  man  aber  zu  jeder  b^^liehigen 
Zeit  *  den  Bogen  AF^z^  bestimmen  und  »enn  dieser  constant 
wäre,  würde  der  Kürper  dem  Mitlei [j unkte  der  Kräfte  F  he- 
stfindig  dieselbe  Seite  zuwenden.  In  so  fern  demnach  N  nicht 
r=0  und  der  Winkel  t  der  Veränderung  unterworfen  ist,  ist 
auch  die  Winkelgeschwindigkeit  ß  veränderlich.  Um  diese 
Erscheinungen  zu  erforschen,  ist  es  angemessen,  je  zwei  Fälle 
zu  entwickeln,  je  nachdem  nümlich  ö^>  «^  oder  ö' <  a^  ist, 
weiche  beide,  nach  Verhaltoiss  der  Coastantcn  C,  eine  unend- 
liche Mannichfaltigkeit  umfassen. 

Fall    I.,  wo  /,*>h2, 
§.  833.     Es  sei  daher 

positiv,  und  während  der  Mittelpunkt  der  Kriifte  F  mit  der 
Geschwindigkeit  3  auf  dem  Kreise  XFY  fortschreitet,  setzen 
wir  zur  Zeit  t  den  rückwärts  liegenden  Dogen  FÄ=Z  und 
hüben  alsdann 

V^C  +  wcos^? 
Hier    mache    ich    hinsichtlich    der   Constanten    C    folgende 
Bemerkungen ; 

1.     Ist  C=  —  n  (denn  einen    giiissern  negativen  Werth  kann 
ij  nicht  haben),  so  wird 

,,  dt 

irnd  es  ist  daher  notbwendtg  der  Winkel  ?={l.     Fs  wird  näni- 
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lieh    der  Punkt  Ä  immer  mit  F  zusammenfalle ii    vmA    sich    mW. 
ihm  gleichfüriiiig  nm  die  Ase  lA  drehen. 

%  Ist  C— 0,  so  wird  der  Winkel  J<i43'',  er  »ird  sich  also 
innerhalb  der  Grenzen +45*'  und — A'S"  befinden.  Uer  Punkt 
A  wird  sich  daher  niemals  über  45^  vom  Punkte  F  entiernen, 
wnd  sich  bald  vor  bald  hinter  demselben  hefmden;  seine  Be- 
wegung nnuss  man  aus  der  Gleichung 


dt 


ableiten. 

3.     ist  C=w 


V»co« 

'•it 

•li( 

ung 

V 

»(1  +  co 
1« 

.20 

Über  in  die  folgende 
deren  Integral 

'=  ^Bi" 

ist,    wenn  nämlich  fiir    (—0  auch    ^=0  gewesen   ist.     Hieraus 
ersiebt  man,  da^s  erst  nach  Verlauf  «iner  unendlich  grossen  Zeit 

4.  IstO«,  so  wird  sich  der  Punkt  A  von  F  in  einer  endli- 
chen Zeit  bis  auf  ÖO"  entfernen,  er  wird  hierauf  welter  bis  zu 
dem  F  entgegengesetzten  Punkte  fortschreiten  und,  indem  er 
nach  der  andern  Seite  herumgeht,  nieder  nach  F  zurückkeh- 
ren.   Es  sei  nämlich 


'      V«Cm^-|- 

costiC) 

dt  = 

-\n\Sn  — 

'^a^\ 

itregri 

i>'t 

iin2? 

Hieraus  folgt,  dass  der  Winkel  ?  nach  und  nach  alle  Werthe  annimmt, 

5.     Bis  jetzt  haben  wir  ß  <  d  gesetzt,  so  dass  die  Bewegung 

des  Punktes  F   geschwinder  sei,  als   die   drehende  Bewegung 

um  die  Axe  W.  Findet  das  Entgegengesetzte  statt,  so  hat  man  nur 
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(las  ZeicheiJ  der    Formel  VC+wcos2£  zn  . 
Fall  II.,  wo  ÄK«*- 

6.  826.     Es  sei  daher 


dt= 


Vc= 


wird.     Setzt  man 
q>  den  Abstand    lU 
rffckläufig  genoiiinii 
gehenden  rormeln, 
darstellen  werden. 


.s2^ 


ind  Si.=3-\^V- 


>s2S 


I  Gleichungen  £=U0"  +  9>.  so  das« 
s  Poles  B  vom  Mittelpunkte  der  Kräfte  F. 
a  Lezeichnet;  so  ergehen  sich  die  vorher- 
weiche deswegen  dieselben  Erscheinungen 


I  1. 


/,^>a^ 


§.  827.  Setzen  wir  daher  voraus,  dass  fü 
Mittelpunkt  der  Krärto  F  anfangs  mit  dem  Pole 
gerallen  sei ,  so  wird  der  Klirper  immer  dieselbe  Seite  dem 
Punkte  /'zuwenden,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Ge- 
schwindigkeit ö  des  Mittelpunkts  der  Kraf>e  gleich  war. 

Zusatz  2. 
§.  SJ8.     Wenn  aber   im   Anfange,    wo  F  mit  A  zusammen- 
traf, die  Winkelgeschwindigkeit  des  K'irpers  Sl  etwas  grösser 
oder  kleiner  als  3  war,  der  Unterschied  aller  nicht 


v-2^==y"6s^ 


'(&2- 


-!_) 


übertraf;  so  wird  sich  der  Pol  A  nach  lieiden  Seifen  von  F 
nicht  über  einen  bestimmten  Zulschentaum  entfernen  und  um 
den  letzten  Punkt  gleich.sani  Schwingungen  auszuführen  schei- 
nen. Hierin  erblickt  man  eine  Aehnlichkeit  mit  der  libratori- 
schen  Bewegung  des  Mondes. 


Zu 


atz  3. 


§.  829.  Bei  einer  solchen  libratoristhen  Ifewcgung  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  am  grüssten  oder  kleinsten, 
während  der  Punkt  A  mit  F  in  Conjunclion  ist  und  sich  hierauf 
entweder  recht-  oder  rückläufig  von  ihm  entfernen  wird_,  wess- 
halb  die  kleinste  Geschwindigkeit  griJsser  als  ä  —  V"2ii  ist.  Es 
ist  daher  möglich,  dass  eine  solche  Bewegung  entsteht,  wäh- 
rend anfangs  der  Körper  durchaus  keine  drehende  IJewegung 
gehabt  hat. 
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Anmerkung  .1. 
g.  830.  Es  bleibt  demniich  kein  Zweifel  übrig,  dass  die 
iibraforische  Bewegung  des  Mondes  auf  diese  Weise  ewlsfehe; 
es  ist  selbst  wahrscheinlich,  dass  beim  Monde  der  Fall  stattfindet, 
wonach  ihm  im  Anfange  durchaus  keine  drehende  Beweguog 
beigebracht  worden  ist,  dass  aber  ferner  seine  Hauptaxe  lA, 
in  Bezug  auf  welche  das  Moment  der  Trägheit  Ma^  ein  Mini- 
mnm,  der  Erde  zugewandt  gewesen  ist.  Weil  wir  nun  wissen, 
dass  die  Ausweichungen  des  Poles  A  von  F  sehr  klein  sind, 
werden  wir  die  Zeit  dieser  Schwingungen  bestimmen  können. 
Da  nämlich  der  Bogen  ^/-'^gsehr  klein  ist,  so  wird  cosli 
=  1—2^2,  niilhin 

„  di 

dt  =  — ;r-4^— -  ■ 

und  wenn  man  integrirt  _ 

,V^.„e..,..(^). 
Da  nun  bei  der  grössleu  Digression  rfi;:=0  und 
i=\    -s —  wird,  so   erhalten  wir  die  Zeit,    in  welcher  der 
Punkt  A  eich  am  weitesten  von  F  entfernt, 

=^  irz^    SeCUlltlcTl  , 

2V^2h 
und  die  doppelte  Zeit    y==  ist  diejenige,  in  welcher  der  Punkt 

A  nach  seiner  Ausweichung  von  F  wieder  zu  diesem  zurück- 
kehrt. Alsdann  wird  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  am  klein- 
sten sein,  wenn  nändich  der  Pol  A  sich  räckläulig  von  F  ent- 
fernt und  es  wird  diese  Winkelgeschwindigkeit 

=  «- VcT^ 

Damit  dieselbe  verschiviiide,  niuss  die  Constante  C  =  S'^ 
—  n  sein,  und  es  wird  daher  in  diesem  Falle  die  grJisste  Aus- 
weichung nothwendig  ^—=  .  Betrachten  wir  nun  auch  die 
Zeit  EiDea  Umlaufes  des  Mittelpunktes  der  Kräfte  F,  welche 
=  -^Secüuden  ist,  und  wird  deren  Hälfte  Einer  Schwingiingszeit 

des  Poles  A  oder  -■; —    gleich;  so  haben  wir 
V2n 

15  —  ^^2«  oder  n=^-ä-  und   €=:-^=.=  n. 
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Es  HÖrde  «lemiiach  die  Digression  niclit  melir  selir  klein 
sein,  wie  ivii'  angenommen  haben. 

Anmerkung  2, 

§.  831.  Wir  sehliessen  daher  hieraus,  dass  die  libratorische 
Bewegung  des  Mondes  nicht  erklart  werden  kann,  indem  wir 
annehmen,  es  sei  ihm  im  Anfange  durchaus  keine  drehende 
Bewegong  beigebracht  worden.  Da  es  vielmehr  sehr  wahrschein- 
lich ist,  dass,  wenn  derIVIond  sich  um  die  Erde  in  einer  Kreis- 
bahn gleichfVirmig  bewegte,  was  die  Votaussetzung  unserer 
Aufgabe  ist,  er  immerwährend  uns  dieselbe  Seite  zuwenden 
und  keine  Nutation  an  derselben  bemerkbar  sein  wflrde;  so 
müssen  wir  unter  derselben  Voraussetzung  annehmen,  es  sei 
dem  Monde  im  Anfange  eine  solche  drehende  Bewegung  bei- 
gebracht worden,  dass  seine  Winkelgeschwindigkeit  genau  — d, 
d.  h.  gleich  der  Geschwindigkeit  der  Erde  um  den  Mond  und 
zugleich  seine  Axe  lA  gegen  die  Erde  gerichtet  gewesen  ist. 
Diess  ist  aber  hinreichend  wahrscheinlich,  da  nämlich  in  lieKUg 
auT  die  Axe  lA  das  Moment  der  Trägheit  sehr  klein  ist  und, 
wenn  sein  Kürper  als  ein  oblonges  Sphüroid  vorausgesetzt  wird, 
seine  grösste  Äse  die  Ursache  sein  konnte,  welche  anfangs 
diese  Axe  der  Erde  zugewandt  hat.  Ferner  muss  man  es  viel- 
leicht derselben  Ursache  zuschreiben,  dass,  während  der  Mond 
die  erste  Bewegung  annahm,  eben  diese  Axe  ihre  Richtung 
gegen  die  Erde  beibehalten  hat;  diess  ist  dasselbe,  als  ob  die 
erste  Winkelgeschwindigkeit  der  Geschwindigkeit  der  Erde  S 
gleich  gewesen  wäre.  Da  also  der  Mond,  wenn  er  einen  Kreis 
um  die  Erde  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschriebe,  uns  be- 
ständig dieselbe  Seite  zuwenden  würde;  so  müssen  die  beob- 
achteten Librationen  seiner  nnregelmässigen  Bewegung,  bei 
welcher  er  bald  schneller  bald  langsamer  fortschreitet,  zuge- 
schrieben werden. 

Wir  wollen  daher    die  vorhergehende  Aufgabe    auch    unter 
der  Voraussetzung  aullösen,    dass   der  Punkt  F  weder  glcich- 
Törmlg  herumgeführt  werde,  noch  beständig  denselben  Abstand 
vom  Mittelpunkte  der  Trägheit  des  Körpers  behalte. 
Aufgabe  94. 

§.  832.  Ein  Körper  dreht  sich  um  weine  H  luptaxe  IC,  der 
Mittelpunkt  der  Kräfte  F  wird  aber  in  einer  auf  jene  nor- 
malen Ebene  weder  gleicbflirmij;  noch  in  demselben  Abstände 
herumgeführt,    ferner  ist  im    Anlange    die   Axe    JA    nach    dem 
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Mittelpunkt  der  KrälYe  F  gerichtet  gewesen  und  bat  eine  ähn- 
liche Bewegung  empfangen;  man  soll  die  libratorische  Bewe- 
gung des  Kiirpers  bestimmen. 

Auflüsung. 
Die    unregelmiissige  Bewegung    des    Punktes  /"  wird    man 
so  ausdrücken    klinnen,    dass    er  in  der  Zeit  (  den  Bogen  XF 
=Äi+«sin-4(  beschrieben  habe  und  es  sei,  zur  Bestimmung  des 
veränderlichen  Abstandes 

-^^  jä  (1  +  ß  cos  Af). 

Ist  daher  jetzt  die    Winkelgeschwindigkit  =:  £1,    so    wird, 
weon  man  den  Bogen  XA-=l  setzt, 
dX  =  Sitlt, 
und  wir  erhalten,  wenn  wir  den  Bngeu  AF^^^  setzen, 

,,a^-V('''-y'"-J!!S. 

Da  nun  A  =  3/  +  Ksin  Ji  — J  ist,  so  wird 

ß=ö^-Jßcos^^-^, 

und  wenn  viir  ^ -^^ =/(  setzen, 

~-A-^adts\v\At-^-  =  ndl{\.-^ßcosAt)s\n'2l 
Nehmen  wir  nun  an,   dass   der  Bogen  £  immer  «ehr  klein 
bleibe,  so  erhalten  wir  die  Gleichung; 

^+^^asinJH-2wS(l+i3cos^()=0. 
Dieser  kann  man  sehr  nahe  Genüge  leisten,    indem    mau  £ 
=:m6KiAt  setzt,  wodurch  wir  erhalten,  weil  das  Glied  ßnosAt 
sehr  klein  im  Vergleich  mit  1  ist: 

~A^msinAt  +  A^aBmAt-\--2mns\BAt=0. 

Bieraus  folgt  »f=jrzr^'  ^Iso 
A^cc        .     , 

Slz=S-\- Aa  cos  At —  -^s j — 

'  A^  —  -In 

=  0 35 — :s~  COS  At. 

A^ — "2m 

Da  nun   hier  XF^=  St-{^as\nAt  ist,    so    wird   der   erslere 

Theil  St  der  mittlere  Ort  des  Punktes  F  und  der  zweite  Theil 
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tis'mAt  seine  Gleichung  oder  Prostaiihäresis  genannt,  ivoraus 
sich  ergibt,  dass  seine  Ausweichung  FA  dieser  Mittel punkts- 
gleichiing  proportional  und,  weil  n  positiv,  grOsser  als  sie  ist. 
So  oft  daher  die  Mittelpuiiktsgleichung  verschniiidet,  oder  der 
irahre  Ort  mit  dem  mittlen)  übereinstimmt,  uendct  der  Kürper 
dem  Mittelpunkte  der  Kräfte  F  dieselbe  Seite  zu,  wobei  frei- 
lich die  kleinem  Dfigleiehheifen ,  irelche  das  Verhälfniss  der 
Grösse  ß  herbeiführen  würde,  vernachlässigt  sind.  Diess  aber 
»eiter  zu  verfolgen  und  genauer  zu  bestimmen,  ist  ohne  grös- 
sere Kenntniss  der  Astronomie  nicht  angemessen. 
Zusatz  1. 
g.  833.  Drückt  man  demnach  die  Ungleichheit  der  Bewe- 
gung des  Punktes  F  so  aus,   dass  er  in  der  Zeit  (  den  Bogen 

XF  =  öt  VsmAt 
ziiriicklegen  soll,    so  wird  in  derselben  Zeit  der  Bogen  der  Li- 
bratioo  .^ 

wo  n  =  —    i«~"-  -  ist  und  f  de»  uiiltiern  Abstand  des  Mittel- 
punktes  der  Kräfte  F  bezeichnet. 

Zusatz  1. 
5-  834.     Wollen  wir  diesen  Librationsbogen  £  genauer    be- 
stimmen, so  tritt  auch  die  Veränderlichkeit  des  Abstandes  Fl 

=  s  in  die  Rechnung  ein,  so  dass,  wenn  -^  =  ™  (l+ß cos  AI.) 
ist,  man  findet  _^2^  ^^. 

t  =  -.i  ■  -7,"  sin  At  +  ./  .^     ,->  .s'm2Al. 
"       A^  —  2)(  '  4{A^  —  2n) 

Zusatz    3. 

§.  835.     Jst   auf    ähnliche    Weise    allgemeiner    der    in    der 

Zeit  t  beschriebene  Bogen 

XF—C  +  et  +  asmiAt  +  'ii)  -i-  a' iiin(A't+%')  etc. 

ua<i^~-k\l  +  ßcos(At  +  2i)+ß'cos{A-t-[-Jl-)    etc.]; 
so  findet  man  sehr  nahe  den  Bogen  der  Lihiation 

F^  =  £  = -3,^  sin(^i  + :3I)H- -t;#5^ sin  (^7  +  20  +  etc. 


g.  8;J6.     liier  ist  es  gleichgültig,  ob  k^ 
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oder  negativ  ist,  imd  es  findet  die  oben  erforderiith  gewesene 
Bedingung,  class  für  das  Verschwinden  des  Bogens  i,  b^'>a^  seiji 
muss,  nicht  mehr  statt.  Setzt  man  nämlich  im  Fall  II.  (g.  826.) 
C=n,  so  wird 

dt\r^=  S-^  nnd  t  ^%i  =  loe(fg  V^j;)  -  Const. ; 

ivonacb,  wenn  im  Anfange  für  (=zO,  £=^0  gewesen  ist,  eine 
unendlich  grosse  Constante  hinzugefügt  werden  niuss,  su  das^ 
nur  nauh  Verlauf  einer  uuendlieh  groSiiten  Zeit  der  Punkt  A  sich 
von  F  entfernen  wird.  Wenn  daher,  während  der  Punkt  F 
gleichförmig  auf  einem  Kreise  herumgetragen  wird,  eine  helie- 
liige  Hauptaxe  anfangs  nach  dem  Punkte  F  gerichtet  war  und 
zugleich  mit  demselben  und  mit  gleicher  Get^chwindigkeit  sich 
zu  drehen  angefangen  hat;  üq  wird  sie  beständig  mit  ihm  in 
Verbindung  bleiben.  Nimmt  hierauf  ferner  der  Punkt  F  eine 
grössere  oder  kleinere  Bewegung  an,  so  wird  der  Pol  A  sich 
von  ihm,  den  gefundenen  Formeln  entsprechend,  entfernen.  Es 
ist  auch  klar,  dass,  wenn  h  =  0  oder  6^=  o^  wäre,  in  welchem 
Falle  der  Kürper  sich  gleichriirmig  um  den  Pol  C  dreht,  die 
Entfernungen  S  beständig  dem  Unterschiede  zwischen  dem  niitt. 
lern  und  dem  wahren  Orte  des  Punktes  F  gleich  sein  würden. 
Ist  aber  n  positiv  oder  b^  >  a^,  so  werden  die  Entfernungen 
griisser  als  dieser  unterschied  sein,  hingegen  kleiner,  wenn 
6a<a2  ist.  Uebrigens  lässt  sich  die  Zahl  A,  welche  die  Un- 
gleichheit der  Bewegung  bestimmt,  aus  der  Zeit  ableiten,  nach 
welcher  die  Ungleichheit  sinJi  zu  denselben  Werthen  zurück- 
kehrt. Geschieht  dies  nach  0  Sccnnden,  so  wird 
sin  A&  =  sin  'in,  also  A—'^. 
Anmerkung  2. 
§.  837.  Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Libration  des 
Mondes,  tecmöge  welcher  er  der  Erde  nicht  immer  dieselbe 
Seite  zuwendet,  am  meisten  dem  Mangel  einer  gleichförmigen 
Bewegung,  wodurch  die  Erde  um  den  Mond  oder,  was  dasselbe 
ist,  der  Mond  um  die  Erde  scheinbar  herumgeführt  wird,  zuge- 
schrieben werden  muas,  und  dass  die  Ungleichheit  der  Haupt- 
momente im  Monde  nicht  viel  hierzu  beiträgt,  weil  diese  nur 
auf  die  Coefficienten  der  Glieder  einwirkt.  Die  Libration  wGrde 
nämlich  auch  stattfinden  können,  wenn  der  Mond  kugelfiirmig 
oder  seine  Hauptmoiiiento  gleich  wären.  Es  stellt  sich  aber 
dann  kein  Grund  dar,  warum  dem  Monde  im  Anfange  eine  gc- 


y  Google 


ihr  Himmelskörper.  461 

nau  elieii  so  grosse  Bewegung,  als  unsere  Formeln  angeben, 
beigebracht  sein  sollte.  Ist  aber  der  Mond  ein  sjihäroidi sehet', 
entiveder  verlängerter  oder  zusammengedrückter  Körper,  so 
kiinnen  »ir  auf  eine  gewisse  Weise  den  Grund  einsehen,  wess- 
halb  im  Anfange  eine  bestimmte  und  vor  den  übrigen  bemerk- 
bare Haiiptaxe  angefangen  hat,  der  Erde  zugewandt  zu  sein. 
Ob  er  aber  ein  verlängertes  oder  zusammengedrücktes  Spharoid 
sei,llisst  sich  nach  der  Grusse  der  Libration  beurtheilen;  denn 
wenn  diese  den  Unterschied  ztvischen  dem  wahren  und  dem 
mittlem  Orte  des  Mondes  überschreitet,  so  ist  dies  ein  Zeichen, 
dass  6^>a^  ist,  oder  dass  die  der  Erde  zugewandte  Axe  des 
Mondes  das  kleinste  Moment  hat.  Es  ist  hier  aber  nicht  der 
Ort,  irgend  etwas  zu  bestimmen,  da  der  Mond  auch  gegen  die 
Sonne  gedrängt  und  so  die  Libration  gestürt  wird.  Ausserdem 
wird  aber  auch,  so  wie  der  Mond  sich  nicht  in  derselben  Ebene 
um  die  Erde  bewegt,  umgekehrt  die  Bewegung  des  Mittelpunk- 
tes der  Kräfte  F  nicht  in  derselben  Ebene  um  den  Mond  aus- 
geführt, wodurch  diese  Untersuchung  so  sehr  verwickelt  wird, 
dass  sie  in  einer  allgemeinen  Abhandlung  nicht  Platz  finden 
kann.  Uehrigens  würde  es  immer  eiti  ausgezeichnetes  Geheim- 
niss  sein,  dass  der  Mond  anfangs  eine  genau  so  grosse  dre- 
hende Bewegung  empfangen  hat,  als  dieser  Fall  der  Libration 
es  verlangt;  wäre  ihm  nämiicb  eine  grössere  oder  kleinere  bei- 
gebracht worden,  so  würde  er  uns'  im  Verlaufe  der  Zeit  die 
entgegengesetzte  Seite  haben  zuwenden  müssen.  Indessen  er- 
fordert diese  Erscheinung  den  vorgeschriebenen  Grad  der  Ge- 
schwindigkeit nicht  so  genau,  weil,  wenn  dieselbe  auch  ein 
wenig  grösser  oder  kleine  ge  esen  se  n  sollte,  die  Librationen 
dennoch  nach  der  vorhergehe  len  Aufgabeslattlinden  niüssten; 
hierdurch  wird  das  Get  eimn  ss  nicht  wenig  aufgebellt.  Ein 
solcher  Spielraum  kann  al  er  n  ir  h       z  igelacsen  werden,  wenn 

62^    a  ol^r      ^0 
ist.     Die  Differentlalgleicl      ^ 

^  -I-  ^2«sin  At  +  9nZ  (1  -f  (3 cos  At)  =0 

kann  nämlich  allgemeiner,  indem  eine  willkührtiche  Constante 
hinzutritt,  so  iutßgrirt  werden,  dass 

ist,  wodurch   die  Winkelgeschwindigkeit 
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ivirrf.  Man  kaiui  hier  auch  statt  tV^ln  schreiben  (f -f- j')V^2«, 
so  (lass  C  uihI  y  beliebig  angenommen  werden.  Da  iilso  im 
Anfange  für  i=Q, 

e^CsinyVäTi 
war,  währen*]  die  beigebrachte  Winlielgesi.hvvindigkeit 

=  d  —  C  V  2ii  cos  yM^  —  ^ä_2~ 
und    C  ein  hinreichend  kleiner  ünich    ist;    so   ergibt  sich    eine 
solche    lihratorische    Bewegung,    dass    beständig   ein   gewisser 
Theil    des  Mondes   uns    verborgen  bleibt.     Es   muss    aber  der 

Bruch  -^^zz^-i^  ^**'"'  '''*^'''  *"'"'  *'■'""'  "'^"  ^^^-^^  *''"--  "^'^  ^^*^''* 
2E  set/en  daif. 

Anmerliiiiig  3. 

§.  838.  Die  Erklärung  der  libratoriachen  Bewegung  des 
Mondes  kommt  demnach  darauf  hinaus,  dass  wir  feststellen,  es 
sei  der  Mond  ein  verlängertes  SphäroVd,  dessen  grössere  Axe 
oder  dlejeoige,  in  IJezug  auf  welche  das  Moment  der  Trägheit 
den  kleinsten  Wertb  hat,  anfangs  gegen  die  Erde  gerichtet  ge- 
wesen ist;  es  sei  aber  dem  Monde  um  eine,  auf  die  Ebene 
der  Erdbahn  normale,  Ase  eine  drehende  Bewegung  heigeliracht 
worden,  deren  Winkelgeschwindigkeit  nahebei  der  mittlem  Be- 
wegung des  Mondes  gleich  war,  worin  übrigens  ein  namhafter 
Spielraum  stattfinden  konnte.  Es  ist  selbst  auch  hinreichend, 
wenn  nur  nahebei  die  Orehungsaxe  auf  die  Ebene  der  Erdbahn 
normal  und  die  grossere  Axe  gegen  die  Erde  gerichtet  gewe- 
sen ist.  Denn  auch  in  diesem  Falle  muss  eine  umgekehrte 
Nutation  der  Mondscheibe  eintreten,  wenn  wir  dieselbe  auch 
nicht  leicht  bestimmen  können. 

Indem  wir  nun  diesen  Fall  verlassen,  wollen  wir  zu  andern, 
aus  den  Centripetalkraften  entspringenden  Störungen  der  dre- 
henden Bewegung  fortschreiten,  wodurch  man  die  Notation  der 
Erdaxe  erklären  kan». 

Aufgabe  95. 

g.  839.  Ein  Körper  dreht  sich  um  eine  Äse,  welche  einer 
derHauptasen  sehr  nahe  liegt  und  ist  zugleich  der  Einwirkung 
d«s  Mittelpunktes  der  Kriifto  unterworfen;  man  soll  die  äugen- 
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blickliche,  so  nohl  in  der  Dreliungsaxe  als  in  der  Wiiikelge- 
scliwiiidigkeit  hervorgebrachte,  Aenderimg  heslimmen, 

AoflSsung. 

(Figur  112.)  Es  seien  A,  B  und  C  die  drei  Hauptpole 
des  Körpers,  und  in  Bezug  auf  sie  Ma^,  Mb^  und  Jü/c»  die 
Momente  der  Trägheit,  der  Körper  drehe  sieh  aber  jetzt  tmi 
den  A  sehr  nahe  liegenden  Pol  O  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  im  Sinne  ABC.  Es  wird  daher,  wenn  man  die  drei 
Bogen  OA^ci,  OB=^ß  und  OC=y  setzt,  der  Bogen  a  sehr 
klein,  ß  und  y  aber  sehr  wenig  von  90"  verschieden,  so  dasa 
man  cosg=1  wnd  cos|3  — cosy^O 

setzen  kann.  Wenn  wir  nun  a:=z£lcos.a,  i/=ßcosj3  und  i 
^Slcosy  setzen,  so  wird  man  also  i/  und  s  für  versehwindend 
klein  halten  können,  aber  nicht  iLrc  Differentiale,  welche 

dif=—Sldß  und  dz=—Sldy 
sein  werden.  Eine  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kräfte  gezogene 
gerade  Linie  gehe  nun  durch  den  Punkt  F,  und  es  seien  die 
Bogen  ^F=?,  BF=ii  und  CF—6;  der  Abstand  des  Mittel- 
punktes der  Kräfte  werde  :=«  und  seine  anziehende  Kraft  so 
gross  angenommen,  dass  sie  im  Abstände  e  der  Schwere  gleich 
wird.  Durch  die  Wirksamkeit  dieser  Kraft  werden  demnach 
die  Grössen  x,  y  und  t  im  Zelttheilchen  dt  so  geündert  wer- 
den, dass  man  (nach  §g.  812.  und  814.)  hat: 

dx  -J-  — 2 — yidl^^  ~- " — ä~3 

d-.  +  ''^x,jdlJ-^'^^^^^^^^'-\ 

Da  nun  dx=^dSl  Ist,  so  wird  wegen  der  verschwindend 
kleinen  Werthe  von  y  und  ; 


%.«(c=-S=)(ftcc 

IS  1J  CORO 

iS^COSÖ 

•  fco.. 

Um  diese  Veränderung  sorgfaltiger  zu    erforschet 
wir  den  Bogen  FO  suchen,  da  aber  (g.  808.) 
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co,BAF='^l- 

cosycosij—  cosßcOüd 


e\nFAO  =  - 


sFAO- 


-<is.y-< 


und  hieraus 

cos/''0=cos|3cosT!  +  cos7Cose  +  co8acos£. 
Das  Difierential  dieser  Gleichung  wiril,  weil  sin^^sin;'=t 
und  sin«=0  ist, 

(Ko  ~  FO)  sin  FO  =  cos  tidß  +  cüs  6dy ; 
<la  aber  FO^FA  =  i;  ist,  so  erhalt  man 

iFo^FO)^„t^~'^^^^^-P^^^\^^/^^-'^'~\ 
oder 

Zur  Bestimmung  dei  Lage  des  Punktes  o  haben  wir,    "eil 
tgfi^O  =  ^^  ist, 

QJo — rfycosffsiny  -|- (?(3  cos^'sin;?  . 


.sßJO^ 

also 


OJt,^"^"    '^      ^   ..r— ,-::»:  „,,,1  Oo=.^^'dW¥df- 


so  wird,  wegen  cos«=l, 

#8ini3cosy-t?rsinycos^ 
^S""'^  — «()3sin|3ens|3  +  (Z7sin7COsx 
(//Scos)' — rfyco8|3 
■~"  dß  cos  j3  -f  dy  cos  y ' 

Zusatz  1. 

§,  840.  Sind  die  Momente  der  Trägheit  in  Bczng  auf  die 
Äsen  IB  und  IC  einander  gleich,  oder  ist  b^^c'^,  so  wird 
zuerst  dSl=.li,  oder  es  erleidet  die  Winkelgeschwindigkeit 
keine  Veränderung. 

Ferner  wird  aber 
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ja Gge^(a'^ — c^)rffcosgcos9 

und  _Gi,eH'i^~c^dU<>st'ios^ 

st)  dass  (?/Jcosij  +  rf).cose^Ü 

wird 

Ztisatz  2. 

§.  841.     In  tliescm  Falle,  «o  ö'^^c^  ist,  wird 

Ffl~FO=0, 

oder  es  wird    der  ürehnngspol  O  so  nach  o  iiberdagen,    dass 

der  kleine   Weg  Oo  normal  auf  den  Bogen    i^O  ist.     Es  wird 

ferner  dieser  kleine  Weg 

&f,e^(a^—c'^)dtcnsts\nS 


uo  — 

ßÄ3 

«nd  e 

s  fragt  sich 

1  nun. 

ob 

derselbe  von 

O 

liegen 

FA,  Oller 

gej>;engesetzt  ger^ 

ichtet 

ist. 

Zusatz  3. 

«. 

.  842.     Da 

aller 

sin 

FO-.sinFAO 

■  = 

sin^O: 

isin^fO, 

wird 

s^ 

in^fO^ 

cos  y  cos };  — 

rri 

fJcosfl 
'S 

(§■  840.) 

OFo^^ 


Weil  nun  fOsich  nicht  verändert,  so  wird  nacli  der  Figur, 
worin  man  O  als  AF  sich  nähernd  angenommen  hat,  durch 
Differentiation: 

/iiT  vfA     ~-dyci}S'r]  +  dßcos8 

Qi]i:\ifi--c'')dt  smi,f^osi 

—  '~    '"'    ücVsinfO^       '' 
und  daher 

üffP^.fBg-^j^jrffsingcosg 
iiif'O.cos^fO    ■ 
Der  Winkel  AFO  ist  aber  unendlich  klein,    also  cosAFO 
=  1,  ferner  FO  =  FA~C,  also 

Of,^^^6g^>'-fM'cosg 

und  es  wird,    wenn  o'^>c^ist,    der  Pnnkt  O  sich  dem  Bogen 
AF  nähern  oder  um  A  im  Sinne  CB  fortschreiten. 

Anmerkung. 
§.  843.     Dieser  Fall,   in  welchem  Ä^—c^  ist,   so  dass  der 
Körper  zwei  gleiche  Hauptmomenfe  in  Bezug  auf  die  Ascn  IB 
und  IC  hat  und  er  sich  nahebei  um  die  besondere  Axe  JA  mit 
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(1er  Winkelgeschwindigkeit  Sl  im  Sinne  JW  drelit,  ündef  vof- 
KÜglich  bei  der  drehenden  Bewegung  der  Erde  statt  und  ver- 
dient daher  vollständiger  entwickelt  zu  werden.  Damit  dii'ss 
leichter  geschehen  kiinne,  setzen  wir,  weil  AO  =  a  ist,  den 
Winkel  BAO^q  und  es  wird  alsdann 

90*— |3=«cose  und  00'— 7=:Ksine, 
oder  ß==iW-aQ0SQ  und  y^QO" --asinp. 

Setzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen -^^^■;^2^-=iV,so  dass 
(i|3=— 2AW(cos£cose  nnd  (7>'=2iVd(cos?cosi) 
wird ;  so  erhalten  wir 

—  rfa.cos3  +  «rf5.sinp=:  — 2iW(cos?cosÖ 
nnd  —  rfw-sin  p  —  ftrfp.sin  q  =  2Ndt  cos  £cos  7/. 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  leitet  man  ah; 

da  =  2NcUqo8 £[cos g cos  6  —  sin  p cos  tj] 
und  (vrfp  :=  —  2^</icosf  [sin  q  cosö  +  cos  q  cos  ij]. 

Legen  wir  nun  dem  Mittelpunkte  der  Kräfte  F  eine  heliebige 
Bewegung  hei,  so  werden  wir  auch  so  lange  diese  Formeln 
benutzen  können,  als  der  Bogen  AO:=a  so  klein  bleibt,  dass 
die  angewandten  Zusammenziehungen  stattfinden  dürfen. 

Aufgabe    96. 

§.  844.  Ein  Körper  hat  zwei  gleiche  Hauptmomente  und 
dri^t  sich  nahebei  um  die  dritte  Hauplaxe,  der  Mittelpunkt 
der  Kräfte  aber  wird  gleichlomiig  im  Kreise  um  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  des  Kiirpets  herumgeführt;  man  soll  zu 
jeder  Zeit  die  Lage  und  Bewegung  des  KOrpers  bestimmen. 
Auflösung. 

(Figur  113.)  Es  schreite  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  durch 
den  grössten  Kreis  XFV  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^d 
fort,  und  es  sei  derselbe  im  Verlauf  der  Zeit  t  von  A"  nach  F 
gelangt,  so  dass  XF^St  ist.  Man  betrachte  daher  auf  der 
Kugel  den  festen  Kreis  XZV,  auf  welchem  Z  der  Pol  des 
Kreises  XFV  ist,  so  dass  der  Winkel  XZF=St  wird.  Nun 
befmde  sit^h  aber  die  besondere  Ase  des  Körpers  in  A,  und 
man  setze  den  Winkel  XZA~l,  wie  auch  den  Bogen  ZA=:^p; 
hierauf  sei  AB,  welcher  vom  Bogen  ZA  um  den  Winkel  ZAB 
=  q  absteht,  gleichsam  des  Körpers  erster  Meridian.  Ferner 
drehe  sich  der  Körper  jetzt  um  die  Ase  10,  so  dass  der  sehr 
kleine  Bogen  AO=ci  und  der  Winkel  BAO^q  ist,  mit  der 
Winkelgoschwindigkeit  =e.     Weil  wir  nun  wissen,    dass  diese 
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constant  ist,  wird  der  Punkt  A  im  Zeitt heilchen  dt  nach  a 
übergeben,  so  dass  Aa=idts\a  a^=asdt  und  der  Winkel  aÄO 
ein  Rechter  ist.  Es  wird  daher,  weil  ZAO=it  +  q  ist,  ZAa 
;=9  +  e — SO"!  «nd  wenn  man  das  Perpendikel  aa  auf  ZA  fällt, 

nB= — nEdicos(94-e)  und  ylß=«E<if(8Lii(7H-e). 
Hieraus  schliessen  wir,  dass 

,        ,     ,       asdtcos(f/-\-Q) 
rfjö=— ftsrfisiii(y  +  (i)  und  fÜ:= ^j|~ 

ist,  und  weil  der  Kürper  sich  gleichsam  um  den  Pol  A  dreht, 
erhalten  wir  ät/=:idt. 

Endlich  findet  man  im  Dreieck  AZF,  wo  ZA^p,  ZF=90'> 
und  AZF— X— 3t  ist, 
cosF^^cosf^sin/ycosCA— ÖO  «nd  cot^ZAF^—cospcatsß-St). 

Setzen  wir   nun  der  Kürze   wegen  den    Winket  ZAF=:qi, 


casBF=:cas(<p — q)s\n^~cas7}  und  cosCf=sin(gj— *^)sirJ'=cos9. 
Es  ist  aber 
sing)5inf=sin(i— (J()  und  cosipsin£=:  —  cospcos{i — St), 
also        cosij=— cosy»cM(^cos(i — Sf)-i-s'inf/s'm(X~St) 
und  cos  Ö= cos  y  sin  (i  —  St)  +  cos  j)  sin  q  cos  (1— ö(). 

Setzt  man  nun  ^^/"gV*'^^  =  ^.  so  erhält  man  (§.  843.) 
da ='2Ndt  sin  p  cos  (X—dfJlcosp  ein  (q-\-(f)  cos  (l — St) 

+  cos((7+  p)sin(A— di)] 
und 
ctdQ  =  --imUsinpvos{l-et)isiniq-f-^)sin(XSt) 

—  cosp  cos  (y  +  e)  cos  ß — ^0] 
und  verbindet  man  hiermit 

(/(/=  tdt  und  rf/)=— ■aErf(sin(y+  p) ; 
so  hat  man  mitfeist   dieser   vier  Gleichungen  die  vier  Grössen 
p,  (/,  ß  und  Q  zu  bestimmen.      Die  zwei  ersten  lassen    sich  in 
diese  einfacheren  umformen: 

rfa.cos(5H-e)— orfe.sin(5  +  e)  =  2i\Wsinpsin(A  — 5C)cos(A— ö( 
und 
da.  sin  (9  +  e)  +  adQ.cos  ((/  +  p)  ^2jVrf(sinpcos/J  cos  (l —  äty. 

Da  nun  9=::si-|-C  ist,  so  setzen  wir  y  +  p^^w,  also  ß  =  o> 
—9  und  indem  wir  die  (rühern  Gleichun^^en  hinzufügen,  hahen 
wir  folgende  vier: 
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dp=: — iadtsi 

,.       Ecidt  cos  I 
rfi=  — ; 


rf«.cosw — ad63.s\a(o  +Eadtsiu  <a='2Ndtsmpsinß — St)cos{X — 6t) 
da.sin  w-J- ad  ra.cos  m —  sadtcos  a^'iNdtsinp  cosjxios (i —  d()*. 

Setzen  wir  nun  uberileni  1  — d(=gi,  welcher  Buchstab  nicht 
mit  dem  vorhergehenden  (p  zu  veiivechseln  ist,  so  erhalten  wir 

dp=: — sadtsinm 

,  .  -    ,  tadtcosa 

dw=:  —  Ml  +     ■  ■■  ■    ■■■ 

da.  COS  m  —  adm.  sin  m,+  tadts'in  m:='2]Sdlsin  qsin  <p  cos  <p 
da.s'm  a  -f  adv).  cos  m—mdtcos  a  =  2iVrft  sin/)  cosp  cos  q)^. 
Nun   setzen    wir    ferner  acosea:=a:  und   oisinw=y,   damit 
wir  die  folgenden  Gleichungen  erhalten : 

I)   dp=-,,dt;    2)    di=^;  3)  d,,=-Mt+'^i 

4)  rfiK  +  sy(/i=iVd(sin))sln2q); 

5)  dl/ — E;crf(=;'iV(i(sin^cosp  +  iV(7fsin/>cospcos2q'. 

Da  X  und  y  sehr  kleine  Grössen  sind,  so  werden  wir  uns 
der  Wahrheit  hinreichend  nähern,  wenn  wir  in  den  zwei  letzten 
Gleichungen  den  Bogen  p  und  den  Winkel  A  als  constant  be- 
trachten. Legen  wir  demnach  denselben  gleichsam  mittlere 
Werthe  bei,  so  dass  sehr  nahe  p=n  und  i.=:m,  also  d<p 
=; — ddt  ist;  so  erhalten  wir: 

Bi/d(p           Nd<p   .        .  (, 
4)   dx ^^= T-^smMsin2ij) 

„_:?[^sin„co8Mcos2 

Man  wird  diesen  beiden  Gleichungen  offenbar  Genüge  lei- 
sten können,  indem  man 

a;  =^ E  +  F cos'2q}  und  ^— G'sinSg; 
setzt  und  die  Coefficienten  so  bestimmt,  dass 

iVslniicosw       p_      iVsin«(2Ä+£cos«) 

und  ^.      JVsinM(2<icosK+£) 


Weil  aber  diese  Auiliisung  nur  eine  besondere 

ir=£  +  fcos2gi  +  M  und  y—Gamiip  +  v; 

geben  sich  alsdann  die  zwei  Gleichungen 

,        ivdrp 
du 
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aus  (lelclieii  man 

u==hsmj{-p-\--0  und   »=Acos3(<p  +  £) 
ableitet,   wobei  k  und  £  beliebige  Coustantei)  sind.     Wir  Iiabei 
demnacii 

iVsiuwcosM      iVsinK(M  +  Ecos)0        . 
x=acosc,=- — —  -       ^a_,4da -^'•«^9' 

und 

HO  9  den  Winkel  FZA  —  l—H  ausdruckt.     Da  nun 

(/p  =  —  sydt  =  —s  — 
ist,  so  erhalten  wir  durch  Integration 

;,  =  « -^-^^^^|~|±^cos2,p  +  A  siug(,p  +  £)  -  Z^. 


Endlich  wird  die  Gleichung 

sxdt  txdip 

sinp  Ssmn 


dl^ 


eN(scosn+-2S)   .  „     ,     h 


26(t'-4^^T^""'-^  f -,-;^cosj(g,+S)=Ä-ZA 


Zusatz  ). 
§.  845.  Da  nach  unserer  Annahme  «— V^a^^-fy'^  ist,  so 
ersieht  niiiii,  dass  im  Verlan!'  der  Zeit  der  Abstand  AO=:a 
uicht  über  eine  gewisse  Grenze  zunehmen  kann  und  ist  diese 
hinreichend  klein,  so  werden  wir  uns  unserer  Voraussetzung 
mit  Sicherheit  bedienen  können.  Zugleich  ergibt  sieb  aber  auch, 
dass  dieser  Abstand  a  nur  dann  ganz  verschwinden  kann,  wenn 
zufällig  sowohl  x=0  als  auch  j:^0  wird. 

Zusatz  2. 

§.  846.     Vernachlässigt  man  die  von  den  Winkeln  2<p=2FZA 

und  j- (9)4-0  abhängigeil  Ungleichheiten,    so    wird  der  Pol  A 

sich  gleichrörmig  um  den    Punkt  Z,    und  zwar    rackläuög   mit 

^er  Winkelgeschwindigkeit  =iVcosn  bewegen,    wenn    nämlicb 

y  =  .a,j    •        eine   positive  Zahl  Ist.     Er  wird  auf  diese 
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Weise  einen  ganzen  Üniiauf  in  (!er  Zeit  ^■jy-  ■  -  Secitnden 
ausfuhren,  wählend  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  F  einen  Umlauf 
in  -^  und  der  Kürpcr  selbst  in  ■ —  Sociindeii  jmsführt. 

Zusatz  3. 
g.  847.  Ausserdem  al)er  erleiden  sowohl  der  Abstand  ZA,  als 
auch    der  Winkel  XZA  geringe  Ungleichheiten   zum  Theil  von 

dem  Winkel  ^<p  =  2FZA,  zum  Theil  von  dem  Winket  \{<p-\-l) 
^=C — tl,  d.  h.  Ungleichheiten,  welche  zun»  Theil  von  der  Be- 
wegung des  Mittelpunktes  der  Kräfte,  zum  Theil  von  der  dre- 
hendeii  Bewegung  des  Kiirpers  selbst  abhängig  sind.  Setzen 
wir  daher  den  Winkel  Z^B  =  i|),  so  wird 

Z^=.«-t^^||Ä)eo.2,_/.siu(^  +  ,) 

AZJ=m-iV(cosH-l-^|^^i^sin2cp  +  ^cos(i^ -f- £)■ 

Anmerkung  1. 
g.  848.  Wir  haben  hier  angenommen,  dass  der  Körper 
sich  in  demselben  Sinne  drehe,  in  welchem  der  Mittelpunkt 
der  Kräfte  F  um  ihn  herumgeführt  wird ;  wie  diess  hei  der  Erde 
geschieht,  welche  sich  von  Westen  gegen  Osten  dreht,  in 
welchem  Sinne  wir  auch  die  Sonne  \ind  den  Mond  mit  eigener 
Bewegung  fortrficken   sehen.     Ferner  haben  wir  auch  die  Zahl 

7V=   ^^  ^"g  g  -^  als  positiv  oder  den  K<iri>er  als  so  beschaffen 

betrachtet,  dass  sein  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die 
Axe,  nm  welche  er  sehr  nahe  sich  dreht,  ein  maximum=^7n^ 
sei,  während  das  Moment  in  Bezug  auf  die  im  Aeqnalor  an- 
genommenen Axen  ein  minimum  und  t=  Mc"^  ist.  Dass  die  Erde 
diese  Eigenschaften  besitzt,  zeigen  die  über  die  zusammenge- 
drückte sphäroidische  Gestalt  derselben  angestellten  Beobach- 
tungen. Bei  dieser  Einrichtung  niuss  demnach  die  Axe  der 
Erde  sich  um  den  Pol  der  Ekliptik  Z  rückläufig  bewegen,  wie 
diess  durch  die  Beoljachtnngcn  erkannt  wird.  Ausserdem  ist 
aber  weder  diese  Bewegung  der  Axo  gleichf'ürmig,  noch  ihr 
Abstand  vom  Pole  der  Ekliptik  Z  constant,  sondern  einer  dog- 
pelten  Ungleichheit  nnterworfon,  von  denen  die  eine  von  dem 
doppelten  Winkel /"'ZJr^  9,  die  andere  aber  von  der  drehenden 
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Bewegung  äe»  Körpers  abhängig  ist.  Die  letetere  kann  gtüssec 
oder  kleiner  sein,  je  nachdem  im  Anfunge  der  Dreliungspol   O 

sowohl  in  Bezug  airf  den  Pol  A,  als  in  Bezug  auf  die  Lage 
des  Miltelpirnktes  der  KrSfte  F  gestellt  genesen  ist.  Es  be- 
zeichnet tiSmiich  (ö  den  Winkel  ZAO,  und  wenn  im  Anfange 
oder  wenigstens  zn  einer  gegebenen  Zeit  ausser  diesem  Win- 
ke! die  Grlissen  AOr=a,  ZAO=a,  FZA~<p  und  ZAB=^i 
bekannt  sind,  wobei  AB  als  erster  Meridian  des  Körpers  an- 
genommen wird;  so  werden  durch  die  zxvei  Gleichungen 
,  iVsinwcos«    ,  ]Sainn(scosn  +  'i3)         ,, 

« cos »  + j—  f t=-4r-       •^<*^-^'P 

iVsin)i(E+'2acosT0    .  ,,    ■_^^     n 

die  zwei  Consfanten  h  und  £  bestimmt.  Wenn  demnach  sich 
nicht  etwa  A=0  ergibt,  so  wird  der  Pol  A  tägliche  Ungleich- 
heiten erleiden,  so  dass  er  innerhalb  einer  jeden  Umdrehung 
sich  wechselweise  dem  Pole  der  Ekliptik  nähert  und  von  ihm 
entfernt,  und  zugleich  wechselweise  rück-  oder  rechtläufig 
schwankt.  Jn  Folge  dieser  Ungleichheit  würde  der  Pol  A  in 
den  einzelnen  Umlaufen  einen  Kreis  beschreiben  und  da  der 
Mittelpunkt  des  letztern  ruhet,  wird  man  ihn  vielmehr  für  den 
wahren  Pol  der  Erde  halten,  so  dass  diese  Ungleichheiten  nicht 
wahrgenommen  werden.  Alsdann  werden  aher  die  äbrigen  Un- 
gleichheiten, welche  von  der  Wirksamkeit  des  Mittelpunktes 
der  Kräfte  abhängig  sind,  nicht  auf  diesen  scheinbaren,  sondern 
auf  den  Pol  der  Hauptaxc  selbst  einwirken. 

Anmerkung  2. 

§.  849.  Indem  wir  aber  diese  tägliche«  Ungleichheiten 
übergehen,  welche  vielleicht  auf  die  Schwankung  der  Axe  ein- 
wirken, so  werden,  wenn  a''>f;2  ist  und  der  Körper  sich  in 
demselben  Sinne,  als  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  dreht,  die  Er- 
scheinungen sich  folgendermaassen  verhalten: 

Erstens  wird  der  Alistand  des  Poles  A  vom  Punkte  Z, 
welcher  der  Scheitel  oder  Pol  der  vom  Mittelpunkte  der  Kräfte 
beschriebenen  Bahn  ist,  veränderlieh  sein  und  zwar  den  klein- 
sten Werth  erhalten,  w  enn  der  Winkel  FZA  ■=  rp  entweder  =0<' 
«der  =1800  jgfj  ^^  wird  aher  den  griissten  Werth  haben,  wenn 
^i^gO"  oder  =^270"  ist  und  es  wird  der  Unterschied  zwischen 
dem  grössten  und  kleinsten  Werlhe 
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Zweitens  wird  der  Pol  A  um  den  Punkt  Z  i'ückläuflg  mit 
ungleiclilurmiger  Bewegung  fortschreiten  und  wenn  wir  dies«) 
wie  es  gebräuchlieb  ist,  durch  die  um  die  Mittetpunktsgleichurig 
zu  verbessernde  mittlere  Bewegung  darstellen ;  so  wird  er  mit 
dei'  mittleren  Bewegung  und  der  Winkelgeschwindigkeit  :^iVcosM 
zurCicksc breiten.  Alsdann  wird  aber  die  Correctiun  oder  die 
grüsste  Milfelpunktsgleichung 

welche  addirt  werden  muss,  wenn  FZA^^dp  entweder  45"  oder 
225",  hingegen  subtrahirt,  wenn  <p  entweder  1350  oje,-  Jigo  jgf. 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Winkel  FZA  =  ip  gefun- 
den wird,  indem  man  die  Länge  des  Mittelpunktes  der  Kräfte 
f  von  derLSnge  des  Poles -4  subtrahirt.  Uebrigens  betrachten 
wir  hier  die  Geschwindigkeit  der  drehenden  Bewegung  s  als 
seht  gross,  im  Vergleich  mit  der  Geschwindigkeit  des  JMittel- 
punktes  der  Kräfte  ä;  wäre  nämlich  f^2ä,  so  wEirden  die  ge- 
fundenen Versuche  selbst  ins  Unendliche  übergeben.  In 
diesem  Falle  wöide  man  aber  die  Integration  unserer  Gleichun- 
gen »uf  eine  besondere  Weise  anzustellen  haben;  indem  man 
n9mlich 

a:=E  +  Fcos2ip  +  Atps\u'2ip  und  ^=08^2^-]- B(pms2<p 
setzt,  wird  man 

TVsinjicosM                             JVsinw(!+cosn) 
A= 23— ■     ^  =  ß- p 

und  ./ysin^Cl-cos«) 

P+f^  = 4ä 

finden.  Da  aber  hier  a;  und  y  beständig  wachsen  und  so  die 
aufgestellte  Hypothese  bald  überschreiten  würden,  so  konnte 
die  ganze  Rechnung  nicht  mehr  stattfinden.  Unsere  Formeln 
werden  daher  nur  dann  angewandt  werden  können,  wenn  e^ 
merklich  von  4d^  verschieden  ist. 
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Kapitel     XVII. 

Vollsländ'i/ere    Oarüdhivfj    der    TtKiveifuiig    der    Kreisel    auf 
einer  horhoaialen  E/iene,   unier  BeiseAiesetzung  der   Ileifiurty. 


Erklärung  14. 
§.  850.  (Figur  114.)  Die  Axe  des  Kreisels  ist  die  ge- 
rade Linie  AF,  welche  aus  der  SyMv.Q  F  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  /  gezogen  und  zugleich  seine  besondere  Haupt- 
axe  ist,  so  dass  in  Bezug  auf  alle  auf  dieselben  normalen  Axen 
IB  die  Momente  der  Trägheit  iintev  sich  gleich  sind. 

Zusatz  1. 
g.  851.  Die  passendste  Figur  eines  Kreisels  ist  demnach 
die  gedrehete,  welche  erzeugt  wird,  indem  eine  beliebige  Figur 
sich  um  die  Axe  AF  herumwSlzt;  wenn  nur  dieselbe  in  der 
Spitze  F,  womit  er  auf  der  horizontalen  Ebene  fortschreiten 
kann,  endet. 

Zusatz   2. 
g.  852.     In  einem  Kreisel  müssen  aber   die  folgenden  Grös- 
sen, welche  in  die  Rechnung  eintreten,  bekannt  sein: 

1)  seine  Masse  oder  Gewicht,  welches  =M  sei; 

2)  der  Abstand  der  Spitze   vom  Mittelpunkte  der  Trägheit, 
oder  lF=f; 

3)  das   Moment    der   Trägheit    irj    Bezug    auf    die  Axo  AF 
=  JI/«*  und 

4)  das   Moment   der    Trägheit   in  Bezug  auf  alle,    auf  jene 
normalen  Axen,  welches  =  Mc^  sei. 
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Zusatz.    3. 

^.  853.  Da  via-  oben  iin  allgcmeincti  die  HauptrtionitMite 
der  Trägheit  eines  jeden  Körpers  gleich  Ma"^,  Mti^  und  Mc* 
gesetzt  haben,  so  wollen  hiei'  die  zwei  letztem  einander  gleich, 
also  b^=:c^  annehmen. 

Znsatz  4. 

§.  SS4.  Wiihrcnd  düher  der  Kvei=el  nul  seiner  Spit/c  F 
auf  der  horizontalen  Ebene  fortsthreitef.  Kann  seine  Äxe  AF 
sich  nicht  ilber  eine  bestimmte  Crcnze  zum  Hniizont  neigen, 
welche  man  erhält,  indem  man  von  F  nach  dem  Kür|)er  des 
Kreisels  die  äusserste  gerade  Linie  F/c  zieht  Ea  wird  nanilich 
alsdann  -der  Winkel  AFk  jene  Grenze  angeben. 

Anmerkung, 
g.  855.  Oben  haben  wir  nur  solche  Kreisel  betrachtet,  in 
denen  alle  Momente  der  Trägheit  unter  sich  gleich  waren, 
welche  Bedingung  zw  beschränkt  war.  Jetzt  wollen  wir  daher 
die  Bewegung  der  Kreisel  im  allgemeinen  erforschen,  indem  die 
Bedingung,  dass  AF  die  Flau}jlaxe  und  in  Bezug  auf  die  zwei 
übrigen  Äxen  die  Momente  der  Trägheit  einander  gleich  seien, 
mit  der  Natur  der  Kreisel  nothuendii^  verbunden  zu  sein  scheint. 
Die  Grundsätze  ab«r,  aus  welchen  die  Bestimmung  dieser  Be- 
wegung hergeleitet  werden  muss,  sind  oben  in  Ka|jitel  XIV. 
schon  auseinandergesetzt  worden,  wo  wir  gesehen  haben,  dass 
die  ganze  Arbeit  von  dem  Utucke,  mit  welchem  der  Kreisel 
wahrend  seiner  Bewegung  sich  in  seiner  Spitze  F  auf  die  ho- 
rizontale Ebene  stützt,  abhüngig  ist.  Obgleich  dieser  Druck 
nur  erst  nach  der  zu  Ende  geführten  Auflösung  erkannt  werden 
kann,  tritt  er  doch  sogleich  in  dio  Rechnung  ein.  Es  sei  dem- 
nach H  dieser  Druck,  dessen  Kichtinig  von  der  Spitze  7^  immer 
vertikal  nach  oben  geht.  Wii;  haben  nun  oben  §.  767.  gezeigt, 
dass,  wenn  man  die  Neigung  der  Axe  AF  gegen  den  Horizont 
=z&  setzt  und  diese  im  iiteittheilchen  dt  um  ihr  Dilferenlial  dft 
wachst,  das  Element  dt  aber  constant  angenommen  wird, 
alsdann 

cosß.ddß—^sin$.(ie^_ 


__   .       ,cos0.(?(;rt-sir 
0- 


JT_  co>i0.dd.f)~sm6d6'' 


,  d(de.cosO)      .  .  ,.^/,si 
'iffdi'i 
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sein  wird.  Da  wir  nun  festsetzen,  Jass  der  Kie'iHel  durch  die 
Kraft  n  wnd  ausserdem  nur  durch  die  Schwere  angetriehen 
werde,  ao  kann  sein  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  keine  andere 
Bewegung,  als  eine  in  vertikaler  Richtung  entweder  auf-  oder 
absteigende  annehmen,  während  sein  Abstand  von  der  horizon- 
talen Ebene  =--/s1dö  ist  Ist  ihm  aber  anfangs  überdem  eine 
gewisse  horizontale  Bewegung  beigebracht  worden,  so  wird  er 
Oiesebestäiidiggleichtiirniig  beibehalten  und  so  die  ganze  Frage  auf 
die  drehende  Bewegung  allein  zurückgeführt.  Da  nun  also  die 
Schwere  nichts  hierzu  beitragt  und  alle  Störungen  nur  aus  dem 
Drucke  n  hervorgehen,  so  müssen  wir  die  Momente  dieser 
Kraft  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des  Kreisels  bestimmen. 

Aufgabe    97, 

@.  856.  Wenn  ein  Kreisel  eine  beliebige  gegen  den  Hori- 
zont geneigte  Lage  einhält,  und  ungleich  der  Druck  U,  womit 
seine  Spitze  sich  aul'  die  horiKontalo  Ebene  stfifzt,  gegeben  ist; 
so  soll  man  die  Momente  dieser  Kral't  in  läezug  auf  die  Haupt- 
axen des  Kreisels  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  115.)  Um  des  Kreisels  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
ist  eine  Kugel  beschrieben,  auf  welcher  Z  der  Scheitelpunkt 
ist  und  es  schneide  die  Axe  des  Kreisels  die  Kugel  in  don 
Punkten  Ä  und  F;  die  zwei  übrigen  Hauptaxen  mögen  aber 
die  Kugel  in  den  Punkten  B  und  C  treffen.  Wenn  nämlich 
auch  diese  zwei  Axen  für  sieb  nicht  bestimmt  werden,  so  ist 
es  doch  angemessen,  zwei  bestimmte,  so  wohl  unter  sich  als 
auf  die  Axe  ,^f  normale,  Linien  anzunehmen,  durch  welche 
man  hierauf  die  Lage  des  Kreisels  zu  jeder  Zeit  angibt.  Man 
setze  die  Bogen  der  grössten  Kreise  ZA^^f,  ZB=m  und 
Zf=w,  alsdann  wird  /=900  — ö,  wenn  0  die  Neigung  der  Axe 
AF  gegen  den  Horizont  bezeichnet.  Da  nun  die  Spitze  F, 
deren  Abstand  vom  Mittelpunkte  der  Trägheit  IF=f  ist,  in  der 
vertikalen  Richtung  durch  eine  Kraft /'iT=  JT angetrieben  wird, 
so  dass  der  Winkel  AFn=l  ist;  so  zerlege  man  dieselbe 
nach  den  Richtungen  FA  und  FV,  von  weichen  die  letztere  in 
der  vertikalen  Ebene  AZF  normal  auf  AF\»t.  Es  wird  alsdann 
die  Kraft  längs  FA=ncasl  und  die  längs  FF=:JTsin/,  wobei 
jene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  TrSghcit  geht,  keine 
Momente  ergeben  wird.     Diese   Kraft  '  ri'^=i7sin/   wird    aber 
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in  Beiug  auf  die  Ase  AF  ebenfalls  kein  Moment  ergelien,  da- 
gegen in  Bezug  auf  die  Axo  IB  das  Moment  =ir/sin^sin  FFß 
im  Sinne  AC.  und  auf  ähnliche  Weise  in  Bezug  auf  die  Axe 
IC  das  Moment  =  H/sin/sin  FFC  im  Sinne  BA.  Es  ist  aher 
Z.  VFB=ZAB  und 

sin2^B:=-cosZJC=  — ^^, 
l'ernev  Z.  VFC=  ZAC  und 

s]nZAC==co^ZAB^^^^- 
Wir  haben  daher  die  folgenden  Momente  der  Kriifte 
in  Bezug  auf  die  Axe  lB=-~IIfcasn  im  Sinne  AC 
und     in  Bezug  auf  die  Axe  W^TIfcosm  im  Sinne  JiA, 
und  da  wir  die  Momente  der  KrHfte  in  Bezug  auf  die  Axen  lA, 
IB  und  IC,  im  Sinne  BC,   CA  und  AB  oben  (g.  814.)  allgemein 
gleich  P,    Q  und  7;  gesetzt  haben;  so  wird  für  unseru  Fall 
P=0,  Q=  +  nfcosn  und  ß=— JT/cosm. 

Aufgabe  98. 
g.  837.  Ein  Kreisel  dreht  sich  in  einer  beliebigen  geneig- 
ten Lage  lim  eine  beliebige  Ase,  welche  durch  seinen  Mittel- 
punkt der  Trägheit  geht;  man  soll  die  augenblickliche  snwohl 
in  der  Drehungsase,  als  auch  in  der  Winkelgeschwindigkeit 
berForge brachte  Veränderung  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  117.)  Um  den  Mitte)|»itnkt  der  Trägheit  /  denke 
man  sic^h  eine  unbewegliche  Kugel,  auf  welcher  Z  der  Schei- 
telpunkt und  ZX  ein  fester  Vertikalkreis  ist.  Es  babe  jetzt 
der  Kreisel  eine  solche  Lage,  dass  die  eigenthümliche  Axe 
desselben  dem  Punkte  A  der  Kugel,  die  zwei  übrigen  Haupt- 
axen  aber  den  Punkten  B  und  C  entsprechen  und  man  setze 
die  Abweichungen  dieser  Axen  vom  Scheitel  oder  die  Bogen 
ZA^l,  ZB~m  und  ZC=n,  so  dass  man  hat 
cos /^ -f- cos  iti^ -H  cos  M^  ;=  1 . 

Ferner  seien  die  Winkel  XZA=l,  XZB=^^  und  XZC=v, 
deren  Relationen  zu  jenen  Bogen  bekannt  sind.  Es  drehe  sich 
nun  aber  der  Kreisel  um  die  Axe  10  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit =Ü  im  Sinne  ABC,  und  es  seien  zur  Bestimmung  des 
Drehungspoles  O  die  Bogen  AO=^a>  BO  =  ß  und  CO^y. 
Setzt  man  ferner  Slcosu=x,  ilcosß=j/  und  ücosy=i,  so 
werden,  weil  die  Momente  der  Kräfte  P=0,  Q=2  nfcosn  und 


yGoosle 


der  Kreisel  auf  einer  horizontalen  Ebene,  etc.  477 

R=:-nfcasm  sind  und  weil  A^^c^ist,  die  im  Zeittheilohen  dt 

hervorgebrachten  Veränderungen    durch  folgende  Formeln   aus- 
gedrückt; 

I)     rfa:=0 

Ausserdem  muss  man,  zur  Bestimmung  von  l,  in,  n,  X,  p. 
und  V  nach  §.  80!).  folgende  Gleichungen  hinzufügen :; 
dl.sinl=(ycosn — icosm)flt  s\npdl= — (t/cosm  +  zcoBn)dt 
dm. s'inm=^{i  cos  l — xcosn)dt  sin»i^rffi=: — (icos«  +  wcosl)dt 
dtt.sinn^(a!cosm — i/cns  l)dt  8i'an^dv  =  —  {xcosl+ycosm)dt 
Da  aber  die  Neigung  der  Axe  gegen  den  Horizont  weiche 
wie  oben  ^=6  gesetzt  haben,  hier  =^90** — l  ist,  wonach  wir 
sinö  =  cos^  haben,  so  wird 

H  _        fdd.cosl 

Um  diese  Gleichungen  mehr  zusammenzuziehen,  setzen  vfir 
cosl=p,  cosm=:q  und  cosw=r, 
und  erhalten 

'M-^'^2gdt^' 

so  nie  ausserdem  die  Gleichungen: 
1)    ds=0 

„.     ,    .  a^~c^     .      'iUfgrdt 
II)    %+-^"-^*'^(=-^-' 

III)     dz ~^xydt= ^^1-. 


VI)     dr={py~^.)dl      IX)  rf-^-^H^tMl*. 
Hierbei  hat  man  zu  bemerken,  dass 


g.  858.     Dreht  sich  der  Kreisel  um  die  Axe  lA  seihst,    so 
dass  ß— 0  und  ß=y=:m'>  ist;  so  wird 
x^Sl,  y--=0,  1=0,  dx=d£l,  d>i=.~-Sldß  und  dz=- Sidy 
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Wir  eihalfen  demnach  die  folgenden  Gleichungen: 

dSl~0     dä--^^'^      rf,-2M.?^ 

ÜSl—\),    dl^^-    ^jfj^^    ,     ity—    ß^y^a   ■ 

dp=0,     dq~Sirdt,     dr=—Sl(idt  nnd  rfA:=0. 
In    diesem  Falle   erleidet  also  im  ersten  Aiigenblicl;  weder 
die    Winkelgeschwindigkeit  Sl,    noch    die  Lage  des  Piinktei«  A 
eine  Aenderung. 

Zusatz   2. 
§.  859.    Da  dp=(qz — ■ry)dt  ist,  so  nird,   indem  man  diflfe- 
rentitrt ,    ddp  =  dt .  (qdz  —  rdy)  -\-  dt(xdg  —  ydr) ;     indem     man 
die  gegehenen  Werthe  subslituirt,  erhält  man 

*  =  5'^^(,j,+„)-?gV+'')Mto+r.)-pöH=>). 
Hieraus  ergibt  sich 

+  2ff  25       "' 


n  _  2ff c^  +  Ai^.t^(gy  +  r£)  -  fc-'p  (y-^  +  %^) 
M-  2gc'^  +  2gP(q^-i-r-') 

Zusatz  3. 
§.  SßO.     Alis    den  Gleiehungen   ]V.,    V.  nnd  VI.    schliesst 
man,  »ie  wir  schon  früher  (g.  SIO.)  bemerkt  haben,  auf 

adp  -\-ydq  -{-zdr^^ü , 
welche  Gleichung,  da  p^  +  9°  +  i^=l  ist,  statt  der  Gleichun- 
gen V.  und  VI.  angenommen  werden  kann.  Von  den  Gleichun- 
gen VII.,  VIII.  und  IX.  wird  es  aber  hinreichend  sein,  eine 
einzige  zu  behandeln  und  diese  Arbeit  wird  zuletzt  unternom- 
men werden  müssen. 

Zusatz    4. 
§.  861.  Hat  man  die  Grössen  x,  y  «nd  %  gefunden,  so  wird, 
weil    cosK^  +  cos/S^  +  cosy^  — 1   ist,    die    Winkelgeschwindigkeit 
Sl=^ x'^-\-y'^ -\-i^',    hieraus  schliesst  man   umgekehrt  auf  die 
Winkel,   indem  wir  haben 

cos«=J,     cos^=^   undcosj.=  ^. 
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§.  S62.  Miiii  soll  die  vorher  gerunileiien  Differenlialglei- 
chungen,  welclie  die  Beilegung  des  Kreisels  ausdriitken,  so 
weit  es  möglicli  ist,  zur  Integration  durchführen. 

AuHüsung. 
Offenbar  ist  sogleieli   x  constarit,    uod  setzen  wir  demnacli 
x^A,  so  werden  die  übrigen  zu  integrirenden  Gleichungen : 
.  Aia^—c'^}xdt  _  2  nfffrdt 

i)     "J  +  ^2  ~      jffg%      ' 

^)  ''' —ip.      - — m^' 

3)  dp  =  dt  {qz  —  rij) , 

4)  ydq  -]-idr  =  —  Adp; 

hierbei  ist    5  =  1  +  ^,  und  p^+^^  +  r^z^l. 

Multifilicirt  man  nun  J)  in  q  und  2)  in  r,  und  addirf  beide 
Produkte,  so  erhält  man  die  GleiehuDg' 


ivelche,  weil  dl(_qx  —  ry)^dp  ist,  übergeht  in  diese 

,     .      ,            A(a^-c^) 
qdy  +  rdi= ^ dp . 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  4),  so  erhalt  man  die  Ailgendc 

qdy  +  ydq  +  rdz  +  idr=  — -^  Adp , 

deren  Integral 

qy-Vri-B-'^Ap 

ist.     Bildet  man  ferner  [\).y-\-(2).i,  so  ergibt  sich 

ydy\-xdz  =  ~jg-^^{ry^qi)  = -g^  . 

Da  nun  aber  ^—14  '^„aA    'st,   so  geht  dieselbe  über  in  die 
folgende 


sieh  durch  Integration  ergibt 

'~^d^ 


y2  +  ,:i^C-Ä_/^. 


Es  ist  aber  ferner 


y  Google 


480    Kap.  XVII.      Volhländigere  IJarsteUung  dn-  ßficeg. 


und  wir  erhalten  so  die  neue  endliehe  Gleicliung 


(9> 

-rj)>= 

und  da    aus  der 

vorhergehenden  Glr 

»chung 

(w+> 

■>)"=(ß- 

^r. 

durch  Äddifioii  heider  s 

ich  erglht 

(,H.%H.-)=f -^-s^^-;i^' +(«-^)'. 

Es  ist  aber  ^s  +  r*^!— p**,  und  wir  erhalten  daher 

!/"+''=  c'  +  p-fy 

(«'  -"J)"= e,^p^f^, 

Da  wir  hiernach  die  Grüssen  g^+rt,  j^+i^  und  gi  —  ri/ 
durch  p  aiiein  bestimmt  hahen,  finden  »ir  sogleich  den  Dniclr 
n,  durch  dieselbe  Grosse  p  allein  folgcndcvmaassen  ausgedrückt; 

Hierauf  erhalten  wir  aber  auch  das  Element  der  Zeit 

.;;_  .iyVT'+/^-/y  _       

und  es  ergibt  sich  ferner,  sbenfalls  durch  p  ausgedrückt, 

di.= — ^ — j— ^. 

Die  Winkelgeschwindigkeit    wird  so  bestimmt,  dass    w-ir  haben 


cv.-ifyp  +  p(B-4"e--\' 


«-^•  + ,.+7cr7v 
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und  durch  Sl  wird  der  Bogen  AO^^u  bekannt;  so  dass,  weil 
die  Zeit  t  dnrcli  p  gegeben  wird ,  wir  für  eine  gegebene  Zeit 
die  Grossen  £1,  a,  p  und  k  angeben  Icönnen.  Obgleich  endlich 
wenig  daran  liegt,  die  Grössen  y  und:  jede  iiir  sich  zu  keuneti, 
so  ergibt  sich  doch  aus  den  Gleichungen  1,  und  2, 

':X-..i>_^i«'-c'),u  _  ^"ft.i<i'-^')(.'+r-W 

»'  +  ""  «'  Mc'[Cc'-VsP  +  flB-^i)l 

i  diese  Gleichung  auch  integrabel  ist ,  so  ergibt  sie  den 
und  daher    das  VerhSltniss  zwischen  y  und  z,    aus 


■<0' 


welchem,  in  Verbindung  mit  y^  +  i^,  sich  beide  Grössen  y  und 
z  getrennt  ergeben.  Hat  man  diese  gefunden,  so  werden  auch 
</  und  r,  jedes  für  sich  aus  den  Werthen  der  Formeln  §j  +  »'t 
und  js — ry  abgeleitet. 

Aufgabe  100. 
§.  863.  Es  ist  dem  Kreisel  anfangs  in  gegebener  Neigung 
«ine  drehende  lieM'egnng  um  die  ei^cntfiifmlicbe  Axe,  mit 
g^-gefeenei' Wiiikelg'escbnindigkeit  beigebracht  worden;  man  soll 
seine  Lage  und  Bewegung  nach  jeder  beliebigen  seitdem  ver- 
flosiienen  Zeit  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  117.)  Gesetzt  es  habe  sich  im  Anfange,  wo  i  =  0 
ist.  die  Ase  des  Kreisels  in  n  befunden,  wobei  der  Abstand 
oder  üogen  Za=^l  ist  und  man  setze  cosI=jj,  so  dass  f\s 
die  Höhe  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  über  der  horizontalen 
Ebene  ist.  Zu  derselben  Zeit  habe  aber  der  Bogen  AB  sich 
aufwö  befunden,  so  dass  wir  für  den  Anfang  l—l,  m=90°—l,n=SOo 
und  (1=0,  also  ^!>=V!  17=  V  1  — p^  und  r=0  haben.  Ferner  habe  im 
Anfange  der  Krei.sel.um  die  Axe  lA  und  im  Sinne  SC,  eine  drehende 
Bewegung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =e  empCaiigen,  so 
dass  a=0,  |3=9üo  und  y=W^.  also  £i=£,  x  =  i,  ^  =  0  und 
t=0  war.  Hieraus  erhalten  wir  demnach,  wenn  die  ohen 
durch  die  Integration  eingetretenen  Constanten  bestimmt  werden: 

1)  A  =  i;        2)  ß=*-J  und    3)  C=  ^■ 
Man  findet  aber,  indem  man  diese  Werthe  substituirt,  zu- 
erst zwischen  (  und  p  die  Gleichung 
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,u^         cdpVc^+r^rr 


dl 


Hierituf    wird    der    Winkel   XZA  =  i    so    iiestimmt,    dass 
111  hat 

^ifidtjv—p)  __       saMpV(v-p)(c'^  +  r—pp^) 

Feiner    wird  die  WinlielgeschniiKliglseit  ß  im  Sinne  ABC 
durch    die   Tnigendc  Gleichung  ausgedrSckt: 

und  hieraus   coso  =  -^-     Zur    Bestimmung  von    cos|3  — ^und 
cosy^vj  ist  aher  zuerst 

?/  +^  cy-^r-rr'^  —  --"^  -" 

und  ausserdem  linden  wir 


V (p  -?;)[4cYff(l  - p^')  - .Vt*(t> - pn 
und        ,=  -.</  = __^__=_  . 

Ferner   finden   »vir    den  Druck,    welchen  jetzt    der  Kreisel 
mittelst  seiner  S)>itze  gegen  die  horizonlale  Ebene  ausübt,  aus 
der  Gleichung 
J7  _  2c^ff  +  i'^a^f{p~p)       fp(p~p)[4cYff  +  i''''T(P  -}>)] 

Endlich  erhält  man,  um  die  Grossen  y  und  2  jede  für  sich 
zu  bestimmen,  die  Gleichung 

ydz-idy _ i(o'-c')<^'  _  «  ^fydU^^f^-f^r^ 
.       s'  +  i*   ~      .    c«  iW    4c-Yj7  +  s^«y2(v-p) 

oder 

'!ldz~-zd>,      ,(n^^v^)dt       ,a'^dßc*rff  +  i^a*r'(V  -p)] 
y'^-l-i^    ~  c*  2c^[4cY5  +  £%Y^(p-/,)] 

■     ta^Ppdm-p) 

Hat  man  almr  1/  und  i  gefunden,    so   werden  durch  diesel- 
ben auch  q  und  t  iiestimnit. 

Zusatz   1. 
g-  864.     Der  Bogen  ZA-l  kann    bis  ÖO"  ivachseii  oder  ca 
kann  der  Kreisel  niederfallen,  so  lange 
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isf.     Damit  also    der   Kreisel   nicht  hinfalle,    muss  nothivendig 
die  ihm  zuerst  heigebrachte  Winkelgeschwindigkeit  grösser  als 

^Y    y     ^öin,   wobei   V^eosZa  ist.     Hat  dalier   der  Kreisel 
anl'iings  vertikal  gestanden,  so  muss 


sein;  wird  diese  Bedingung  nämtich  r 
die  leichteste  Ursache  den  Kreisel   in 


cht  beohachtet,   so  kann 
seiner  Bewegung  stören. 


Zusatz  2. 
§.  865.     Ist  aller  i\i*p-:>ic^ff/,    so   wird  es   eben   so,    wie 
die  Grösse  p  nie  v  übertreffen  kann,  eine  Grenze  geben,   über 
weiche     hinaus     sie    nicht    vermindert    werden    ivird.      Diesen 
Grenzwerth  erhält  man  aus  der  Gleichung 

lind  es  ergibt  sich  hieraus 


p~ 


oder  sehr  i 


als   der   kleinste   Werlh 
Werth  des 


=  c(iaZA, 


ZA  folgt. 


der   griisste 


§.  806.     Betrachten  wir  aber  in  Figur  114.  den  Winkel  IF/:, 

:ann  die  Neigung  der  Äse  gegen  den  Horizont,  deren  Sinus 
ist,    nicht  kleiner  als  dieser  Winkel  werden,   und  es  kann 


rehende  Beiregung  des  Kreisels  nur  dann  inim» 
ern,  wenn  der  kleinste  Werth  von  p  noch  grösser  a 
ist.     Setz-en  wir  daher  s\nIFk=k,  so  muss 

'   >      «4(p._/,j  - 
Anmerkung    I. 
§.  867.     Es  ist  demnach  angemessen,    hier  zwei 
zustellen,    nämlich  den  einen,  in  welchem  die  dem  li 
erst  beigebrachte  Winkelgeschwindigkeit  s  kleiner  als 


fortdait- 
ä  siolFk 
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%cVfg(\-lfl) 
und  den  andern,  in  welchem  sie  grösser  ist.     Im  erstem  Falle, 

ist,  wird  dui'  Kreisel  bald  niederJ'allen ,  weil  er  nicht  bis  zur 
kleinsten  ^Seigung  gelangen  kann,  ohne  (lass  er  mit  seinem  Körper 
die  horizontale  Ebene  berfihrt,  auf  welche  Weise  die  drehende 
Bewegung  aufgehoben  werden  wird.     Im  letzten  Falle  aber,  wo 

ist,  wild  die  drehende  Bewegung  beständig  fortdauern,  wenn 
wir  nämlich  von  der  Reibung  und  allen  Hitideinissen  der  Be- 
wegung abstrahiren.  Damit  demnach  eine  immerwäbretide  dre- 
hende Bewegung  entstehe,  niuss  nothwendig  dem  Kreisel  zuerst 
eine  grossere  Winkelgeschwindigkeit  e  beigebracht  werden,  als 
diese  Formel  darstellt.  Es  ist  <iber  klar,  dass,  je  grösser  die 
dem  Kreisel  beigebrachte  \Vinkelgeschwindigkeit  ist,  er  sich 
desto  weniger  gegen  den  Horizont  neigen  wird  und  wäre  jene 
Geschwindigkeit  unendlich  gross,  so  wflrde  der  Kreisel  bestän- 
dig dieselbe  Neigung  beibehalten.  Ist  aber  die  drehende  Be- 
wegung eine  immerwährende,  so  wird  sich  der  Kreisel  von 
Anfang  an  mehr  gegen  den  Horizont  neigen,  bis  er  die  grösste 
Hmneigun<;  eireicbt  dann  wird  er  ^ich  viieder  bis  zu  semer  an 
länglichen  Stellung  auflichten  und  hnt  er  die^e  erreicht  so 
niuss  min  annehmen  dais  er  gleichsim  Eine  Periode  seiner 
Bewegung  zu rücl  gelegt  habe  worauf  er  aul  ahnhche  Meise 
lortscbreiten  wird,  denn  niemals  wird  der  Kreisel  sich  mehr  als 
im  Anfange  aufrichten  wenn  keine  Reibung  stattfindet  tilet 
det  mmlich  der  Kieisel  w  ihiend  er  mit  seiner  Spitze  über 
dei  horizontalen  Ebene  fort^^eht  Reibung  so  wird  deien  \\ir 
kung  da/u  \erwandt  den  kreisel  aufzurichten  in  so  fern  er 
nicht  durch  die  Verminderung  seiner  Wmkelgeschntndigkeit 
niederzufallen  ^e/wungen  wird  Fs  kinn  daher  niiht  wunder 
b-ir  erscheinen  diao  die  Erlahrun^'  nicht  mit  unserer  Rechnung 
libereinstimiut  indem  man  die  Abwei<.hungen  der  IJcihung  zu 
schreiben  mu'<s 

Anmerkung  2 

ä    8fi8     Mm  ersieht  hieraus  auch     nach  welchem  \eihil( 
mos  die  Kreisel  ton-lruirf  werden  müssen    dimit  'sie    im  Icith 
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testen  eine  drehende  Bewegung  annelimen,  oder  damit  die 
kleinste  Winkelgeschwindigkeit  hierzu  ausreiche.  Da  nSmlich 
die  im    Anfange    beigebrachte    Winkelgeschwindigkeit    grösser 

sein  muss  als  ^^-    (§.  864.)«    *<>  muss   seine  Figur  von  der 

Art  sein,  dass  sein  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die 
Axe  AV  sehr  gross  iverde,  im  Vergleich  mit  dem  Momente  in 
Bezug  auf  die,  auf  jene  normalen  Äsen.  Die  passendste  Figur 
wird  daher  eine  ebene,  von  einem  sehr  dünnen  Stahe  durch- 
bohrte Scheibe  sein.  In  welchem  Falle  a'^='le'^  wird  (g.  491.); 
und  wenn  der  Radius  dieser  Scheibe  — /(  ist,  wird  «^^^/a/i^ 
und  c^:=%1t^,  also 

A  " 
Je  kürzer  ferner  die  Spitze  oder  der  Zwischenraum  IF=:f  ist, 
desto  mehr  wird  die  zur  Dauer  der  drehenden  Bewegung  er- 
forderliche Winkelgeschwindigkeit  £  vermindert;  aber  dann  wird 
auch  bei  einer  kleinen  Neigung  der  Kreisel  die  horizontale 
Ebene  mit  seinem  Körper  berühren.  Gesetzt  es  sei  h  =  Va  und 
/■^y^  Zollj  alsdann  muss,  weil  3=iS7%  Zoll  ist, 

£>\^räü 

angenommen  werden.  Nimmt  man  daher  s  doppelt  so  gross 
oder  =55  an,    so  wird  der  Kreisel    in   Einer   Secunde  einen 

Bogen  =55  oder  ^>  d.  h.  fast  neun  Umläufe  vollenden.  Für 
Kreisel  von  einem  grüssern  Maasstabe  wird  aber  eine,  im  hal- 
ben Vevhältniss  der  Seiten  kleinere  Winkelgeschwindigkeit 
hinreichend  sein. 

Aufgabe  101. 

§.  869.  Einem  Kreisel,  welcher  eine  gegebene  Neigung 
hat,  ist  im  Anfange  eine  drehende  Bewegung  mit  einer  Win- 
kelgeschwindigkeit beigebracht  worden,  welche  hinreicht,  damit 
seine  Neigung  nur  sehr  kleine  Äenderungen  erleide;  man  soll 
seine  drehende  Bewegung  bestimmen. 
Auflösung. 

Es  bleibe  alles  so,  wie  es  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
aufgestellt  worden  ist,     dabei  aber  nehmen   wir    hier  an,    dass 

i^  die  tlrusso  -— '■  bei  weitem  übertreffe.  Wir  setzen  dem- 
nach Anc^fy 
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wo  n  eine  hinreichund  grosse  Zahl  bezeichnet,  alsdantt  haben 
wir  zuerst  für  die  Relation  zwischen  (  und  p,  weil  von  Anfang 
an  die  letztere  Grösse  abnimmt,  die  Gleiehung 


dt  = 


'  Wfg{V'-pMv-W^--nv\np) 
Da  nun  p  sehr  wenig   kleiner  als   )J  ist,    so  setzen  wir  p 
i=:.S>  —  n,  wo  M  ein  sehr  geringes  Tlieilchen  ist  und  erhalten 

Wfgv.{\?-V^~mi) 
ufiil  hieraus 

wo     C=0  sein   mnss.     Es   wird  daher  vom  Anfange    an,    ho 
M=0  o(!erp  =  j),  bis  zu  der  Zeit  wo  die  Neigung  am  grüssten  ist. 


-'Jt=}'3„,u,„=f^i3^A 


«nd  die  Zeit 


welche  letztere  also   desto  kürzer  ist,   je  grösser  die  Zahl  n 
wird.     Zweitens  wird  nun 


,U  = '^"r-  mit     (§.  863.) 

o(l-V»)V^V 


c(l~,.') 


Vo'+2-fipY£(!=p')     •       /   Uli»  ^ 

_  t^p(i-i)>  _  ^,-1 

Der'  Bogen    Z-4    schreitet   nämlich   im    entgegengesetzten 
Sinno  fort,  und  es  wird  nach  Verlauf  der  Zeit 
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wo  der  Kreisel  sich  am  sfSrksfen  gegen  den  Horizont  hitiueigt, 

Die  Axe  A  wird  zwar  nicht  mit  gleichfiivniLger  lieweguiig 
um  den  Scheitel  Z  herumgeführt,  vernachlässigt  man  aher  die 
Ungleich  form  igkeit  dieser  Bewegung,  so  wird  die  mittlere  Win- 
kel geschwind  ig  lieit  

so    dass    dieselbe   der  Winkelgeschwindigkeit  des  Kreisels  um 
seine   eigene  Axe   umgekehrt  proportional  ist.     Während  ferner 

der  Kreisel  die  grJisste  Neigung  hat,  also  p=|)— '~i~^ 

ist,  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  so  bestimmt,  dass  man  hat 


oder  der  sehr  kleine  .Bogen  _____ 

Für  den  Druck  der  Spitze  F  gegen  die  horizontale  Ebene 
hat  man  im  Anfange  der  Bewegung,  wo  p=V  und  die  Axe  des 
Kreisels  am  höchsten  aufgerichtet  ist. 


wann  aher  der  Kreisel   sich    am  stärksten  gegen  den  Horizont 
neigt. 

Diese  Bestimmungen  sind  hinreichend,    um   die  Bewegung 
kennen  zu  lernen. 

Zusatz   1. 
§.  870.     Hat  sich    die  Axe   des  Kreisels   anfangs    in  «  be- 
funden,   so  ist,    wenn    man  ZA^l  setzt,    p  =  cosI  und  ist  A 
die  grüsstc  Elongation  der  Axe  vom  Scheitel,    so  wird,    wenn 
man  ZA  =  l  setzt, 

p  =  cos/^cosl-i^^^ 
und  /  ■—  l  -I-  '^'^'/ff^'"* 
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§.  871.  Weil  bei  der  grössfen  Neijriing  des  Kreisels  iler 
Bogen  ZA  am  griissten  ist,  muss  offenbar  der  l)reliungs|iol  O 
auf  eben  diesen  Bogen  ZA  fallen,   so  dass  ZO<,ZA'and  der 

Z  w  is  eben  ran  ni 

ist. 

Anmerkung. 
§.  87'2.  Bis  jetzt  haben  "ir  ani^enonimen,  diss  dem  Kreisel 
im  Anfange  eine  drehende  Bene^un^;  um  seine  Axe  AF  bei- 
gebracht werde,  welches  der  allgemeinste  Fall  ist.  Es  ist 
aber  dennoch  möglich,  dass  ihm  um  eine  andere  Axe  eine  Be- 
wegung beigebracht  werde,  wis  geschieht  wenn  die  wahre 
Axe  AF,  während  der  Kreisel  sich  um  sie  dreht,  zugleich 
einen  Ansfoss  eni|)fiingt,  in  Folge  dessen  sie  sich  entweder 
mehr  gegen  den  Horizont  neigt  oder  sich  mehr  von  demselben 
entfernt.  Diess  kommt  nämlich  -lut  dtsselbe  hinaus,  als  wenn 
dem  Kreisel  eine  drehende  Benegung  um  eme  andere  Axe 
beigebracht  würde,  insofern  nur  diraus  keine  fortschreitende 
Bewegung  entspringt  und  da  diess  keine  bchwierigkcit  hat,  ist 
es  angemessen,  darauf  keine  Rücksicht  zu  nehmen.  Der  schon 
vorher  behandelte  Fall  kann  zwar  hierzu  gezahlt  werden,  wenn 
wir  einen  gewissen  mittlem  Zustand,  bei  welchem  der  Kreisel 
sich  schon  um  eine  andere  Axe  ausser  der  AF  dreht,  als  den 
Anfangszustand  ansehen;  weil  aber  dort  die  Axe  des  Kreisels 
sich  niemals  bis  zur  vertikalen  Lage  aufrichten  kann,  sind  darin 
nicht  alle  Bewegungen  enthalten.  Es  wird  daher  angemessen 
sein,  den  Fall  noch  zu  behandeln,  in  welchem  die  Axe  des 
Kreisels  AF  zuerst  zwar  die  vertikale  Lage  einhält,  ihm  selbst 
aber  eine  drehende  Bewegung  um  eine  andere,  gegen  den  Ho- 
rizont geneigte  Axe  beigebracht  wird;  diesen  Fall  werden  wir 
auch  mittelst  der  vorher  entwickelten  allgemeinen  Formeln 
aullüsen  können. 

Aufgabe  102. 

§.  873  Wenn  die  Axe  eines  Kreisels  anfangs  vertikal  ge- 
wesen, und  ihm  um  eine  gewisse  geneigte  Axe  eine  drehende 
Bewegung  mit  gegebener  Winkelschwlndigkeit  beigebracht  wor- 
den ist,  so  soll  nun  aeine  Bewegung  bestimmen. 
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Auflösung. 
Da  also  anfangs  der  Punkt  A  sich  in  Z  befunden  hat,  so 
setzen  wir  voraus,  dass  der  Bogen  ÄC  auf  den  Kreis  ZX 
gefallen  sei,  so  dass  der  Bogen  AB  auf  ZX  normal  war.  Wenn 
man  daher  (^^0  macht,  so  ist  um  diese  Zeit  ^=0,  rn  =  ÜO" 
und  «=900,  mithin  p  =  ],  ^=0  und  r=0;  ferner  (i=SIO''  und 
D=0,  wobei  1  unbestimmt  bleibt.  Nun  ist  aber  anfangs  dem 
Kreisel  eine  drehende  Bewegung  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit ^E  im  Sinne  ABC,  um  einen  auf  dem  Bogen  AC  gelege- 
nen Pol  beigebracht  worden,  so  dass  für  i=0,  a=fl,  ^=900 
und  y  — ÖO"  — ß,  also  a:=:acosa,  ^=::Ound  i— «sinn  war.  unter 
diesen  Voraussetzungen  werden  wir  den  Zustand  des  Kreisels 
nach  der  Zeit  t  mittelst  g.  862.  bestimmen,  wenn  wir  den  durch 
die  Integration  eingetretenen  Constantea  Werthe  beilegen, 
welche  diesen  Bedingungen  angemessen  sind.     Es    wird  daher 

1)  ^=fcosa;  2)ß=^icos(i;    3)  -p~f~ — p — =0 

oder  C^^+,^sinfl^. 

Substituirt  man  aber  diese  Wertbe,  so  erhalt  man 
sa^cosii 


»+>■=-    , 

c« 

(1-rt 

-ii 

*c*(l- 

-p').i„«'+4cYi((l-p)(l  -?■)— 

va-p)' 

'cosn'-s 

„»i,-  ''«• 

sinci' 

■■  +  ic' fg  (1-p)  +  tVr  (1  -Pf 

COSß« 

„nd  lilsrans 

cHc'+f-fV) 

,„ 

-cdpl/c'  +  r-fV 



V  (1  -p)  [ic^fffil-p-')  +  £^(fl  (1  +p)  sinaa-f2a4(i_p)  cos  flä]' 
il  im  Anfange  die  Grösse  p  kleiner  wird. 
Da  ferner  Sl^-^x^+y^  +  z^  und  a;s=ecos(l  ist,  so  wird 

-Hc*fff{l-p)  +  i^a'if^a~p)^cosa^ 


fls=jacosa2_|. 
und  endlich 


ea^dtcosa 


§.  874.  Nach  der  für  dt  gefundenen  Formel  kann  man  be- 
urtheilen,  ob  der  Kreisel  niederfallen  wird,  oder  nicht.  Setzt 
man    nämlich  p  =  0,    so   wird    der  Factor    des    Nenners    iv^fy 


y  Google 


490  Kap.  XVII.     Volktändigeve  Darstellung  der  Beweg. 

+  EMainfl2— E^a^cosda^    go   ^ft  gj,  positiv  ist,    angeben,   dass 
der  Kreisel  sich  zum  Falle  neigt;  dies  gesehielit  demnach,  wenn 

ist. 

§.  873.    Damit  also  der  Kreisel  nielit  iiiederralle,  musa 

erstens  a^cosfl^s.  ciginna  p^g^  tga^-^, 

4c?/:9 

sein;  oder  es  muss  die  zuerst  beigebrachte  Winkelgefichviindlg- 

beit  e  die  Grenze  ^^..   -*  -  überschreiten  und  zwar 

V  ß^cosfl*  —  c*siii4* 
niecklich,  damit  nämlich   der  Kreisel,    während  er  sich  neigt 
nicht  den  Horizont  mit  seinem  Körfier  berühre. 

Zusatz  a 

g.  876.    Sobald  aber  so  wohItga<-^.  als  auch 

icYff 
^  «*cos(i^  — c^sina'^ 
ist,  kann    die  Axe  des  Kreisels    sich   nicht    bis    zum  Horizont 
Tieigeri  oder  die  Grösse  p  bis  0  abnehmen.    Der  kleinste  Werth 
dieser  Grösse  geht  aber  aus  der  Gleichung 

4cY(j'p^=EV<«*cosfl*+c*slun2)— s2a4cosa2-|.£2^48infl2.^./icY3' 
hervor  und  man  erhält  p  = 

i*  coe  a"  +  c*8i  n  a^]  — 


m 


'(q^cosn'+c^sinflä)''— 16g''cYg(a^cosa''—c^sinfl^)+64cY'',9''j 

Zusatz  4. 
g.  877.    Ist  aber  tgft=-;2  oder  «*cosa^=c*sinfl^,  so  wird 
die  Gleichung  zwischen  p  und  / 

11^  ___^:;^^+^-^^~'  ,^ 

V(l— ;;)[4/V;(l— p^)  +2£%Vsinfl*]' 
und   CS  kann  p  nicht    nur  bis  0,    sondern   auch    bis    zu  einem 
negativen  Wertbe  vermindert  werden,  welcher  letztere  sein  würde: 


Kine    so    grosse    Neigung    schllesat    aber    tler    Stunil    der 
Frage  aas. 
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Anmerkung. 

§.  878.  (Figur  118.)  Der  Anfaiigszustand,  welcher  eine 
solche  Bewegung  ausdrückt,  ist  in  der  Figur  118.  tIargestelU, 
wo  die  Axe  des  Kreisels  A  sich  im  ScIi eitelpunkte  selbst,  die 
zwei  äbrigeu  in  £  und  C  befinden,  und  zwar  haben  wir  den 
festen  vertikalen  Kreis  AX  so  angenommen,  dass  der  eine 
Quadrant  ..JCaurihm  liegt,  der  andere  ^£  auf  ihn  normal  ist.  Im 
Anfange  der  Bewegung  war  demnach  ^=0,  »»=90",  «-—90",  mithin 
p^^l,  (/=0  und  ri=0,  ferner  aber  ft=90'*,  v^O  und  K  unbe- 
stimmt. Hierauf  nehme  ich  an,  dass  dem  Kieisel  im  Anfange 
eine  drehende  Bewegung  um  die  Axe  10  beigebracht  worden 
sei,  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit  s  im  Sinne  ABC,  wo- 
bei der  Bogen  AO:=:a  ist;  es  war  demnach,  wenn  man  t=0 
setzt,  ci=a,  ß—9Q'>,  7  =  900—3  und  Sl:=:s,  also 
^=:Ecosßj  3/^0  und  i=:;s8inn. 

Damit  nun  in    diesem   Falle   der  Kreisel  nicht   niederfalle, 
werden  die  zwei  Bedingungen  erfüllt  werden  müssen,  die  eine. 


«ass 

tgfl  oder  tg^O<^ 

und 

die  zw. 

Site,  dass 

2cVfy 

\^«^cosfl--c*sin«^ 

sei. 

Wenn 

wir  aber 

verlangen,   dass   die  Axe 

sich 

als 
The 

müglich  neige,   S' 
liehen  ist  und  mai 

0  sei  p  =  l  —0),    wo  0)   ei 

a  findet  alsdann 

n   sei 

25^c'sinfl2 

Es  muss  daber  der  Bogen  AO  =  a  so  klein  als  möglich, 
ferner  aber  s^a*  liei  weitem  Sc^ff  fibectrcffen,  damit 

2£V^ 

sei.  Geschieht  diess,  so  wird  die  Bewegung  hinreichend  re- 
gelmässig sein  und  es  ist  angemessen,  dieselbe  genauer  zu  be- 
stimmen. 

Aufgabe  103. 

g.  879.  Einem  aufgestellten  Kreisel  ist  um  eine  möglichst 
wenig  abweichende  Axe  eine  hinreichend  geschwinde  drehende 
Bewegung  beigebracht  worden,  damit  er  sich  nur  wenig  aus 
seiner  aufrechten  Stellung  entferne;  man  soll  seine  Bewegung 
bestimmen. 
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A»fl5sung. 
Wir  nehmen  demnach  an,  <lass  der  Bogen /40=(t  im  An- 
fange sehr  klein,   die  anfangs  beigebrachte  Winkelgeschwinili!;- 
keit  E  aber  so  gross  gewesen  sei,  dass  iVcosa^>  8c*/)?  wird. 
Setzen  wir  daher 

£*«'  COS  a^=Snc^fg, 
wo  M  >■  1  ist,  so  haben  wir 

V"(I -pjlio-'fsil -p') -8m'fg(l-p)  +  .'c4(l+p).iii»«J  ' 
Weil  itir  nun  wissen,  dass  p  sich  wenig  unter  der  Einheit 
vermindert,  so  setzen  H'ir^=;l  — »  und  es  wird  alsdann,  indem 
wir  die  sehr  kleinen  Glieder  vernachlässigen,  die  (ileichung 

dt  ^  — ■ ■■■■■■ ■ —— —  , 

V^Wyu  —  Snfgu  +'ii'^c^ sin  n^  -~  t^c^i sin  a^] 
deren  Integral  ist 

üa  nun  tler  grüsste  Wevth  von 


»-.V.in«=  +  8/;(,(«-l) 
ist,  so  wird  die  Zeit,   bis  der  Kreisel  die  grüsste  Neigung  hat 

"  \rT^~^i^-i-  8(k  —  l)fg  ~  Vb^"  cos  a"^  +  £'-^c'  sin  a^^c%  ' 
Der  Kreisel    wird  von    der    aufrechten  Stellung   um    einen 
sehr  kleinen  Winkel,  dessen  sin.vers. 
2tV^stnfl^ 

ist,  abweichen  und  es  wird  dieser  Winkel  selbst 


V  j%*  cos  (l^  +  t^c^  sir 
üa  ferner 


fU  =  - 


ist  und  hier  p  als  constant  und  ^I  angesehen  werden  kann, 
so  wird  zu  der  Zeit,  um  welche  der  Kreisel  zur  grössten  Nei- 
gung gelangt,  seine  Axe  sich  in  einer  vertikalen  Ebene  befinden, 
yyelche  vom  Kreise  ZX  (Figur  117.)  um  den  Winkel 

^   ^     "~2V"i^^Visna+  sVsinfl"2:=8c% 
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abweicht,  indem  beim  ersten  Anfange,  no  A  sich  um  O  dreht 

(Figur  118.),   der  Winkel  1=90"  oder  =^  ist. 
Znsatz   I. 
§.  880.     Da  der   anmngliche   Bogen  J O  =  algleichsam  an- 
endlich  klein  und  der  Winkel  ÄZA:=l  anfangs  =!!0''  gewesen 
ist,  so  wird  derselbe  nach  Verlauf  der  Zeit  ( 

Die  ans   dem  Scheitelpunkte  heraustretende  Axe  des  Krei- 
sels bewegt  sich  demnach  rückläufig  und  vollendet  einen  ganzen 
Umlauf  in  der  Zeit  = — s-  Secunden. 
Zusatz  2.  - 

g.  881.    Da  im   Anfange   w=0  war,    eo  wird  nach  Verlauf 
der  Zeit  t 


'  .    . 5;^^=  cos s— '—  . 

Setzt  man  aber  den  sehr  kleinen  fiogen  ZA  =2 1,  so  wird, 
weil  p  =  co3l=l—yj^  ist,  M  =  y3fä  mithin 

2E(,-%infl         .   (V^i^ä^^S^ 

80  dass  wir   zu  jeder  beliebigen  Zeit  t  die  Werthe  von  A  und 
/  anzugeben  im  Stande  sind. 

Zusatz  3. 
§.  88'i.     Bis  dahin,  wo  die  aus  Z  heraustretende  Axe  des 
Kreisels  die    grösste  Abweichung    erlangt,    verfliesst    die   Zeit 

-_ (6,  879.)   und  sie    wird  während   dieser   Zeit 

um  Z  rückläufig   durch  einen  Winkel  =  ■    -     geführt 

2V£2«*— 8cY5 
(5,880.),  welcher  letztere  demnach  grosser  als  SO**  ist.     Ferner 
wird  sie  zum  Scheitel  Z  zurückkehren,  nachdem  sie  den  Winkel 

=  ^^      — .   welcher  >  180"  ist,  beschrieben  hat 

Anmerkung. 
§.  883.     Ich    verweile    nicht    länger    bei   der   Enlwickeluog 
derartiger  Bewegungen,    da  alle  Erscheinungen   leicht  aus   den 
gefundenen  Forme!»  abgeleitet  werden  können.     Man  niuss  sich 
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aber  wohl  erinnern,  dass  hier  keine  Rücksicht  auf  die  Reihuiig 
genommen  worden  ist,  denn  obgleich  wir  diese  als  »ehr  gering 
voraussetzen,  so  stört  sie  doch  die  hier  bestimmten  Erschei- 
nungen bedeutend.  Aus  der  Reibung  nSmIich,  welche  die  auf 
der  homontalen  Ebene  fortschreitende  Spitze  F  erleidet,  ent- 
springt eine  horizontale  Kraft,  welche  dem  Kreisel  eine  fort- 
schreitende Bewegung  einflfjsst  und  weil  die  Richtung  dieser 
Kraft  beständig  eine  andere  wird ;  so  ersieht  man  leicht  die 
Ursache,  wesslialb  man  die  Kreisel  mit  krummliniger  Bewegung 
fortschreiten  sieht.  Die  in  Folge  der  Reibung  gestörten  Bewe- 
gungen erfordern  aber  eine  besondere  Behandlung,  indem  wir 
daher  derartige  Hindernisse  bei  Seite  legen,  schreiten  wir  z« 
andern  Arten  von  Bewegungen  fort,  in  denen  eine  Drehung 
vorkommt.  Da  wir  hier  solche  Körper  betrachtet  haben,  welche 
mit  ihrer  Spitze  auf  einer  horizontalen  Ebene  foitschreiten,  so 
dass  diese  Spitze  als  ihre  Grundfläche  zu  betrachten  ist;  so 
werden  wir  von  hier  zu  andern  Arten  von  Körpern  geführt, 
welche  mit  einer  beliebigen  Grundfläche  auf  der  Ebene  fort- 
schreiten. 

In  Betreff  einer  ebenen  oder  winkligen  Grundfläche  lässt 
sich  kaum  etwas  Bemerkenswerthes  vortragen ,  da  entweder 
keine  drehende  Bewegung  stattGndet  und  daher  die  Bestimmung 
der  Bewegung  keine  Schwierigkeit  hat,  oder  wenigstens  sprung- 
weise eine  drehende  Bewegung  sich  einmischt,  während  die 
Berührung  auf  eine  andere  Ecke  übertragen  wird,  wobei  zugleich 
ein  Zusam.menstoss  ausgeübt  wird,  dessen  Darstellung  zu  einem 
andern  Theite  der  Mechanik  gezählt  werden  muss.  Hier  ist 
es  daher  angemessen,  nur  solche  Grundflächen,  auf  denen  die 
Körper  über  einer  unbeweglichen  Ebene  fortschreiten,  zu  be- 
trachten, welche  eine  continuirliche  Krümmung  haben,  damit 
durchaus  kein  Stoss  bei  der  Bewegung  vorkomme.  Indem  wir 
aber  zu  grosse  Umwege,  welche  auf  unentwickelbare  Rechnun- 
gen führen  würden,  vermeiden  woUeii,  werden  wir  nur  zwei 
Arten  von  Körpern,  nämlich  cylindrische  und  sphärische  Kör- 
per vorzugsweise  betrachten,  d.  h.  Körper,  deren  Sussereauf 
der  Ebene  angebrachte  Figur  entweder  cylindrisch  oder  sphä- 
risch ist,  auf  welche  Weise  sonst  auch  im  Innern  die  Materie 
vertheilt  sein  mag,  und  deren  Verhältniss  durch  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  und  die  Hauptaxen  bestimmt  wird.  Zur 
cylindrischen  Art  werden  demnach  diejenigen  Pendel  gezählt, 
welche  nicht,  wie  wir  oben  angenommen  haben,  an  einer  linearen 
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Äxe  aufgeliängt  sind,  sondern  mit  kleinen  cylindrischeii  Axeu 
beiderseits  auf  der  horizontalen  Ebene  liegen.  Ferner  gehurt 
hierher  die  achwankende  Bewegung,  welche  der  wechselseitigen 
Bewegung  der  Wiegen  ähnlich  ist,  indem  solche  Körper,  in  so 
fern  sie  auf  einer  Ebene  liegen,  als  cylindrische  betrachtet 
werden  kiinnen.  Es  wird  hierauf  auch  der  Muhe  werth  sein 
zu  erforschen,  auf  welche  Weise  solche  Körper  auf  einer  ge- 
neigten Ebene  herabsteigen.  Zu  deu  sphärischen  Kiirpern  zähle 
ich  nicht  nur  diejenigen,  deren  ganze  Gestalt  kugelförmig  ist, 
sondern  auch  solche,  welche  unten,  wo  sie  die  Ebene  berühren, 
halbkugel  rurmig  ausgebildet  sind,  wie  etwa  Kreisel,  deren  Axen 
unten  nicht  in  eine  Spitze,  sondern  gleichsam  eine  Halbkugel 
ausgehen.  Hier  liegt  zwar  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  höher, 
als  der  Mittelpunkt  der  Halbkugel,  liegt  er  aber  tiefer,  so  kann 
eine  andere  Art  von  Bewegung  entstehen,  wobei  der  Körper 
gleichsam  schwankend  oscillirt  und  wobei  eine  wunderbare 
Störung  der  drehenden  Bewegung  stattfinden  kann. 
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Kapitel    XVIII. 

Von  der  Bewegung   der  Körper  mit  sphärischer  Grund/lache 
auf  einer  horizontalen  Kbene. 


Aufgabe   101. 

§.  884.  Liegt  ein  KOrper  mit  sphäilsclier  Gruiidflücbe  auf 
einer  beliebigen  borizontalen  Ebene,  so  soll  man  die  Kräfte 
bestimmen,  durcb  welche  er  angetrieben  wird  und  deren  Wir- 
kung in  Bezug  auf  die  Stürung  der  fortscbreitenden  Bewegung 
des  Kürpers. 

Auflösung. 

(Figur  liy.)  Es  sei  EH  die  hoiizonlttlG  Ebene  und  T  der 
Punkt,  in  welcbem  der  KOrper  aut  ihr  steht,  m,tri  bemeike  aber 
zuerst  im  Körper  deu  Mittelpunkt  der  sphärischen  Giundflachc 
MTJS,  welcher  in  G  liege;  zweitens  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit des  Kürpers  in  /,  ferner  btelle  das  Papier  die  Ebene  d-ir, 
in  welcher  diese  drei  Punkte  liegen  Man  ziehe  den  Radius 
GT,  welcher,  weil  er  auf  den  Horizont  EH  normal  ist,  eine 
vertikale  Lage  haben  und  wesshalb  auch  die  Ebene  TGI  ver- 
tikal sein  wird.  Da  wir  uns  nun  für  die  fortschreitende  Bewe- 
gung die  ganze  Masse  des  Kürpers  =  M  als  im  Mittelpimkte 
der  Trägheit  /  vereinigt  denken  können,  so  ziehe  man  IP 
#GT,  und  es  wird  alsdann  der  Körper,  in  Folge  der  Schwere, 
in  der  Richtung  IP  durch  eine  Kraft  :iz  M  angetrieben.  Fer- 
ner wird  er  aber  von  da,  wo  die  horizontale  Ebene  ihn  in 
T  berahrt,  durcb  eine  gewisse  Kraft  aufwärts  in  der  Rich- 
tung TG  angelrieben,  diese  Kraft  ist  dem  Drucke  gleich  und 
sel=::J7,     Nur  wenn  diese  zwei  Kräfte  sich  aufbeben,  kann  der 
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Kitrper  in  Ruhe  verharren;  hieraus  ersieht  man,  wie  der  Zu- 
stand der  Ruhe  es  erfordert,  dass,  wenn  man  die  gerade  Linie 
Gl  bis  F  verlängert,  der  Körper  mit  dem  letztern  Punkte  die 
horizontale  Ebene  berühre,  also  die  gerade  Linie  DIGF  verti- 
kal sei.  Die  Figur  stellt  demnach  eine  geneigte  Stellung  des 
Körpers  dar,  und  zwar  wird  die  Neigung  durch  den  Winkel 
FGT  angegeben;  derselbe  sei  ^^  p  und  wenn  er  verschwindet, 
befindet  sich  der  Körper  im  Zustande  des  Gleichgewichts. 
Wir  Hetzen  ferner  den  Radius  der  sphärischen  Grundfläche  GF 
:=GT  =  e  und  den  Zwischenraum  der  Punkte  G  und  /oder 
Gl=f,  in  so  fern  als  der  Mittelpunkt  der  Trägheit /welter  vom 
Punkte  F  entfernt  ist,  als  der  Mittelpunkt  der  Figur  G.  Läge  er 
näher,  so  miisstc  die  Grösse  /  negativ  angenommen  werden. 
Es  wird  hiernach  die  Linie  lP=e+feosQ,  dieselbe  ist  die 
Höhe  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  /  über  der  horizontalen 
Ebene  EH  und  auf  sie  allein  wirken  die  antreibenden  Kräfle 
ein.  üeberfrägt  man  aber  die  Kraft  TG  =  n  nach  dem  Mittel- 
punkt der  Trägheit /,  so  wird  dieser  abwärts  angetrieben  durch 
eine  Kraft  =iH—n,  und  weil  seine  abwnrts  gerichtete  Ge- 
schwindigkeit =  - — -^ — -  ist;  so  setze  man  diese  ^u  und 
wir  erhalten  alsdann  (8.  767.) 

wo  dt  das  Element  der  Zeit  bezeichnet.  Nimmt  man  dasselbe 
conslant  an,  so  erhält  man 

/tsin  ^dd^  -\-  cos Qdf^  =  2.9 (l -  ^y^  ; 
aul'  andere  Weise  wird  die  fortschreitende  Bewegung  nicht  afficirt. 
Zusatz  \. 
§.  8^.  fst  demnach  umgekehrt  das  Verhaltniss  der  fort' 
schreitenden  Bewegung  gegeben,  oder  wird  es  wenigstens  als 
gegeben  betrachtet,  so  kann  man  hierdurch  den  Druck  n  be- 
stimmen, indem  wir  haben 

n__        /fsin  grfrf  e  +  cos  Qdffi]      -      fdd.cos  q 

m~  'iffdp  "  +  2</rf(3  ■ 

Zusatz  2. 
§.  886.    Ist  /■=:0,  oder  fallt  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  G,  so  ergibt  sich  11=  M  und  es 
besitzt    der  Körper  in  jeder  Lage   die  Eigenschaff    des   Gleich- 
gewichts. 
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Zusatz    3. 

§.  887.  Ist  /■>0  oder  FI'>FG,  so  wird,  wenn  der  Kör- 
per  sich  auch  nur  um  ein  weniges  neigt,  durch  die  antreibende 
Kraft  die  Neigung  vergrossert  werden;  ist  aber  /■<0  oder  FI 
<  FG,  so  wird  die  Neigung  verkleinert  und  der  Körper  wieder 
in  die  Lage  des  Gleichgewichts,  wohei  der  Punkt  F  die  Ebene 
berührt,  zurückgebracht  werden,  während  er  im  ersteren  Falle 
niederfällt  und  eine  andere  Lage  des  Gleichgewichts  sucht. 

Anmerkung  1. 

g.  888.  Was  für  eine  Figur  der  Körper  aucli  immer  haben 
mag,  so  gibt  es  doch  in  demselben  stets  zum  wenigsten  zwei 
Lagen  des  Gleichgewichts,  von  welchen  die  eine  so  heschaiTen 
ist,  dass,  wenn  der  Körper  ein  wenig  aus  ihr  herausgebracht 
wird,  dieselbe  sich  von  selbst  viiederherstellt,  die  andere  aber, 
dass  er  ganz  umlallt.  Die  erstere  Lage  pflegt  der  Zustand  des 
stabilen,  die  andere  der  Zustand  des  labilen  Gleichge- 
wichts genannt  zu  werden.  Liegt  nämlich  ein  beliebiger  Kör- 
per auf  einer  horizontalen  Ebene,  so  befindet  er  sich  im  Gleich- 
gewicht, wenn  die  vom  Mittelj.mnktc  der  Trägheit  nach  dem 
Berührungspunkte  gezogene  gerade  Linie  vertikal  ist;  diess  kann 
wenigsfeus  auf  »vveifache  Weise  geschehen.  Denkt  man  sich 
nämlich  vom  Mittelpunkte  der  Trägheit  nach  allen  Punkten  der 
Oberfläche  gerade  Linien  gezogen,  so  muss  es,  weil  keine  von 
ihnen  verschwindet  oder  unendlich  gross  wird,  unter  ihnen  notb- 
wendig  eine  grösste  und  eine  kleinste  geben ;  beide  werden  aber 
auf  die  berührende  Ebene  normal  sein.  Liegt  daher  der  Kör- 
per mit  einem  der  beiden  Punkte,  von  welchen  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  entweder  am  meisten  oder  am  wenigsten  entfernt 
ist,  auf  der  horizontalen  Ebene,  so  wird  die  vom  Mittelpunkte 
der  Trägheit  nach  dem  Berührungspunkte  gezogene  gerade  Linie 
vertikal  sein;  sie  wird  daher  die  Lage  des  Gleichgewichts  er- 
geben und  zwar  die  stabile,  wenn  jene  Linie  am  kleinsten, 
hingegen  aber  die  labile,  nenn  sie  am  grössten  ist.  Hieraus 
ersieht  man,  dass  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  immer  den  tief- 
sten Ort  suchen  und  in  demselben  ruhen  wird.  Oft  aber  gibt 
es  mehrere  Lagen  des  Gleichgewichts,  die  eine  stabil  und  die  an- 
dere labil,  welche  wechselseitig  aufeinander  folgen  müssen,  weil 
ein  Körper,  welcher  aus  der  labilen  Lage  herausgetreten  ist, 
nothivendig  zur  stabilen  gelangen  muss. 
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Anmerkung  2. 

§.  889.  Im  gegenwärtigen  Falle,  wo  wir  eine  sphärische 
Oberfläche  des  Kiirpers  roraus gesetzt  haben,  wirr!  die  durch 
den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  und  den  Mittelpunkt  der  Figur 
G  gezogene  grade  Linie  jene  zwei  Punkte  F  und  D  ergeben 
und  wenn  der  Körper  mit  diesen  auf  der  horizontalen  Ebene 
liegt,  wird  er  sich  in  der  Lage  des  Gleichgewichts  befinden. 
Wahrend  er  mit  dem  Punkte  F  die  horizontale  Ebene  berührt, 
wird  die  Lage  des  Gleichgewichts  stabil  sein,  wenn  FI<^FG 
oder  /■<0,  hingegen  labil,  wenn  Fly  FG  oder  />0  ist.  Aus- 
ser diesen  zwei  Lagen  des  Gleichgewichts  wird  es  keine  wei' 
ter  gehen,  ausgenommen  wenn  /^O  ist,  in  welchem  Falle 
durchaus  alle  Lagen  die  Eigenschaft  des  Gleichgewichts  an- 
nehmen.  Wenn  ich  auch  hier  die  ganze  Oberfläche  des  Kiirpers 
als  sphärisch  betrachte,  so  genügt  es  doch  fiir  unsern  Zweck, 
wenn  wenigstens  der  Theil,  mit  welchem  er  während  der  Dauer 
der  Bewegung  die  horizontale  lihene  berührt,  sphärisch  ist. 
Hiernach  wird  diese  Behandlung  sich  auch  auf  diejenigen  Krei- 
sel erstrecken,  deren  Äsen  unten  nicht  in  eine  Spitze,  wie  wir 
vorher  angenommen  haben,  sondern  In  eine  Halbkugel  oder  auch 
einen  kleinem  Kugelabschnitt  ausgebildet  sind,  so  dass  die  oben 
betrachtete  Form  sich  hieraus  ergibt,  wenn  der  Radius  der 
Kugel  GF^e  verschwindet;  auf  diese  Weise  wird  unsere  jet- 
zige Behandlung  die  obigein  sich  begreifen.  Die  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  7  und  den  Mittelpunkt  der  sphärischen 
Grundfläche  G  gezogene  grade  Linie  DIGF  stellt  daher  die 
eigenthfi milche  Axe  eines  Kreisels  dar,  welche  freilich,  so  wie 
man  die  Kreisel  zu  construiren  pflegt,  zugleich  eine  der  Hauptaxen 
des  Kiirpers  ist,  die  zwei  übrigen  haben  aber  gleiche  Momente 
der  Trägheit,  eine  Form,  wie  wir  sie  schon  oben  festgesetzt 
haben.  Damit  aber  diese  Behandlung  sich  weiter  erstrecke 
und  zugleich  den  sehwankenden  Belegungen  beliebiger  Körper, 
welche  eine  sphärische  Grundfläche  haben,  angepasst  werden 
könne,  werde  ich  die  Hauptaxen  des  Kcrpers,  welche  beliebig 
von  der  eigenfhümlichen  IJF  verschieden  sind,  betrachten  und 
in  Bezug  auf  sie  die  Momente  der  Kräfte  erforschen. 
Aufgabe    103. 

§.  8Q0.  Es  ist  der  Druck  U  gegeben,  mit  welchem  ein 
Körper  von  sphärischer  Grundfläche  auf  einer  horizontalen 
Ebene  aufliegt;  man  soll  die  daraus  hervorgehenden  Momente 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des  Körpers  bestimmen,  aufweiche 


y  Google 


500        Kap.  XV III.     Von  der  Bewegung  der  Körper 

Weise  diese  auch  immer  in  Bezug  auf  die  eigentbümliche  Äxe 
liegen  mögen. 

Äuflüsung. 
(Figur  121.)  Um  den  Mitteliumkt  der  Trägheit  I  sei  eine 
Kugel  beschrieben,  deren  Scheitelpunkt  Z  ist,  die  eigenlhüm- 
liche  Ase  halte  die  Lage  J)IG  ein,  so  dass  ihre  Abweichung 
von  der  vertikalen  Lage  oder  DZ^=q  ist.  Da  nun  die  Kich- 
tung  des  Druckes  71  eine  vertikale  ist  und  durch  den  Punkt  G 
geht,  wo  I(]li=f  ist,  so  stelle  die  vertikale  gerade  Linie  GII 
diesen  Druck  =JT  dar;  es  Ist  demnach  ZDG^I  eine  vertikale 
Ebene.  In  derselben  zerlege  man  die  Kraft  On=',n:  längs  der 
Richtungen  Gl  und  GV,  von  welchen  diese  auf  jene  normal 
ist;  alsdann  ergibt  sich,  weil  der  Winkel  DGllz^tj  ist, 

die  Kraft  längs  tr'/=Jl  cos§ 
und  die  Kraft  längs  GV=n  sinp, 

und  da  die  erstere  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  geht, 
so  ergibt  sie  gar  keine  Momente.  Nun  seien  lA,  IB  und  IC 
die  drei  Hauptaxen  des  Körpers ,  welche  eine  gegebene  Lage 
in  Beziehung  auf  die  eigenthümliche  Axe  ID  einhalten,  und 
man  ziehe  durch  die  Punkte  A,  B,  C  und  D  die  Halbkreise 
DAG,  DBG  und  DCG.  Wäre  nun  die  Ase  lA  normal  auf 
die  Ebene  IGV,  so  würde  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  der 
Kraft  GV  gleich  il/"  sin  p  sein;  dasselbe  muss  nun  aber  ver- 
mindert werden  im  Verhällniss  I :  sin  GA  und  zugleich  im  Ver- 
hältniss  1 :  sin  VGA,  so  dass  aus  der  Kraft  des  Druckes  fol- 
gende Momente  he.'vorgehen  : 

in  Bezug  auf  die  Axe  lA=nf^\n  q  sin  GA  sin  VGA  im  Sinne  CB, 
„  „  „  „  „  IB=nfainQs\nGBs\nVGB  „  „  AC. 
„  „  „  „  „  IC  =  nfsmQsiDGCs\nVGC  „  „  BA 
Diese  drei  Momente  haben  wir  aber  oben  (§.  816.)  durch  die 
Buchstaben  P,  Q  und  ß  bezeichnet,  in  so  fern  wir  voraus- 
setzen, dass  sie  Im  entgegengesetzten  Sinne  wirken  und  wenn 
wir  daher  alle  auf  den  Punkt  O  Übertragen,  so  erhalten  wir 
p=:— n/^sinÜZsinö^sinZÖ^^— n/"sinZ/)sinZJ8in7>Z^ 
e=—  n/'sin  OZsinOßsin  ZDB=  —  nfsmZDsinZBsin  DZB 
R==-^nf  sin  DZstnDCbmZDC=-rifs\nZD6mZCsinDZC, 

Zusatz   1. 
§,  89L     Wir  haben  hier  angenommen,   dass  der  Mittelpunkt 
der  Grundfläche  G  dem  untern    Endpunkte  F  näher  liege,    als 
der  Mittelpunkt  der  Trägheit  /•     Findet  ein  anderer  Fall  statt. 
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ist  etwa  FI<:.FG  oAev  F/<e,  so  muss  der  Zwischenraum  Gl 
=f  negativ  angenommen  nerden  {Sf.  884.;.  Ist  aber  GI:zzQ> 
so  verschwinden  die  Momente,  oder  es  wird  der  Körper  sich 
in  jeder  Lage  im  Gleicligewichte  befinden. 
Zusatz  2. 
g.  892.  Setzen  wir  nun,  zur  Bestimmung  der  Lage  der 
eigenthiimlichen  Axe  lli  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen,  die 
Bogen  AD  =  l,  BD=^  und  CD=d,  ferner  den  Winkel  ZDA 
~tp,  wobei  ZD=Q  ist;  so  hat  man 

cosADB=—^^ß^^  und  s\nADB= ."l^?      , 

sinfsinij  sin^sinj; 


cosDAC= 


%if,ADB:-coäDAC^\:sMBD  =  \:s\nij 

cosCD_cosd 
smAD~s\n^  " 
Es  wird  daher 

sinZOiJ=  tLS°'5'°"l''"f  +  »°'«°°'y 

/*= —  JT/sinpsinfsingj, 

J7/'sine[cosgcos^siny-costJcosy] 

und  ^_J7/'sing[cosgcosesinq)  +  cns9ico8qi} 

Zusatz  3. 
§.  893.  Wenn  die  eigenthümliche  Ase  ID  mit  der  Haupt- 
axe  lA  üliereinstimmte,  so  würde  f  =  0  und  1^  =  0  =  00",  also 
eosi]^cos6  =  sin£  sein  und  der  Winkel  qj  unbestimmt  bleiben. 
Aus  den  erstem  Formeln  werden  sich  aber  alsdann  die  Mo- 
mente der  Kräfte 

P-0,  Q=— Jl/'singsinZ^ß  und  ß  =  — 7T/-singsinZ^C, 
oder  P=0,  Q=nfcoaZC  und  R=—nfcosZB 

ergeben. 

Zusata  4. 
§.  894.     Setzen  wir  aber  wie  oben  (g.  857.)  Z^  =  /,  ZB=in 
und  ZC^=n,    so  finden   wir  im   allgemeinen   die   Momente  der 
Kräfte 

/*=  nflcoa  6  cos  m  —  cos  jj  cos  n] , 
0^n/'[cosCcosM— cosöcos/] 
und  fl=  IZ/[cos'rjcos/  —  cos^cosm], 

woraus  jene    von    selbst    folgen,    wenn    man    g  =  0  und   ij  =  ö 


y  Google 


B02      Kapitel  XVIII.     Von  der  Bewegung  der  Körper 

Erläuterung. 

§.  895.    Die    letztem    Formeln    werden    IVilgendenimassen 
hergeleitet.     Es  ist  zunächst 

s\r,DZsmZDA=.&mZA  smZAD , 
also  /*:=—  J7/'slnö^sinZ^  smZAD. 

Es  ist  aber  ZÄD  =  BAD  —  BAZ,  feiner 

smBAD=.—  casCAD  =  ~^^^.,     cosBAl) 


Vlomente    Q   und    R    ergeben  sich  uacli 
der  Analogie  and  ohne  »eitere  Rechnung.     Ferner  ist  alier 

cosöZ=  cosp  =  cos  £;  cos  /  +  cos  tj  cos  m  +  cos  9  cos  n , 
welcher  Ausdruck,  wie  er  niemals  die  Einheit  tibertreffen  kann, 
nur  dann  =1,  mithin  DZ^O  werden  kann,  wenn  l^C,  m^=t} 
und  n^Q  ist.     Diese   Bedingung  ergibt    nämlich    zugleich   die 
drei  Gleichungen,  indem 

cos  £  cos  /  +  cos  j?  cos  m  -J-  cos  6  cos  n^  1 , 
und  ausserdem 

cos£*  +  cos?j^  + cos  6^=1 
und  cos/^  +  cosmä  +  cosn^^l 

ist.     Subtrahirt  man  nun  von  der  Summe  der  zivei  letzten  Glei- 
chungen die  doppelte  erste,  so  ergibt  sich 

tcosJ-cos/)2  +  (cosii  — cosnO'^  +  Cose— cosw)2^0. 
Die  iSumme  dreier  Quadrate  kann  aber  nur  dann  :^0  sein, 
wenn  diese  es  einzeln  sind. 

Anmerkung. 
§.  896.     Da  weder  in  diesen  Ausdrücken,   welche   für  die 
Momente  der  Kräfte  P,  Q  und  li  gefunden  worden  sind,  noch 


I  dem  Ausdruck 

11=  M\ 


W-'w^l 


2gde 

der  Radius  e  der  Kugel,  vvelche  die  Grundfläche  bildet,  sich 
befindet;  so  wird  alles,  was  oben  ober  die  Bewegung  eines 
unten  in  eine  Spitze  ansgeheuden  Kreisels  gelehrt  ivorden  ist, 
auch  noch  von  solclien  Kreiseln  gelten,    welche  in  eine  Halb- 
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kiigel  oJer  einen  andern  Theil  einer  Kugel  ausgehen,  wenn 
nur  der  Punkt  F,  welcher  vorher  die  Spitze  bezeichnete,  hier 
im  Mittelpunkte  0  der  sphärischen.  Figur  gedacht  wird.  Es 
ist  demnach  gleichgültig,  ol>  der  Kreisel  sieb  auf  einer  Spitze 
oder  einer  Halhliugel  dreht,  wenn  nur  /  der  Abstand  des  Mit- 
telpunktes der  Trägheit  /  vom  Mittelpunkte  der  sphärischen 
Gruiidfiäcbe  ist.  Wie  gross  nämlich  der  Radius  e  der  letztern 
auch  sein  mag,  so  tritt  er  doch  nicht  in  die  Rechnung  ein; 
verschwindet  er  aber,  so  geht  die  Grundfläche  des  Kreisels  in 
eine  Spitze  über.  Man  sieht  daher  ein,  duss  das  ganze  vorige 
Kapitel  hier  eingereiht  wird  und  dass  demnach  die  Theorie  der 
Kreisel,  ohne  irgend  eine  Mähe,  als  nicht  wenig  erweitert  an- 
gesehen werden  niuss.  Indem  wir  aber  die  Grundfläche  sphä- 
risch machen,  stösst  uns  hier  der  vorher  ausgeschlossene  Fall 
auf,  in  welchem  nämlich  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  dem 
Boden  näher  liegt  als  der  Mittelpunkt  der  Kugelform  und  es 
wird  hier  die  Grösse  /'negativ.  (Figur  123.)  Es  mag  nun  ein 
solcher  KOrper  eine  ganze  Kugel  sein,  oder  als  Grundfläche 
den  Theil  MFJS  einer  um  den  Mittelpunkt  G  beschriebenen  Kngel 
haben,  womit  er  auf  der  horizontalen  Ebene  aufliegt;  so  wollen 
wir  seine  Bewegung,  in  so  fern  die  Berührung  in  diese  Grund- 
fläche fällt,  erforschen.  Hier  werden  wir  aber  gezwungen,  dem 
Körper  eine  solche  Beschaffenheit  beizulegen,  dass  die  eigen- 
thümliche  Äse  AGIF,  bei  deren  vertikalen  Stande  der  Zustand 
der  Ruhe  dargestellt  wird,  zugleich  die  Hauptase  des  Körpers 
ist,  die  zwei  übrigen  Hauptaxen  aber  einander  gleiche  Momente 
haben.  Ist  nämlich  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die 
Axe  IA=^Ma%  in  Bezug  auf  die  zwei  uhijgen  Mh^  und  Mc\ 
so  setzen  wir  b''=:c^.  Ein  solcher  Körper  mag  demnach  eine 
beliebige  beigebrachte  Bewegung  empfangen  haben,  wir  wollen 
nun  bestimmen,  wie  er  dieselbe  fortsetzen  wird. 

Aufgabe    106. 

§.  im.  (Figur  J23.)  Ein  mit  der  sphärischen  Grundfläche 
MFN  versehener  Körper,  in  welchem  die  Axe  des  Gleichge- 
wichts AGIF  die  eigenthümtiche  Axe  ist,  in  Bezug  auf  welche 
das  Moment  der  Trägheit  =  Ma%  wahrend  die  Momente  der 
Trägheit  in  Bezug  auf  die  zwei  übrigen  Hauptaxen  einander 
gleich  und  =  Mc^  sind,  hat  eine  beliebige  Bewegung  empfan- 
gen;   man   soll  den  weitern  Verlauf  der  Bewegung  bestimmen- 
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Aofliisnng. 

Es  sei  der  Radius  der  sphärischen  Gcundflärhe  oder  FG 
=  e,  und  es  liege  der  Mitlelpunltt  der  Tiügheit  /  unterhalb  des 
Mittelpunktes  der  Grundfläche  G,  im  Abstände  GI=f.  Was 
die  fortschreitende  Bewegung  betrifft,  so  wird  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  /,  wenn  er  eine  Bewegung  in  horizontaler  Rich- 
tung hat,  diese  constant  und  geradlinig  beibehalten.  In  so  fern 
er  aber  durch  eine  veitilcale  Bewegung  angetrieben  wird,  so 
H'ird  diese,  wenn  der  Ucuck  =  22  bekannt  ist,  durch  die  Gleichung 
27_        fdd.cQSQ 

bestimmt,  wo  p  die  Abweichung  der  Axe  AF  von  der  verll- 
Italen  Lage  ist  nnd  M  die  Masse  oder  das  Gewicht  des  Kitrpers 
bezeichnet.  Aber  eben  dieser  Druck  11,  welchen  der  Kürper 
gegen  die  horizontale  Ebene  ausübt,  kann  nur  aus  der  drehen- 
den Bewegung  erkannt  werden.  (Flg.  117.)  Es  habe  demnach 
unser  Kcirgier  in  Bezug  auf  eine  feste  Kugel,  auf  welcher  Z 
der  Scheitelpunkt  ist,  jetzt  nach  Verlauf  der  Zeit  t  eine  solche 
Lage,  dass  seiue  Hauptaxen  in  A,  B  und  C  fallen,  und  man 
setze  die  Bogen  ZA^l,  Zß~m  und  ZC=n,  ferner  aber  die 
Winkel  XZA=X,  XZB^ji.  und  XZC~v,  so  dass  1~q  Ist. 
Nun  drehe  sich  aber  der  Kürper  um  den  Pol  O,  im  Sinne  ABC 
mit  der  Winkelgeschnintligkeit  =  £1,  und  wenn  man  die  Bogen 
OA^a,  OB=ß  und  OC=iy  setzt,  sei  der  Kürze  wegen 
ßcosß=:a^,  Slcosß=y  und  .flcosy  — j.  Die  aus  dem  Druck 
II  entspringenden  Momente  der  Kräfte  sind  aber 

P=^0,  e=  — J7/COS«  und  I{=nfcoBm    (§.837.), 
hieraus  scbliesst  man  auf  folgende  Gleichungen 

a^~c^      ,           2IIfgdtcosn 
ua:=,0;    dy  -f-  — -jj — xzdt= '~Miß ' 

dl.s'm  /=  dtiy  cos  m  —  i  cos  ni) : 

dm.smm  =  dt(z  cos  /— :b  cos  w) ; 

dn.s\nn=:  dt(xcos  m—pcos  l) ; 

rfA.sin/*=  — rf%cos«i-|-jcosH); 
die   übrigen    Winkel   ji   und    v    werden    hierdurch    von    selbst 
gegeben. 

Setzen  wir  ferner  vosl^^p,  cosm  =  f/  und  cos«^i=)%  so  er- 
halten wir,    weil   diese  Gleichungen   mit  den  oben  in  Aufg,  69. 
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(§.  862.)  integrirten  übereinstimmen,  ausgetiominen  dass  f  nega- 
tiv gesetzt  wird,  folgende  endliche  Gleichungen: 

und 

I)     ,^  +  ,..  =  ß_^ 

IV) 

g_   %c'-J/i.'(e-^)    /b>[Cc'+4;j,y+r(g-^)'] 


V)     rfl  =  - 


ripV^c' +/'(!-?') 


VI)    ^»  =  -j^(ß-^) 


VII)  a'=A'  + 

VIII) 

ydz—idy A{a^ — c^dt 


Hier  müssen  die  Constaiiten  A,  B,  C  und  die  Übrigen, 
welche  durch  die  Integration  noch  eintreten  werden,  durch  den 
Anfangi^ziiütand  des  Körpers  bestimmt  werden. 


§.  898.    Hat   der   Ktlrper   sich    anfangs   in   Ruhe  «nd   die 
Hauptaxe  j4  in  a  befunden,  war  dabei  ihre  Abweichung  Za  =  l 
und  cosI  =  v;    so  hat  man    für   den  Anfang   a;=0,    ^=0  und 
1^0,  weil  jß=:0  ist,  ferner  /»  =  V- 
Es  wird  demnach 

^=0,     ß  =  0  und  C<!2=— 4/51', 
und  wir  erhalten  hieraus  nach   Verlauf  der  Zeit  ( 
x=0 
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„.    ,,,.._äV^ft&'-t')a-yl 


g.  899.  Ausseidem  ist  aber  in  dioseni  Falle  tlk^i),  tm.l 
es  wird  sich  daher  die  Axe,  welche  anfangs  in  «  lag,  durch 
den  Bogen  aZ  bewegen.     Ferner  wird 

tV  fgip-VXl—r')' 
worauf,  weil  p'y-p  oder  /<t  ist,  die  Äse  von  «  direct  nach  Z 
l'ortschreilen  wird.     Endlich  vrird,  weil  ydz — :%=0  ist. 


Hieraus  folgt 

also  bleibt  tlieser  Winkel  constant. 

Zusatz  3. 
§■  900.  Wenn  deranacb  dec  Kürper  sich  anfangs  in  Ruhe 
Uefunden  «nd  seine  Hauptaxe  lA  die  geneigte  Lage  la  einge- 
halten hat,  so  wird  sie  sich  von  liier  gerade  aufrichten,  indem 
sie  von  a  nach  Z  aufsteigt,  auch  wird  sie  sich  um  den  Punkt 
O  drehen,  so  dass,  well  a^=:ßcosß  — 0,  der  Bogen  AO  ein 
Quadrant  ist.     Weil  ferner 

cosZO=cos«co8/+cos|3oos™-^cosycosH:^2?L+i:f^O 
ist,    wird  auch   ZO  ein  Quadrant  und  O  der  Pol  des  Kreises 
Ä"Zr  sein.     Ist  die  Ase  nach  Z  gelangt,  so  wird 
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c 
Anmerkung  ]. 
§.  901,  Hat  der  Kurper  sich  anfangs  nicht  in  Ruhe  hcfun- 
ilcn,  aber  eine  beliebige  Bewegung  angenommen,  so  vvird  die 
Fortsetznng  der  Ueivegung  durch  dieselben  Formeln  Itestinimt, 
wenn  man  mir  den  Constanteii  A,  B  und  C  dem  Änfangszu- 
Stande  entsprechende  Werthe  beilegt.  Hierbei  gelangt  man 
aber  zu  solchen  Formeln,  deren  Integration  nur  ausgeführt  wer- 
den kann,  wenn  man  die  Quadraturen  höherer  Ordnung  zugibt. 
Selbst  auch  der  hier  sehr  einfache  Fall,  in  welchem  der  Kör- 
per sich  anfangs  in  der  geneigten  Leige  in  Ruhe  befunden  bat, 
ist  von  der  Integration  d<>r  Formel 

^V/j/Cp-vXl-;»^ 

abhängig,  und  diese  kann  weder  durch  Logarithmen  noch  durch 
Kreisbogen  ausgeführt  werden.  Ist  aber  die  anfängliche  Ab- 
weichung Za  gleichsam  unendlich  klein,  so  wird  die  Arbeit  auf 
Kreisbogen  zurückgeführt.  Es  sei  nämlich  im  Anfange  Za=l 
und  nach  Verlauf  der  Zeit  t  die  Abweichung  ZA=^l,  alsdann 
wird,  weil  I  und  l  sehr  kleine  Bogen  sind, 

;»=:1— lya,  also  dp=-ldl  und  p=l^y^l^, 
mithin 

dt=: 


Die  Axe   lA    wird    daher   vertikal    nach  Verlauf   der  Zeit 


wie  ein  einfaches  Pendel,  dessen  Länge  =  j-  ist  (§.215.). 
Anmerkung  2. 

g.  Ö02.  H.lften  wir  nicht  dem  Körper  eine  solche  Beschaft'en- 
helt  beigelegt,  dass  seine  natürliche  Axe  f/>,  welche  im  Zustande 
des  Gleichgewiclits  vertikal  wird,  zugleich  seine  Hauptase  wäre 
und  die  zwei  übrigen  gleiche  Momente  der  Trägheit  hätten;  so 
würden  wir  zwar  die  seine  Bewegung  enthaltenden  Differential- 
formeln  haben  angeben,    auf  keine  Weise  aber,    in    Folge  der 
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Mangelhaftigkeit  der  Analysis,  die  Bewegung  selbst  bestimmen 
kiinnen.  Indessen  kommt  es  aber,  wie  in  dem  behandelten 
Falle,  wo  wir  dem  Körper  eine  unendlich  kleine  Abweichung 
beigelegt  haben,  vor,  dass  die  Bewegung  ziemlich  einfach  und 
der  eines  Pendels  ähnlich  wird  und  diess  findet  selbst  im  all- 
gemeinen statt,  auf  welche  Weise  auch  immer  die  Hauptaxen 
rücksichtlich  der  natürlichen  Ase  liegen  mügen.  In  der  Lage 
des  Gleichgewichts  nämlich,  wo  die  natürliche  Ase  DF  die 
vertikale  Lage  einhält,  nehme  ich  an,  dass  der  Mittelpunkt  der 
Trägheit  /  unterhalb  des  Mittelpunktes  O  der  sphärischen 
Grundfläche  im  Abstände  Gl^f  liege.  Hierauf  setze  ich  voi- 
aus,  dass  dieser  Körper  unendlich  wenig  von  seiner  l^age  der 
Ruhe  abweiche,  so  dass  der  Bogen  ZD  =  ^  (Figur  121.)  un- 
endlich  klein  wird.  Offenbar  wird  alsdann  der  Körper,  indem 
er  sich  wieder  aufrichtet,  Schwingungen  oder  Schwankungen 
ausfahren,  bis  er  endlich,  nachdem  die  Bewegung  durch  den 
Widerstand  aufgehoben  ist,  im  Zustande  des  Gleichgewichts 
zur  Ruhe  kommt.  Weil  hier  die  .Abweichung  immer  sehr  klein 
ist,  braucht  auch  die  ganze  Figur  des  Körpers  nicht  sphärisch 
zu  sein,  sondern  es  ist  hinreichend,  wenn  sein  unterster  und 
zwar  der  sehr  kleine  Theil,  womit  er  die  horizontale  Ebene  be- 
rührt, einer  sphärischen  Oberfläche  angehört,  deren  Mittelpunkt 
in  G  liegt.  Indem  wir  daher  diese  schwankende  Bewegung 
erforschen,  wollen  wir  zuerst  untersuchen,  aufweiche  Weise 
die  oben  im  Allgemeinen  entwickelten  Formeln  für  diesen  Fall, 
wo  die  natürliche  Äxe  DF  des  Körpers  so  wenig  als  möglich 
von  der  vertikalen  Lage  abweicht,  zusammengezogen  und  hier- 
durch die  Momente  der  Kräfte  P,  Q  und  R  so  bequem  be- 
stimmt werden  können,  dass  wir  hierauf  mittelst  derselben  die 
Bewegung  anzugeben  vermögen. 

Aufgabe  107. 

§.  903.  (Fig.  121.)  Ein  mit  einer  sphärischen  Grundfläche 
versehener  Körper  weicht  unendlich  wenig  von  der  Lage  des 
Gleichgewichts  ah;  man  soll  die  Momente  der  Kräfte  in  Bezug 
auf  die  drei  Haupfaxen  bestimmen. 

Auflösung. 

Om  /,  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  des  Körpers  ist  eine 
Kugel  beschrieben,  auf  welcher  Z  der  Scheitelpunkt  ist,  und 
es  habe  die  natürliche  Axe  ID  des  Körpers  eine  um  sehr 
wenig  von  der  Vertikalen  abweichende  Lage,  so  dass  der  Bogen 
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ZD=Q  äusserst  klein  ist.  Die  Hauptaxen  des  Körpers  ent- 
sprechen aber  den  Punkten  A,  B  und  C,  deren  Lage  in  Bezug 
auf  den  Punkt  D  sich  so  verKäit,  dass  die  Bogen  0^  =  £, 
DB^^Tt  und  DC~0,  und  znar  constant  sind.  Nun  seien 
ferner  in  Bezug  auf  den  Scheitelpunkt  Z  die  Bogen  ZA  =  l, 
ZJß^m  und  ZC=±n,  diese  werden,  weil  der  Bogen  ZD=q 
äusserst  klein  ist,  kaum  von  jenen  £,  rj  und  ß  verschieden 
sein;  setzen  wir  daher 

cos/=^cosJ|+/>,     coswtsrcosjjH-y  und  cosn^cosö  +  r, 
so    werden  p,    q  und  r  sehr  kleine  Griissen  sein.     Da  alier  so 
nohl  cosj*+cos)?''  +  cose«— I, 

a(s  aucfi  cos/^  +  coFm^+cosn^=l 

ist,  so  wird 

2it>cosf  +  2f/cos>!  +  2rcosÖ+i)H-9^  +  J-2r^0. 
Da  ferner 

cos  ß^:  cos  g  008^4-  cosijcosm  -|-  cos  ö  cos  w 
ist,  so  wird 

eose=l+/>cosf+ycoS9j+i'cosö 

pcos£-J-9C08i)  +  )-cosö=— VaP^  u"d  fP-^fi^\v'^=Q^. 

Wir  erhalten  daher  iinn,  wenn  wir  den  Druck  des  Körpers 
gegen  die  horizontale  Ebene  =  JI  setzen,  nach  §.894.,  indem 
wir  f  einen  negativen  Werth  beilegen,  die  Momente  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  Hauplaxen; 

>=n/[rcosi?-9cosÖ),  e=JJ/i:;)cosÖ-rcos£) 
und  R  =  Jim  cos  l—p  cos  n). 

Wir  haben  aber  ferner  gesehen,  ^asa  n~  M\\-''^-^^-\ 
ist,  und  da  cosg  sehr  nahe  —i  ist  und  nur  sehr  kleine  Verän- 
derungen erleidet,  so  wird  mit  hinreichender  Genauigkeit  n 
=-M,  ^o  dass  wir  anzunehmen  haben,  der  Körper  drficke  mit 
seinem  ganzen  Gewichte  gegen  die  horizontale  Ebene.  Wir 
haben  auf  diese  Weise 

P=  37/t;r  cos  1]— 9  cos  e) 

Q=yl//i:,,cos9-rcosJ) 

und  R=Mf{gcosi—pe.osii). 

Aufgabe  108. 

g.  !)0i.  (Figur  121.)  Ein  Körper  mit  sphärischer  Grund- 
fläche weicht  ein  wenig  von  der  Lage  der  Ruhe,  in  welcher 
die  Axe  DI  vertikal  ist,    ab  und  wird   hierauf  losgelassen,   so 


y  Google 


iSJO 


Kap.  XVllI.     Von  der  Bewegung  der  Körper 


dass  er  aus  der  Ryhe  gegen  den  Stautl  des  Gleichgewichts 
zurückkehrt;  man  soll  seine  Bewegung  bestimmen. 
AuflÜaung. 
Nach  Verlauf  der  :2cit  *  habe  der  Kürper  die  in  der  Figur 
dargestellte  Lage,  und  es  bleiben  alle  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  aufgestellten  Bezeichnungen  dieselben;  ferner  seien 
aber  die  Momente  der  Trägheit  des  Körpers,  in  Bezug  auf  die 
Axen  lA,  IB  und  IC,  Ma^,  Mt,"^  und  Tüfc^.  Es  drehe  sich 
nnn  aber  der  Korper  um  die  Axe  10 ,  im  Sinne  ABC  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  =Sl  und  es  seien  die  Bogen  AO~ti, 
BO=ß  und  CO=y;  ferner  setze  man  £i,cosa=a:,  i2cosj3  — 1/ 
und  Slc»sy:=i.  Weil  wir  annehmen,  dass  im  Anfange,  ivo 
*=:0  ist,  der  Klirper  seine  Bewegung  von  der  Ruiie  ab  be- 
ginne, so  war  damals  x~0,  y— 0  und  z  =  0.  Weil  ferner  seine 
Bewegung  immer  eine  sehr  langsame  bleibt,  werden  auch  die 
(Grössen  x,  y  und  x  stets  sehr  kleine  Werthe  haben,  so  dass 
man  die  Produkte  je  zweier  ay ,  wz  und  yi  als  gegen  sie  ein- 
zeln verschwindend  ansehen  kann.  Da  nun  die  Momente  der 
antreii>enden   Krälte    P,    Q  und  R  so   eben    bestimmt   worden 


sind,  erbalten  i 


und 


r  nach  g.  !  . . 


die  folgenden  Gleichu 
3  ij  —  q  cos  Ö) . 

.9-rcosO 


Igen; 


=^COSi}-\-q    und    c 
I  constanf  sind, 

nn=  — </r; 

treten : 


Weil   ferner  cos/^:^cos£  + /),    cos: 
^=cos6-\-r  ist,  so  wird,   da  £,  ri  und 

dl.s\nl  —  ~dp,     ri»r.sin»i— — dr/  «nd  dn. 
wesshalb  ausserdem  folgende  Gleichungen  bin 

—  rf^  =  rf%C089~-IC0S9)), 

-—  dt)  ■■=  dt(z  cos  Z — arcos  6) 
~dr=dHxcos'yi  —  ycos.Q. 
Hierbei  haben  wir  die  Proilucte  yr,  ly,  ip,  xr,  xi)  und  yp 
als  sehr  klein,  Im  Vergleich  mit  den  hier  dargestellten  Gliedern, 
fortgelassen.  Setzt  man  endlich  voraus,  dass  der  Bogen  ZA 
jetzt  von  einem  gewissen  festen  Vertikalkreise  um  den  Winkel 
X  abweiche,  so  erbalten  wir,  weil  sin^*;=ain£^  — 'i^jcos^  ist, 
die  folgende  Gleichung 

Weil  al)er   in  den  obigen  Gleichungen  die  Giüsseii  x,  tj. 
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X    und  7),   q,  r  \ilierall  in  Einer  Dimension   vorkommen,    und 

weil  die    drei  erslern   l'iir   (^^0    verscliwinden  sollen,    so   ivird 
man  offenbar  sowohl    dieser  Bedingiini;,  als   auch  jenen  sechs 
Gleichungen  Gemiiie  leisten  können,  indem  man  setzt: 
x  —  As.\\\St,    y=BstnSt,     i=Csin3t, 
p=:JJcns3t,  q:^Ecosöt,    r=^FcoBSt. 
Man  erhält  alsdann,  wenn  man  die  ersten  drei  Gleicliungen 
dnrch    cosd^    und    die  drei    Ict/.tcrn    durch    ninSl:  dividirt,    die 
füllenden ; 

Aä  —-j^(Fcüs  tj-Ecosd),         m=B cosö  -  Ccos ij, 

m  =  '^(Dcose~Fcost),         Eä=Ccosi—Ac<}sß, 

Cd=?^{Ecosg— Wcosij),         F3==Acosti—Bcos'S. 
Subetituirt  man  die  Werthe  der  Coefficienten  D,  E  und  F 
aus  den-  hintern  Gleichungen  in  die  vordem,  so  erhallen  wir 

i^  =  ^cos^^^-ScosEcos^-CcosScose  +  ^cose^ 

-s^ —  ^ficosö"  — Ccosijcosö— iJcos?eos??+  ßcos?* 

und  -^^— Ccosr^-^RosecosÖ-ßcos^cose  +  Ccos^a. 

Nun  setzen  wir  der  Kürze  wegen  jlcos? -|- S cosi?+ Ccosfl 
=  G  und  erhalten  so,  »veil  cosS2_|.cosj(ä  + eosÖ^^i  j^f. 


Ferner  wollen  wir  zur  Abkürzung  ryT-:=::u  setzen,    wonach 
diese  Gleichungen  ergehen 

GcosJ^  GcosTi  Gcosfß 

^  "  1  -  a^»  '    ^-T^T]^  ""'I  c=  Tzr^^  ■ 

Da  aber  AcosS-^-  Bcosij  +  Ccose=G  ist,  so  erhalten  wir 


oder  wenn  man  diese  Gleichung  entwickelt  und  durch  11  dividirt 
aH'^cH^  —  [i=c3  sin  f*  +  ««c^si  n  t,^  -\-  a''b'^s\  0  ö^]« 
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Inüem  wir  nun  die  bekannteu  Grüssen 

und  a«cosfä+62cos'tj2+c2cosff'=Laa*2ca 

setzen,  erhalte»  wir  die  GleicKnrg 

u'^~Ku\-L=<i 
und  hieraus 

Die  Grfisse  G  bleibt  hier  unbestimmt,  und  man  hat  dieselbe 
dem  Anfangszustande  entspreeliend  zu  bestimmen,  wogegen  K 
und  i  durch  die  Natur  des  Körpers  gegeben  sind. 

Da  also  nun  der  Werth    von  u  gefunden  ist,    erhalten  ' 

_  G»(6»-t;^)cos>,cos9  __^__„^^_ 

Guia^ — 6^)cos£eosi) 

Wenn  nun  der  l3ogen  2/>,  welcher  jetst  ^=q  ist,  im  An- 
fange =  r  war,  so  erhalten  wir,  weil  in  diesem  Falle  zugleich 
p=D,  y  =  E  und  r=F  ist, 

m-\-E-^-^-F^=t^    (§.903.), 
und  man  findet  hieraus  die  Constante    G  durch   r  ausgedrückt. 
Um  endlich  den  Winkel  i  zu  finden,  haben  wir 
(ifCficos^)  +  Ccoa  6)  sin  ^f 

also  _  (/;cos't)-;-Ccose)(cosdi— .1) 

^-  dsin£^ 

wenn  nämlich  der  Bogen  ZA  sich  anfangs  auf  dem  festen  Ver- 
tikalkreise beCunden  hat  und  wir  annehmen,  dass  er  sich  von 
da  im  Sinne  XOY  bewege.  In  so  fern  nun  dieser  Ausdruck 
für  i,  negativ  ist,  müssen  wir  die  Axe  lA  als  im  entgegenge- 
setzten Sinne  um  Z  sich  drehend  betrachten. 
Da  endlich  p^  ^-q"^  ^r^==:Q^  ist,  so  wird 

e=rcosa(, 

well  V=^VD'^-^E^'+FK  Es  erhellt  hieraus,  dass  die  Axe 
ID  in  die  vertikale  Lage  aufgerichtet  werden  wird  nach  Ver- 
lauf der  Zeit::=nT  >  und  dass  ihre  Schwankungen  isochron  sein 
werden  mit  einem  Pendel,  dessen  Länge  (g.  213.) 


y  Google 


mit  sphärisch.  Grundfläche  auf  einer  horiiont  Ebene.      513 
_  'Jff_  I  _  g  ~VK^—4L 

Zusatz    1. 
§.905.    Da  Oa-|-jE;a  +  F»— r^  ist,  so  wird 
e^t^=A%casti^  _|_  cose^]  +  B^lcos^  +  cosö^]  +  C2[cosS2  ^  cosij*] 
—  2ßCcosi?cosÖ— a^CcosScosÖ— 2^ßcos£cos)j. 
Da  ferner  G  =  ^cos£+ßcos?/+ Ccosö  ist,  so  erhält  man, 
wenn  man  das  Quadrat  dieser  Gleichung  zu  joner  addirt, 

SetBcn  wir  iiun  dor  Kürze  wegen 

und        ^  =  G»co.S.     B  =  (;«eos,  und  C=eHco6», 
J«r«=G»[P'co«E'  +  ffl»ena.|»  +  H=oos9'  — 1]. 
Da  aber 

«nd  H=-K=jr5^, 

SO  erhält  man 


§.  906-     Weil   ferner    Ö^^2fffH  ist,    so   findet  man,    wenn 
,n  die  Gleichung  u^~Ku  +  lLO  zu  Hülfe  ruft, 
_       -■2/gv^(l-fl''»)(l-6%)(l-c%) 


§.  907.     Dieser  hinreichend  einfache  Ausdruck  von  C  wird 
auf  folgende   Weise   hergeleitet.     Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

-si^rt,  Tä=r'  und  — 2  =  £,  so  haben  wir: 

1)     Ä=a  +  e  +£— acosS^— öcoS7j2-ccos(9"^ 

II)  i  =  6c  cos  t^  +  ac  cos  7/2  +  ab  cos  Ö^ 

III)  1  =  cos  £»  +  cos  ij2  +  cos  ö*. 

Da  nun  m*— Ä«  +  i=0  ist,  so  leitet  man  hieraus  ab 
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aK^L—a^       ,  ^      (ii  — M)(i  — hk) 


G^-(rt-eX^-fl)(a-«)-^Ct.-c)(fl-rO(6-M) 

c(L — cu) 


1-  (c_a)(6-cKc- 
woraus  man  <liirch  Reductioit  jene  Gleichung  eihSlt. 

Anmerkung. 
§.  908.  Diess  erstreckt  sich  auf  die  Schwankungen  aller 
Körper,  deren  Grundfläche  ein  Theil  einer  Kugel  ist,  wie  auch 
immer  ihre  Hauptaxen  im  Verhaifniss  zur  natürlichen  Axe 
DGIF  liegen  und  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf 
dieselben  ungleich  sein  mügen.  Damit  wir  bei  einer  so  gros- 
sen Alisdehnung  nicht  in  Verwirrung  gerathen ,  wird  es  ange- 
messen sein,  zuerst  unsere  Formeln  den  einfachen  Arten  von 
Körpern  anzupassen,  von  welchen  wir  dann  leicht  zu  compli- 
cirtern  Arten  fortschreiten  können.  Zuerst  ist  nun  derjenige 
Fall  der  aller  einfachste,  in  welchem  alle  Momente  der  Träg- 
heit unter  sich  gleich  sind,  oder  a^—6^=c^  ist,  weil  wir  als- 
dann auch  DF  für  eine  Hauptaxe  halten  können  und  sich  die- 
selben Schwankungen  ergeben  müssen,  welche  wir  schon  vorher 
bestimmt  haben.  Hierauf  wollen  wir  aber  wenigstens  zwei 
Momente  der  Trägheit  einander  gleich  j  nämlich  b^=::c^  setzen. 

Fall  I. 

Hier  ist  a^  =  b^=c^. 
g.  Ö09.     In  diesem  Falle  haben  wir 

mithin 

G  = 


isg'-|-  Gcosri'^+  Gcosl9- 


1 -u%  -1_„V 

SO  dass  w  =  0  wird.     Denselben   Formeln  geschieht  aber   auch 
Genüge,  indem  man 

u  =  ^  und  G={i 
setzt,  so  dass 

^cos?+ßcüS];+Ccose=0 
und  nichts  weiter  bestimmt  wird.     Wir  haben  auf  diese  Weise 


_V2^ 
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ferner  aiMir 


und  6^t^=A^+B^+C^ 

so  dass  p=rcosÖ(  ist. 

Nun  wollen  wir  sehen,  um  welchen  Pol  O  der  Körper  sich 
drehen  wird.     Wir  haben  zuerst 

cosOÜ  =  cosßcos?  +  cosßcosti  +  cosycosÖ 
oder 

SlcosOD=a;cosi+^cosrj  +  icos6=0;  also   OD^QO'». 
Zweitens  ist 

■  cosOZ— cos«cos/  +  co8(icosns  +  cosycosM 
oder       Sl  cosOZ=.t  cos  l-f-  y  cos  »(  + 1  cosm 

weil  AD  +  BE^CF^Ü;  also  habeu  wir  auch 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  Kür|)er  sich  um  den  Pol 
O,  welcher  der  Pol  des  Vertikalkreises  ZDX  ist,  drehen  und 
so  die  Axe  aus  D  direcf  in  die  vertikale  Lage  Z  aufsteigen 
wird,  so  dass  nach  Verlauf  der  Zeit  ( 

,=„..^ 

ist.    Diese  Schwankungen  werden  daher  isochron  sein  mit  den 
Schwingungen  eines  Pendels,  dessen  /jänge  ^:^-^   ist. 

Fall  II. 
Hier  sind  nur  zwei  Hauptmomente  einander  gleich, 
oder  es  ist  b^=^c'^. 
§.  i)10.     In  diesem  Falle  ist 

;a+a3sin^3-|-«asi„g2_c3sing3.|.^a  .1.^3^03 g' 


K 

";_«^cos?M:C^sinr^ 


da  die  Gleichung,  aus  welcher  u  bestimmt  werden  muss,  i 
cosg^  sin  ja 


übergeht,  haben  wir 

«■■"cos^+t-^sinE^  — «V%  und  m=  - 
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Dieser  Werth  lässf  sich  auch  aus  der  allgemeinen  tllei- 
chitng  ableiten,  nur  wird  auf  diese  Weise  die  nutzlose  Wurzel 

u^=-^    ausgeschlossen.     Wir  erhalten  daher 
^^V2J^^CQs£^  +  c^^in£') 

ferner 

G<;2  ,.  €a^cosv  ,    „  Gtficose 

Um  hierauf  G  duvch  t  ausgedrückt  zu  erhalten,  wird 

G^Cn^cost^  +  c^sint:^) 

"•^  +*"  ^    (a^-cTsin£aeos£* 

G^(«^cos|^+ßf8in£T 

(«s-c^jaginjäcosr' 

(„g-<;VrsJngcns;^(oa_^,a),.sin?cosCV2^ 
«Scosg^  +  täsinE"        ffcVfi''cos£a+  c^sine^ 
Wir  erhalten  ferner 

und  auch  _  

ttVn^cose^  +  c^sine»     '  csineVwäcosg^+c^si'ii:« 

und  p ar  cos  £co3  dV2fy    

" c sin fVa^cosg^  +  c^sin^    ' 
Hieraus  leiten  wir  ab 
a;:=SlcosK^=Asinöt,    y=  ücos^=  ßsinäf,     zz=Slcosy^Cs\ndt, 

p^cosl — cos^^DcosSt,     gi  =  ci}sm  —eostj^=EcosSt 
und  r  =  cosn-cose=:FcasSf, 

wie  auch  

otsinScos£(l-cf.8a0V2^y_      «%sin£cosg(l-cos^i) 

^"  öcV«^cos.J2-|-casinea       —  «»cosja+c*sin£2 

Hiecbei  ist  l  der  Winkel  FZ^,  wenn  ZV  der  feste  Ver- 
tikalkreis ist,  von  welchem  ivlc  die  Abweichung  des  Pols  A 
rechnen.     Ferner  ist  aber 

und  um  den  Winkel  JJZV  zu  erhalten,  suchen  wir  den  Winkel 
J}ZA  aus  der  Formel 

QSml  psing  '-''^sinj; 

weil  i>=^0  und  daher  auch  p=0  ist,  demnach 
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COS  uz,,!  —         2sinC         ' 

Da  nun  dieser  Ausdruck  unendlich  klein  ist,  so  sieht  ttian 
ein .  dass  der  Winkel  BZA  sehr  nahe  =  90"  und  =  ZDA 
sein  wird.  Da  ferner  im  Anfange  der  Winkel  ZDA  kein 
Rechter  gewesen  ist,  so  erstreckt  sieb  diese  Auflüsung,  weiche 
nämlich  offenbar  nur  eine  besondere  ist,  nicht  bis  dahin.  Ue- 
brigens  sind  aber  auch  diese  Schwankungen  isochron  mit  den 
Schwingungen  eines  Pendels,  dessen  Länge 


Endlich  wird,  weil  Sl=:smStV  A^-i-B'^  +  (^  ist. 


(im 

ober  ile 

11  Dceliu»gs[)ol  0  z 

.i])(i  ncosOZ= 

^0  ist, 

=---(Jco 

,1+Bc 
0D  = 

o,„d 

=  oz. 

+  Ccosö)sin3(=Gsina( 
H-Ccosn)sin3i^Gsinö(, 


§.  911.  Es  ist  kein  Wunder,  tiass  diese  Anfiösung  keine 
allgemeine  ist,  da  nämlich  durch  die  Natur  des  Körpers,  welche 
in  den  Grösse«  o«,  U^,  c^  und  den  Winkeln  z',  »?.  Ö  enthalten 
ist,  und  durch  die  anfangliche  Lage  der  Axe  DF  und  ihre 
Abweichung  r  von  der  vertikalen  Lage  alle  Co6fßcienten  A,  B, 
C,  D,  E  und  F  nebst  der  Zahl  S  bestimmt  werden.  Durch  sie 
wird  aber  der  Winkel  ADZ,  um  welchen  der  Bogen  DA  im 
Anfange  vom  Bogen  DZ  abwich,  von  selbst  bestimmt  und 
bleibt  daher  nicht  mehr,  nie  die  Natur  der  Sache  es  verlangt, 
unserm  Belieben  überlassen.  Da  wir  aber  im  allgemeinen  fiir 
die  Grösse  u  einen  zweifachen  Werth  erhalten  haben,  von  wel- 
chem man  mit  Recht  keinen  gegen  den  andern  verwerfen  darf, 
60  werden  wir,  wenn  wir  beide  zugleich  anwenden,  eine  weitere 
Auflösnng  erlialteii,  wodurch  man  auch  bewirken  kann,  dass 
der  Winkel  ADZ  anfangs  einem  gegebenen  gleich  werde.  Da 
nämlich  in  den  Differentialgleichungen  die  Grössen  x,  y,  s,  p, 
q  und  r  überall  eine  einzige  Dimension  haben,  so  wird  man, 
wenn  man  ihnen  auf  doppelte  Weise  Genüge  leisten  kann,  für 
eine  jede  Grösse  die  Summe  je  zweier  Werthe  setzen  können 
und  hierdurch  eine  allgemeine  Auflösung  eilangen;  diess  wol- 
len wir  hier  auseinandersetzen. 
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Aufgabe  109. 
§.  912.  Ein  mit  einer  sphärische  Grundfl  che  teraeletiei' 
KOfper  ist  auf  beliebige  Weise  unen  llich  en  ^  t  s  1er  Lage 
des  Gleichgewichts  gebracht,  und  i  1  pl  tzhch  I  gelaasen; 
man  soll  die  schwankende  Bewegiii  g  best  i  le  d  rcl  eiche 
er  angetrieben  werden  wird. 

Äuflllsung. 

jrbcrgehenden  Auf- 


Behalfen  wi 

r  die 

Be 

zeichi 

luni 

Ten    de 

r   vo 

gäbe  bei 

,  so  sei 

ien,  w 

eil 

wir  iiir 

sinE^ 

f 

•^ 

+ 

sin  es 

=  K 

und 

cosE^ 

+ 

^- 

+ 

cos  ff' 

=  L 

doppelte 

Werth. 

;  für  u  finden. 

diese 

u=^j^K\-^f%K'—L  und  u'  =  %K—V^UIi.^'-L. 

Hieraus  erhalten  wir  auch  zwei  Werthe  l'fir  ä,  welche 

8-V^u  und  ä'=  V2^' 

sein   miigen.     Hierdurch   erhalten   wir  ferner  für  die  fi  Grüssen 

X,  y,  I,  ji,  tj  und  r  die  folgenden  Werthe; 

isSsinä( 


a;=ßcosß 
■/=.SlQosß 


Geosflsindf 

I  _  ^2«  + 


Hco 

s£8in 

ö't 

ffco 

sj;sn 

iä-i 

1- 

//CO 

sdsii 

^5■t 

1- 

')  cosijcosöcosdf 


ä'(l-6V)(l-cV) 
<;w(c^— oVosgcosÖcos  Si 

Su'(c-^  ~a^)  cos  Sco^  6  cos  S'l 
+  ä'(l-cV){l~a^n') 

_  __        ^       f,'«(«g— S^jcosgcosjjcosgi 

r  — cosji      cosö—         S(l—a^u)il-b^ii) 

Hier  haben  wir  zwei  beliebige  constante  Grossen  G  und 
H,  und  es  leistun  diese  Werthe  auf  solche  Weise  Genüge, 
dass,    wenn    man   sie   in    die  Differentialgleichungen  substituirt. 
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sowohl  die  mit  G,  als  auch  die  mit  H  behafteten  Glieder  sich 
getrennt  einander  aufheben.  Ist  aber  im  Anfange  für  (=0  der 
Bogen  ZD:=x  gewesen,  no  muss 

pa  +  ^a-f-^a—va 

werden.     War  ferner  im  Anfange  der  Winkel  ZDA:^f,   so  ist 
is£cosr_cost(i-cosv)+/. 
■int        —  sinesinr 


,sf=- 


—  2sin£  +i-sln£' 
aUo  weil  r  unendlich  klein  ist, 

;,  =  l-.inrcosf. 
Wird   hier  nau   für  p  sein  obiger  (^:0  angehüriger  Werth 
substituirt,  so  erhSIt  man  eine  andere  Gleichung,  durch  welche, 
in  Verbindung  niit  jener,  die  beiden  Gonstanten  G   und  H  be- 
stimmt werden.     Setat  man  alier  denWinkel  VZA^X,  so  wird 

deren  Integral  leicht  dargestellt  wird.     Auf  ähnliche  Weise  er- 
halten wir,  wenn  man  die  Winkel   VZB  =  iiaud  VZC^v  setzt, 

,  (/;(zcos9  +  a:cosa 

'^1'  = äiiT^^ 

und  ,  (Z<(jrcos^-|-.-ycos)j 


Es    ist  aber  hier  angemessen   zu  bemerken,    ilass,    wenn 
fia— (.a  ist,  die  zwei  Werthe 

u=~  und  m'^?^      ^^ 
sein  weiden  und  dass  daher  für  den  erstem  der  obigen  Brüche 
Zahler  und   Nenner    zugleich    t  ersehn  luden      Um    die   Werthe 

derselliLU  aufzusuchen,  setze  man 

js  — „a  -t-  »■ 
wo  m  eine  verschwiii<1en(le  Gi'üseeist;  alsdann  fiodet  man 
1       mcosfl'  ^^j  ^,_sln5«      eo.£' 

SetKt  man  nnn  —  =/,  so  ilass  G=^Ib>=:0  ist,  so  wiiil 
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o^, 

208  71 

' 

l-c 

■>«• 

/sin! 

«  + 

Ä<."co. 

(j;sinfl'( 

c^, 

I.a^-C 

>ln!? 

Is 

inca, 

linll 

+  ^ 

sesinä'( 

«i'-'oof 

•  ft 

-A' 

/si 

i"^s 

UiSt 

«5^ 

;osesinä'f 

'  c  cos  ö 

/sing^cosdf 


5'— cos«  — cosijx;  — j^2 ^  ■    ■  ■ 


-<:osÖ=  —  - 


/sin£^cosCc(.s5i 


(1  -  «V)(l -cV)  -      (a^- c^)  sin  £^  cos  g^ 
Setzen  ivir  aber 

mSe'^oSTicose        ,       ^^a'(a^—c^)  Single. 


.T-V2/ff    und  A.-^2/g(«^cosr^  +  c 

iNil  es  werden  nun  obige  Gleichungeu: 

^d' sin  K'^  sin  B-t 


nSf 


1  =  Jicosys:- — ä — ^ ~  —  *Socos»;sinö( 

p=cos/  — cosJ=®sing2cosöi 

5:=  cos  jrt  —  cos  tj^—tS  cos  £  cos  r]  cos  (5(  -|-  ^u'  cos  6  cos  d'( 
v=coan~c(isd=—  lBcos£cos9cosö( — 'Öm' cos  ij  cos  ö'(. 
Diese  Formeln  können  ohne  irgend  eine  Schwierigkeit  allen 
Fällen  angepasst  wecden. 
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Zusatz   1. 
§.  913.     Diese    Integrale  können    noch    weiter    ausgedehnt 
werden,  indem  x,  y,  x  und  p,  q,  r  constante  Theile  aufnehmen; 
ändert  niän   nun  die  Form   der   Buchstaben  G   nnd  H,    so  er- 
halten wir: 

a;=:  cosS[e  +  ©(1— ö2m)(1  -  cht)a\nSt  f  -6(1— ö^OCI-c^m')  sinö'i] 
y:^M&n  l®  +  ffi(l-«%)(l  -c=«)  siriäi  +  -5(1— «V){l-cV)sinö'(l] 
i=::c()SÖ[®  +  ®(l— a%)(l--6%)sin5(  +  -6a-a*M'}(l— öV)siniS'(] 


-^«'(1  — a^»')cog3'<~H 


r®«(i-c%)co5^f 


-] 


i-  =  *co.«  +  («'-J«)co»Sco.,[2 

Zusatz  2. 
g.  914.    Man   kann  auch  die  beiden  Winkel  St  und  S't  um 
eine  constante  Grösse  vermehren,  und  wenn  man  statt  ihrer  8t 
+  g  und  ä'(  +  l)  schreibt;   so   enthalten   die  Integrale  die  sechs 
beliebigen  Constanten  g,  i},  %  S,  ®  und  '^,  sie  sind  daher  die 
vollständigen  Integrale  dieser  sechs  Üifferentialgleichungen  : 
aUx=  '2fgdt(r  cos  ij  —  y  cos  6) 
bUy — 2fgdtip  cos  Ö  -  r  cos  £) 
c^dz  ■=.'ifgAi{q  cos  £ — pcos  ij) 
rfp  =  rf((iCosij  — ycosÖ) 
df]z:^dt{,x<:.osQ~zi:ost^ 
dr  =  dt(i/ cos  ^  —  x  cos  ^). 
Zusatz  3. 
g,  yi3.     Wenn  der  Körper  sich  anfangs  in  Ruhe  befunden 
hat,  wie  wir  in  der  Aufgabe  angenommen  haben,  so  dass  als- 
dann x=^0,  y=0  und  t  — 0  gewesen  ist;    so  muss  man  (£=0, 
g=0  und  ^=0  setzen,  die  übrigen  Cunstanten  aber  durch  die 
aniangliche  Lage  des  Körpers  bestimmen. 
Zusatz    4. 
§.  ftlß.     Sct/,en  wir    nämlich  für  den  Anfang,    wo  t=0  ist. 
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die  Winkel  ZDA=i,    ZDB--^m  und   ZDC^n,   so  dt 
nach  §.  89:i.  haben : 


sin([~m)  =  - 
sii)  (i(  —  I)  =  — 


)s(m— ii)  = .   ■  '  r-TT   «nd  cos(it— 0=- 

I    die   Coiislanteii  so  bestimmt  neiden  ,    dass,    wenn 
für  (^0  ZD~x  »ar,  man  evhält 

p=;rsiii£cosI,     f/^rsinjjcosHi  und  r  =  vs\aBcosn. 

Erläuterung, 
g.  917.    Uin  die  Constanten  $■,    ©   und  ^  im    allgemeinen 
nach  dem  anfönglkheii  Zustande  der  beschriebenen  Weise  enf- 
sprechend  zu  bestimmen,  setzen  wir  der  Kfirze  negen 

a2co8£a  +  öacosj(a_|.cacosö«:^iJ 
ö^ca  cosga + «"c*  cos  tf + a^fis  cos  9= = B 
und  es  sei,  um  die  Rechnung  zu  erleichtern 

©Mcosg  ••6«^eosl)         „ 

— ^        =A«na         ^— _r. 

Nach  atisgefuhrfer  Rechnung  erhält  man 
.5'=rsinJ'co8fcosl  +  rs'in*jco.9»;cosni  f  isinöcosöcosii, 

cos?;cosj)^  '  '    cosgcosfl  '  '      cosgcosTj    ' 

und  mA'+m'F=z 

rsinfcosl  rslnjjcosm . .     ,g.       rsinrtcosw   ^        ^ 

cosjjcosö  '       cos£cosö  cos^cos»; 


(6a_cü)(oa-„aj(„a_62j 
Aus   den    hier   eingeführten  Werthen   von  A  und  B  erhält 
man  die  obigen 

hieraus  ^_^_^ 

u^y^K+Vy^K^~L  «ml  M'=VaA:~V~V4Ä2— i. 

w  +  m'=A'  und  M— h'-^v^f^'^^^iz: 

Diese  Analyse  gilt  allgemein,  wenn  auch  dem  Körper  im 
Allfange  eine  Bewegung  beigebracht  worden  ist,  well  wir  statt 
der  Winkel    3t  und   S't  hier   die   Ö(+ $    und  S'l-yi)  angewandt 
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haben.  Auf  älinliclie  Welse,  wie  wir  hier  aus  der  anlaiiglichen 
Lage  die  Coiistanten  >,  ©  und  -^  bestimiut  haben,  werden  aus 
der  im  Aufange  beigebrachten  Bewegung  för  die  Grössen  w,  y 
und  z  gegebene  Werthe  hervorgehen,  and  setzt  man  diesen  die, 
im  Zusatz  1.  gegebenen  und  so,  dass  wir  3(  +  g  und  8't-^  i) 
statt  St  und  S't  setzen,  ausgedehnten  Formeln  iiir  (=0  gleich; 
so  werden  die  übrigen  Constanten  t£,  g  und  i)  bestimmt.  Diese 
verschwinden  aber,  wie  wir  schon  vorher  bemerlit  haben,  wenn 
die  Bewegung  vom  Zustande  der  Ruhe  an  beginnt. 

Anmerkung. 

§.  yi8.     Für  den  Fall  solcher  Küiper,    bei    denen  b'''  =  c^ 
ist,  wird 

und  es  ^werden  sich  die  Integrale  im  allgemeinen  folgender- 
maassen  darstellen; 


j=<Ecose- 
p=iiFcosg  +  ©sin£2cos(^i  +  3,) 

9  ii^'  cos  ij  — ©  COS  £coe»i  COS  {St  +  g)  +  '&«'  cos  6  cos  (ä't  +  f)) 
i-=.S'cose  — ©cosJcosecos(^(  +  S)— '6M'cos^cos(d'i4-l;). 
Ist  daher  im  Anfange,  wo  t^O, 
^>=rsin^cosI,     7=;tsinT;cosm  und  ]'  =  rsin9cosil; 
so  findet  man 


vsini;cos9cosm  — tsi 


M'sinf^cosl? 

rsing'cosf — tsini)cosgcost)co6iii  —  rsin  öcosgcosOeosii 

■"  sin  £2  cos  9 

und 
i^=rsingcos?cosl  +  rsinj;cosijcosiii  +  rsinecosöcosii. 

Sind   aber    die    Winkel  I,    iii  und   n  gegeben,    so  ergeben 
sich  auch  zugleich  die  Winkel  £,  ^  und  8,  indem 

_  cos(t— in)cos(ii-l)  3  _  cos(iii  — n)cos(l— iii) 

*"*^^  -  sln(l-iii)sin(ii-0  '      ""*'''   ~~  sin{in-lOsin(f-m)' 
cos(n--[)coB(ili  — II) 
'^''■'^  -sin(ii-l)sin(m-iO  ' 
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*''"^  —  siij(i  — m)sm(ll— 0'  ■^siiiCm  — ii)sm(T~Hi) 

■""^  .-nn"—       —  cos(t  — m) 

-sm(n-Os'«(in-iO  ■ 
Ans  diesen  Formeln  schliefst  mao,  dass 
sin£cosSci>s(4-s'inijcosTjcosm  +  siiiÖcösöcosii  — 0, 
also    die    oben   bestimmte    Constante    $   immer  :=:  0   ist.     Auf 
ähnliche  Weise  hat  man 

singoat  ,  sini;cosili      sinflcosn  _ 

eoS7,co8e"^cos£cose  "^cosScosij  ""^  "' 

wesshalb   die    oben   bestimmten  Werthe    der  Coeriicicntcn  «ich 

viel    einfacher  ausdrüclten   lassen,   so    dass   die  Uiichstaben  Sl 

und  S  ganz  ausfallen. 

Diess  gilt  im  allgemeinen,  auch  ivenn  nitht  b^^^^c'^  ist. 

All  fi>  alle  110. 
§.  919.  Ein  mit  einer  sphärischen  Grundfläche  versehener 
Körper  hat  zwei  gleiche  Hauptaxen  und  es  wird  ihm,  der  un- 
endlich nenig  aus  der  Lage  der  Ruhe  abgelenkt  ist,  eine  be- 
liebige sehr  kleine  Bewegung  beigebracht;  man  soll  die  Fort- 
setzung der  letztern  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  \9A.)  Es  sei  W  iles  Körpers  Axe  des  Gleicbge- 
nichts,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  und  den 
Mittelpunkt  der  GrundHäche  G  geht,  es  liege  dieser  hüher  als 
jener,  wobei  ihr  Zwischenraum  GI=^f  ist  Es  sei  ferner  lA 
die  besondere  Haoptaxe  des  Körpers  und  in  Bezug  auf  sie  das 
Moment  der  Trägheit  =^«2  ;„  Ue^ug  auf  alle,  auf  diese  nor- 
malen Äsen  aber  sei  es=:^c^,  und  da  man  sie  alle  auf  gleiche 
Weise  für  Hauptaxen  halten  darf,  nehme  man  die  eine  IB  auf 
der  Verlängerung  des  Bogens  DA  an,  die  andere  wird  alsdann 
IC  sein,  so  dass  der  QuadraiiJi.^C  auf  AD  normal,  also  auch 
DC  ein  auf  AD  normaler  Quadrant  ist.  Setzt  man  demnach 
den  Bogen  BA  =  t,  so  wird />S=  j;=£-(-90i  und  ßC^e^OO". 
Im  Anfange  aber,  ivo  (=^^0  ist,  sei  der  Bogen  DZ  —  v  und 
der  Winkel  ZDA  =  l  gewesen,  alsdann  wird  Z/>ß  =  m  — I  und 
Zö6'=H=I-f-90".  Wir  erhalten  daher  aus  den  vorhergehen- 
den Formeln: 

_  1        -  _  ft^cosg^-fc^sing^  __  V'lff/ 
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fernci'  ergibt  eich  aus  dieser  anfanglichon  Lage  S'^Q, 
VcosI 
rsinJ'cosI^Ssing^coss,  also  f3^-.-~^-—~, 

rcos?cosl^ecos?sintcosö 
üiul  — i'sinf  — '&M'siii£cosfj  oder  -^^ —  u's'int' — fi  ' 

Ist  ferner  anfangs  dem  Krirper  eine  Bewegung  um  die  Axe 
10,  mit   der  Winkelgeschwindigkeit  =  e  im  Sinne  ABC  beige- 
bracht worden,  wobei  OA=a,   OBi=6  und  OC=C  ist;  so  muss 
^J-sing^sinI> 
Ecosn  — ©cosä;^— — a     ■ — > 


,sfi=i  — (£si 


.8£sln|sM 


und  E  cos  C  —  iSösin  £sin  g 

sein.    Hieraus  erhalten  wir 

f[«3cosacüsf-c2cosßsing=efaacos£^  +  c2sin£2] 
nnd 

([cosa8in£+cos6cosa=-^ä'sini;si.i(j[^^  +  5 

Ks  wird  demnach 

i[»gcosncosg-cacos6sing] 
o^cosj''  +  c^sinf'  ' 


--ösinrsing 
und  ._      £[cosnsin|J^€08ficosa_. 

■^-  äVsinJsinl; 

Ecost         .  .    ,,      4cos(ising+cosCcos£l 

also  sind  die  Winkel  ^  und  'i),  und  hiertlurch  die  Zahlen  ®  und 
■^  bekannt. 

Nachdem  wir  nun  diess  bestimmt  haben,  halte  der  Körper 
nach  Verlauf  der  Zeit  i  liie  in  der  Figur  dargestellte  Lage  ein 
und  es  sei  ZD^q,  ZA^l,  ZB=m,  undZC'^w;  feiner  setze 
man  cos/  — cosj+p,  cnsfnc3  cosij  +  y  und  cosw=:cose4-i- 
oder  cos»i=;  — sin£-|-9  und  cosw— r.  Ferner  drehe  sich  der- 
selbe jetzt  um  die  Axe  10  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =£i 
im  Sinne  ABC,  wobei  OA~a,  OB=ß  und  OC=r  'St,  aus- 
serdem setzen  wir  jßcosß  =  a:,  £lcosß  =  ?/  und  jßcos7=s; 
alsdann  haben  wir  nach  §.  91S. : 
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Slcosß= 
und 


£lcoaa  = 

gs'[Tig[^^cosflcosg— 


und 

Öv cosl SIR  (St +e,) 
cos  9  ' 

fernei:  r  sin  J  cos  ( cos  (St  +  5) 

P=  co.i— — 

_rC0BgcOs(cOs(af  +  a) 


'  cosg 

und  _      rs\Dlcos(6't-\-i)) 

*■-  cosl; 

Hieraus  erhalten  wir  nach  §.  003. 


.^=5 


sJÖZ 


Kö(  +  g)2      8iiii^cos(5'( 

Dreieck  AZD 

„  cos/— cosgcos e _ p  +  Vag^co^ 
-         smjsinp        ~         psing 


indem  das    Glied   s-7— ^-   verschwindend  klein    wird.     Hiernach 


^„,      coslcos(.?f  +  9).4rcosPcos(gH5)'-'  ,  sbl^c^mW^ 
cos  5  T  cosg-'  cos  1)2 

cosgtglcos(d'<+f)) 
cos  i)  coa  (ö"(  +  6) 
Ausser  dem   Bogen   DZ=q  und  dem  Winkel   ^ÖZ  muss 
man    aher  auch    den,    vom  fealen  Verfikalkreise  ZA  gezählten 
Winkel  XZD  kennen.     Es  ist  aber  02^  =  7800—^02  oder 

da  im  Anfange  JJZA  —  lSOO-t  und  tgI)ZA=—tgt  war.     Setzt 
man  hleruuf  aber  den  Winkel  XZA:=l,  so  wird  (§.912.) 
_       diiycostj  -f  scoS(9)__  »/(?( 

ff  [n^  cosn  cos£~c^  C0SI3  sinfl  _  rcos£sinrcos,g'f +  ft) 
**'"^  ■  u^cos^^  +  c'^s'iu^  tVsingcosfj 

Wenn  wir  nun  annehmen,    dasa  im    Anfange    der  Winkel 
XZi}  verschwunden  sei,  so  war  damals 
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es  wird  daher  die  hier  eingetretene  Constante 

und  so 

rt[o'cos.c»sg- 


.f'  +  c=.inl;« 
rcojfjbt/       co5(a-|  +  l))\ 
+    i%-.i,.£  V~        tosS       >■ 
Hieraus  folgt 

und  man  kennt  daber  zur  Zeit  (  die  Lage  des  Körpers  voll- 
kommen, so  wie  iti  dieser  Bestimmung  auch  zugleich  die  Be- 
wegung des  Kiirpers  enthalten  ist. 

Zusatz  1. 

§.  920.     Verschwindet   die   dem  Körper  im  Anlange  heige- 
hrachte  Bewegung,    so  ist  5=0  und  f)=0,  und  wir    erhalten; 
^      ^         5'rsin£sinlsinö'( 


,=  .e„,=  -=^gL«J 

uäy 

i  =  ßcosj'  =  örcosrsind( 
p=T-smgcos(cosö( 
5'=tcosfco5lcosÖf 
r~ — rsintcosö'f 

tg^/>Z= fg  (1800  -  DZÄ)  ^  ^ 

Hf<^' 

^-l^O-'-'+S^C-' 

=osa'o. 

§.  921.     Ist  aber    dem  Körper  im  Anfange  eine  Bewegung 
mit  der  Winkelgeschivindiglieit  e  beigebracht  worden,  so  muss 

diese  nicht  viel  grösser  als  t  sein.  Wäre  nämlich  -  eine  übet- 
grosse  Zahl,  so  würden  die  Winkel  fl  und  i}  fast  =90",  ihre 
Cosinusse  also  nahe  =^0  und  die  Zahlen  p,  q  und  r  zu  gross 
werden,  als  dass  sie,  wie  die  Natur  der  Aufli'isung  es  erfordert, 
als  sehr  klein  angesehen  werden  könnten.  Der  Bogen  ZD^=q 
soll  nämlich  immer  sehr  klein  sein. 

Zusatz  3. 

§.922.     Da  i2=  VlHlyM^  ist,    so    kann    der    Körper 
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nur  dann  zur  Ruhe  gelangen,  wenn  jede  der  drei  Grössen  iv, 
y  und  z  für  sich  verschwindet.  Hat  ferner  auch  der  Kürper 
von  der  Kühe  ab  sich  zii  bewegen  angefangen,  so  ist  es  doch 
niüglich,  dass  er  hierauf  niemals  zur  Ruhe  zurückkehrt  und 
diess  wird  selbst  immer  eintreten,  wenn  nicht  entweder  sini 
=:0  oder  cosl=0  ist;  alsdann  wird  auch  die  natürliche  Axe 
des  Körpers  DF  niemals  in  die  vertikale  Luge  kommen. 

Zusatz  4. 
§.  923.     Da  V  eine  sehr  kleine  Grüsse  ist,    so  wird,    wenn 
der  Körper  im  Anfange  keine  Bewegung  empfangen  hat,    also 
E=0  ist,  mit  hinreichender  Genauigkeit 
i  =  180°  — f. 
Der  Winkel  JiZA  wird    also  consfant  bleiben  und  die  Be- 
wegung der  Axe  lA  so  beschaffen  sein,  dass  sie  sich  auf  dem 
Bogen    ZA   bald   dem    Scheitelpunkte   Z  nähert,    bald  von  ihm 
entfernt.     Es  wird  aber 

AZ=i—t  coslcosdt 
und  der  Winkel 

nIcosÄ'i 


ZAO^'- 


§.  y24.     Im  allgemeinen  wird  aber,    wenn    dem  Körper  im 
Anfange  eine  beliebige  Bewegung  beigebracht  worden  ist, 
Y7^-J~1Sn"      I      ^<h'cosflcosg-c^cosesin£]. 

es  wird  also  der  Bogen  ZA  gleichförmig  um  den  Scheitelpunkt 
Z  herumgerührt.     Da  aber 

sin^D:8in/>Z^=;sinZD:sinZ^Ü^ZD:Z^D, 

und  dec  Bogen 

rsln[co»(a<  +  S) 

^•='-' iüi 

Setzt  man    nun  statt   9  und  1;   ihre  Werthe,    so  erhält  man 
ZAD  =  "'"'""'''  _  4cosaBin?+cosl.cosg.iny( 
sinj  d'siuf 

und 
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<■  horizontalen  Ebene. 


Anmetku 


!l- 


§.  925.  Diese  ürei  letzten  Formeln,  welche  die  Winkel 
AZA,  ZAD  und  den  Bogen  ZA  darstellen,  enthalten  die  ganze 
Äuflüsung  der  AuTgabe.  Künnen  wie  nämlich  diese  drei  Grössen 
zu  jeder  Zeit  angeben,  so  wird  uns  die  Lage  des  Körpers  voll- 
ständig bekannt.  Substituiren  ivir  demnach  für  S  und  5'  die 
oben  gefundenen  Werf  he,  so  ist  die  ganze  Auflosung  der  Auf- 
gabe in  diesen  Formeln  enthalten: 

f  f  [«^cos  a  cos  t  —  t;'  cos  6  sin  g] 


@.  92Ö.  Der  Gegenstand,  welchen  wir  in  diesem  Kapitel 
besonders  zu  entwickeln  nnternoniraen  haben,  nämlich  die 
schwankende  Bewegung  der  Körper  mit  sphärischer  Grundfläche 
haben  wir  vollständig  durchgeführt,  wenn  nur  die  Schwankun- 
gen so  klein  als  möglich  sind,  eine  Voraussetzung,  welche  man 
auch  in  der  Lehre  von  den  Schwingungen  anfzustelien  pflegt. 
Die  im  §.  913.  n.  d.  f.  d;irgestellten  Formeln  enthalten  nämlich 
die  vollständige  Auflösung  dieser  Aufgabe,  wenn  man  nur  dort 
die  Winkel  St  nnd  S't  um  die  Consfanten  g  und  ß  vermehrt. 
Die  Constanten  aber  aus  dem  anfänglichen  Zustande  zu  bestim- 
men, haben  wir  im  g.  917.  gelehrt,  welche  Arbeit  hedentend 
durch  die  am  Ende  des  §.  918.  hinzugefügte  Anmerkung  erleich- 
tert wird.  Wir  wollen  daher  nun  zur  Auseinandersetzung  der 
Bewegung  cylindrischer  Körper  fortschreiten. 
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Kapitel    XIX. 

Von  der  Beweffung  cifUndrheker  Körper  auf  einer 
horizontalen  Ebene. 


Lehrsatz    II. 
§,  Ö27.    Während   ein   cylindrischer   Körper   sich  auf  einer 
horizontalen  Ebene  bewegt,  ist  der  Druck,   womit  er  sich  auf 
die  letztere  stützt,    vertikal    und  geht  durch    den   Mittelpunkt 

eines  jeden  auf  die  Liängo  normalen  Schnitts  des  Cyllndtrs. 

Beweis, 
Der  cylindrische  Körper  liegt  auf  der  horizontalen  Ebene 
ISngs  einer  geraden  Linie,  welche  der  Axe  des  Cylinders  pa- 
rallel ist  und  in  welcher  die  den  letztern  unterstützenden  Kräfte 
sich  befinden;  dabei  ist  es  müglich,  dass  diese  Kräfte  über 
jene  ganze  Ebene  zerstreut  sind.  Da  sie  aber  alle  auf  die  bo- 
rizentale  Ebene  normal,  also  vertikal  und  unter  sich  parallel 
sind,  so  wird  es  eine  einzige,  jenen  allen  gleichgeltende,  Kraft 
geben,  deren  Richtung  gleichfalls  vertikal  ist  und  auf  einem 
bestimmten  Punkte  der  Berührungslinie  steht.  Wird  daher  in 
diesem  Punkte  der  Cylinder  normal  auf  seine  Länge  geschnitten, 
so  wird  der  Schnitt  ein  Kreis  sein  und  die  allen  gleichgeltende 
Kraft,  weil  sie  in  diesem  Schnitte  und  dem  Berührungspunkte 
vertikal  steht,  durch  den  Mittelpunkt  gehen.  Wenn  demnach 
dieser  Schnitt  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  TrSgheit  des 
Körpers  geht,  wird  sich  auch  die  mittlere  Richtung  des  Druckes 
nicht  in  einem,  durch  diesen  Punkt  normal  auf  die  Länge  ge- 
legten. Schnitte  befmden. 
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Erläuterung. 
§.  928.  Wir  betrachten  daher  hier  cylinitrische  Kiirper,  ia 
welchen  man  zuerst  ihre  Äxe  als  eine  geometrische  bezeichne, 
ferner  seien  alle  normal  auf  dieselbe  genommenen  Schnitte  ein- 
ander gleiche  Kreise,  so  dass  der  Körper  ein  gerader  Cyiinder 
ist,  dei^seii  Bewegung,  nährend  er  immer  auf  einer  horizontalen 
Ebene  liegt,  wir  eil'orschen  werden,  tiiegt  der  Mittelpunkt  der 
Trägheit  In  der  geometrischen  Axe,  so  wird  sich  der  Cylliider  in 
jeder  Lage  im  Gleichgewicht  befinden.  Ist  diess  nicht  der  Fall, 
so  betrachte  man  den  Schnitt  des  Cylinders,  weichet'  normal 
auf  die  Ase  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  gelegt 
ist  und  dessen  Mittelpunkt  sich  in  G  befindet  (Figur  125.);  als- 
dann ist  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  erforderlich,  dass 
die  gerade  Linie  6^/ vertikal  sei;  es  gibt  demnach  eine  dop- 
pelte Lage  des  Gleichgewichts.  In  der  einen  befindet  sich  der 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  unterhalb,  in  der  andern  oberhalb 
G;  jene  wird  die  stabile,  diese  die  labile  genannt.  In 
jeder  La^e  des  Cylinders  ist  aber  die  geometrische  Äse  hori- 
Kontai  und  liegt  vertikal  über  der  Berührungslinie.  Ferner  niuss 
man  drei  mechanische  Äsen  des  ('ylinders  kennen,  welche, 
wenn  wir  eine  jede  beliebige  Vertheilung  der  Materie  zulassen, 
beliebig  von  der  geometrischen  oder  längs  der  Lilnge  gezogenen 
Axe  verschieden  sein  können,  imd  von  deren  Lage  die  Be- 
stimmung der  Bewegung  am  meisten  abhängig  ist.  Durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  denke  man  sich  auch  eine,  der  geo- 
metrischen Axe  parallele ,  gerade  Linie  gezogen ,  welche  mei- 
stenlheils  eine  Hauptase  zu  sein  pflegt  und  immer  horizontal 
bleibt.  Nachdem  man  dieses  bemerkt  hat,  bemerke  man  ferner, 
wie  auch  der  Oylinder  auf  der  horizontalen  Ebene  liegen  mag, 
in  dem  durch  den  Mittelpunkt  der  Tcfigheit  /  gelegten  Schnitte 
LMFN  Aen  Punkt  T,  in  welchem  dieser  Kreis  die  horizontale 
Ebene  berührt.  Hierauf  bemerke  man  auch  gehörig  den  diesem 
parallelen  Schnitt,  in  welchem  sich  die  mittlere  Richtung  aller 
Druckkräfte  bettiidet,  welche  nämlich  der  geraden  Linie  TG 
parallel  sein  wird.  Je  nach, dem  die  Grösse  des  Drucks  und  der 
Abstand  des  Schnitts,  in  welchem  er  eich  befindet,  von  dem 
durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  gelegten  Schnitte  unbekannt 
sein  wird,  wird  man  sie  hierauf  erst  durch  die  Bewegung  be- 
stimmen müssen;  indem  diese  Kraft  zu  bewirken  bat,  dass  die 
LSingenaxe  des  Cylinders  immer  horizontal  bleibe  «nd  der  letz- 
tere auf  der  horizontalen  Ebene  aulliege. 

.S4* 
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An  merkung. 
g.  Ö29.  hei  diesen  zu  erforschenden  Beweguns^en  ist  os 
nicht  nJifhig,  dass  der  ganze  Kiirpev  eine  cylindrische  Gestalt 
habe,  sondern  es  reicht  hin,  wenn  er  an  den  Stellen,  mit  wei- 
chen er  auf  der  horizontalen  Ebene  liegt,  eine  solche  Form  hat. 
Hierher  gehören  demnach  die  Bewegungen  aller  der  Körper, 
welche  iii  cylindrische  Grenzen  ausgehen,  mit  denen  »ie  auf 
gleichhohen  horizontalen  Ebenen  beiderseits  aufliegen,  wählend 
zwischen  ihnen  die  Last  des  Körpers  eine  beliebige  Ausdeh- 
nunff  haben  mag,  wie  diess  hei  den  Wiegen  der  Fall  ist, 
welche  durch  eine  schwankende  Bewegung  über  Gren7en,  die 
man  als  Kreise  ansehen  darf,  angetrieben  werden.  Ferner  Ist 
hierher  zu  zählen  die  Bewegung  solcher  Pendel,  welche  nicht, 
wie  wir  oben  angenommen  haben,  nm  eine  lineare  Axe,  sondern 
um  eine  materielle  und  auf  jeder  Seite  in  einen  Cylinder  aus- 
gehende Axe  schwingen,  während  diese  Cylinder  auf  horizon- 
talen Ebene  liegen,  zwischen  welchen  die  Masse  des  Pendels 
herabhängt.  Wenn  auch  In  diesen  Fällen  die  mittlem  Durch- 
schnitte keine  Kreise  sind,  so  darf  man  doch  jene  zwei  Durch- 
schnitte, in  deren  einem  der  Mittelpunkt  der  Trägheit,  in  deren 
anderni  aber  die  Kraft  des  Druckes  sich  befindet,  als  Kreise 
betrachten,  weil  die  Figur  nur  insoweit  in  Betracht  kommt,  als 
der  Kctrper  auf  der  horizontalen  Ebene  aufliegt.  Wenn  ferner 
solche  Körper  auch  keine  ganze  Umwälzungen  ausführen,  so 
ist  es  nicht  einmal  nöthig,  dass  ihre  ganzen  Grenzen  cylindrisch 
sind;  sondern  es  reicht  hin,  wenn  der  Theil  derselben,  an  wel- 
chen die  Berührung  erfolgt,  eine  solche  Gestalt  bat,  deren 
durch  den  ganzen  Körper  ausgedehnte  Längenase  wohl  zu  be- 
merken angemessen  ist.  Diese  Behandlung  erstreckt  sich  dem- 
nach auf  sehr  viele  Falle,  und  nmn  hat  in  Betreff  dieser  Bewe- 
gung zuerst  festzuhalten,  dass  der  Mittelpunkt  der  Tiäghelt 
von  den  antreibenden  Kräften  nur  in  derselben  vertikalen  gera- 
den Linie  eine  Bewegung  annehmen  kann.  Es  wird  daher 
keine  horizontale  Bewegung  erfolgen,  wenn  er  diese  nicht  von 
aussen  her  empfangen  hat,  diese  wird  er  aber  dann  gleichfiirmig 
verfolgen  und  da  hierin  keine  iSchnierigkelt  liegt,  werden  wir 
dieselbe  hier  nicht  beachten. 

Aufgabe    111. 
§.  930.     Ein  cylindrischer  Körper  bewegt  sich  auf  einer  ho- 
rizontalen Ebene  und  es  ist    der  Druck  gegeben,    mit   welchem 
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er  sich  atif  jene  stutzt;  man  soll  tue  foiisclireitende  Bewcguug 
des  Mittelpunktes  der  Trägheit  des  Körpers  bestimmen. 

Auflüsung. 
(Figur  126.)  Durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  werde 
ein,  auf  die  Äxe  des  Cylinders  normaler.  Schnitt  gelegt,  welchen 
man,  mag  nun  der  Kürper  ein  continuirlicher  Gylinder  oder  nur 
mit  cylindrischen  Enden  versehen  sein,  als  einen  den  GrundflSchen 
gleichen  Kreis  LMFN  ansehe,  dessen  Mittelpunkt  in  G  und  Mit- 
telpunkt der  Trägheit  in  /  liegt,  wobei  der  Zwischenraum  Gl^fist. 
Im  Zustande  der  Ruhe  halte  daher  die  gerade  Linie  LIGF  eine 
vertikale  Lage  ein,  iu  welcher  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
über  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  G  in  der  Figur  dargestellt 
wird;  liegt  er  tiefer,  so  hat  man  den  Zwischenraum  GI=f  ne- 
gativ zu  nehmen.  Nun  entspreche  aber  die  Berührung  dem 
Punkte  T,  so  dass  eine  auf  die  Ebene  des  Kreises  in  T  nor- 
male gerade  Linie  die  in  die  horizontale  Ebene  Hh  fallende 
Berührungslinie  ist.  Zieht  man  daher  durch  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  die  gerade  Linie  IIGT  nach  dem  Berührungs- 
punkte T,  80  wird  dieselbe  der  Richtung  des  Druckes,  wodurch 
der  Kürper  von  der  horizontalen  Ebene  zurückgetrieben  wird, 
parallel  sein.  Diese  Kraft,  in  welchem  andern  beliebigen 
Schnitte  sie  sich  auch  befinden  mag,  setzen  wir  ^=11  und  be- 
trachten sie  als  bekannt.  Es  sei  ferner  das  Gewicht  des  Cy- 
linders =  !H,  der  Radius  des  Kreises  GF—GT=:e  und  der 
Abweichungswinkel  IIGL^=:q;  alsdann  wird  die  Erhöhung  des 
Mittelpunktes  der  Trägheit  /  über  dem  Horizont,  oder  IP~e 
+  /'co83,  wir  setzen  dieselbe  ^  it.  Weil  wir  nun  nach  der 
fortschreitenden  Bewegung  forschen  und  die  Schwere  abwärts 
längs  IP  mit  der  Kraft  =  il/  antreibt,  denke  man  sich  die  Kraft 
des  Druckes  JI  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  /  aufwärts  längs 
IV  angebracht;  so  dass  die  ganze  abwärts  treibende  Kraft 
=  M~  H  lind  die  zu  bewegende  Masse  =  M  wird.  Nach  den 
Principien  der  Bewegung  haben  wir  daher 

2q(31—n)dfl  ,       n      ^       ddv 

-^jg ^^''"M  =  ^  +  'i^ 

durch  diese  Gleichung   wird  der  Winkel  IIGL'^q,   und  hier- 
durch die  Höhe  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  //»=e  +  /cos9 

bekannt.     Ist  nun  dem  Körper  keine  horizontale  Bewegung  bei- 
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gebracht  worden,  so  wird  der  Punkt  /  nur  auf  der  gerailen 
Linie  PIV  auf-  oder  niedersteigeiid  angetrieben,  so  dass  der 
Punkt  P  fest  bleiben  würJe  und  es  "ivd  der  Beri{hrungs|)unltt 
T  hierdurch  bestimmt,  weil  P2'=fsmQ  ist.  Hat  aber  der 
Kiirper  eine  horizontale  Beivegunf;  empTangen,  so  wird  er  diese 
bestfindig  gleichförmig  und  geradlinig  beibehalten,  und  die  Be- 
wegung des  Punktes  /  aus  dieser  gleichliirmigen ,  geradlinigen 
nnd  horizontalen,  und  jener  vertikalen  Bewegung  zusammenge- 
setzt sein. 

Anmerkung. 

§.931.  Ausserdem  kann  aber  in  diesem  Korper  eine  drehende 
Bewegung  erzeugt  werden,  und  zwar  so,  dass  so  wohl  der  Punkt 
G  als  nach  eine  auf  den  Kreis  LMFN  in  G  normale  Linie, 
welche  die  eigen thümliche  Axe  des  Cyünders  ist,  beständig  in 
derselben  horizontalen  Ebene  bleiben.  Um  diese  drehende  Be- 
wegung zri  untersuchen,  lassen  wir  die  fortschreitende  Bewe- 
gung zur  Seite  und  betrachten  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
als  in  Ruhe.  Ist  um  diesen  eine  Kugel  beschrieben,  so  wird 
in  derselben  der  Kreis  LAIFN  immerwährend  vertikui  sein  und 
zieht  man  auf  ihn  eine  normale  Linie  durch  I,  so  wird  diese 
die  Liingenase  des  Cylinders  sein.  Beobachtet  man  diese  Be- 
dingung, so  kann  man  alle  drehenden  Bewegungen,  deren  der 
Cylinder  fähig  ist,  leicht  in  einer  Figur  darstellen.  Hier  muss 
man  aber  vor  allem  die  Lage  der  Hauptaxen  gehörig  beachten 
und  die,  aus  der  Kraft  des  Drucks  entspringenden,  Momente 
in  Bezug  auf  sie  bestimmen. 

Aufgabe  112. 
g.  932.  Ein  auf  einer  horizontalen  Ebene  aufliegender  cy- 
lindrischer  Kiirper  hat  eine  beliebige  Lage,  und  es  ist  so  wohl 
der  Druck  TT  als  auch  der  Queerschnitt  des  Cylinders,  in  wel- 
chem er  sich  befindet,  gegeben;  man  soll  seine  Momente  in 
Bezug  auf  die  Hauptaxen  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  127.)  Der  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  / 
normal  auf  die  LSnge  gelegte  Schnitt  des  Cylinders  falle  in 
die  Ebene  des  Papiers,  in  welcher  die  gerade  Linie  IZ  normal 
ist  und  die  gerade  Linie  LiG  durch  den  Mittelpunkt  dieses 
Schnittes  G  geht,  so  dass  der  Abstand  Gl~f  und  der  Win- 
kel ZIL=Q  ist.    In  G  errichte  man  auf  die  Ebene  des  Papiers 
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auf  einer  horitontalen  Ebene- 


"-"i'^'^) 


(He  Normale    GH    liis  zu  dem    Durchschnitt,    in    welchem  die 

Kraft  des  Druckes  Tl  sich  befindet  iiüd  es  sei  dev  Zivischen- 
laum  GH=k.     Wir  halien  nun  oben  j^esehen,  diiss 

ind  dass  die  Richtung  dieser  Kraft  Hü  vertikal,  also  jiarallel 
IZ  ist.  Mun  denke  man  sich  mit  einem  beliebigen  Radius  =^I 
um  deu  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  eine  Kugel  beschrieben, 
auf  deren  Oberfläche  die  Punkte  A,  Ji  und  C  die  Richtungen 
der  B  luptaxen  des  Körpers  angeben,  und  man  setze  xur  Be- 
stimmun:; dieser  Punkte  die  Bogen  LA^^,  LB^tj  und  LC 
=  e,  eben  so  ZA=l,  ZB^m  «uil  ZC=ii,  "obei  ZL=q  ist. 
Hie  auch  die  Winkel  ZLA  =  ^,  ZLB=^  und  ZLC=i).  Es 
iat  demna<h 

cos^—  cosjcose+sänfsinpcosf 

cos?n=eos»jcos9  +  8in7)sinecos5 
und  cosw=:cosÖcos9  +  sinösinpcos(i. 

Nun  zerlege  man  zuerst  die  Kraft  HJJ  =  U  nach  den,  den 
Hauptaxen  parallelen  Richtungen,  welche  Zerlegung  eben  so 
angestellt  wird,  als  wenn  diese  Kraft  im  Mittelpunkte  /  nach 
der  Richtung  IZ  angebracht  wäre.  Es  entspringen  aber  hier- 
aus die  Kräfte: 

längs  lA=Iicosl,  längs  IB=Ilcosm  und  längs  IC^Ilcosn, 
welche  aber  jetzt  im  Punkte  H  angebracht  zu  denken  sind. 
Zieht  man  nun  die  gerade  Linie  ///,  «eiche  — V^/^^-f  A*  sein 
wird  und  die  Kugel  in  F  schneidet;  so  wird 

tgGm==j. 

und  der  Bogen  LF  mit  ZL  den  Winkel  ZiF^fiO"  bilden. 
Man  setze  den  Bogen  LF=e,   alsdann  wird 

h  =—figt  und  IH=—^^, 
80  dass  man    statt  des  Äbstandes  GH—h  bequem  den  Bogen 
LF:=e  in   der  Rechnung    beibehalten    kann.    Nun    muss    man 
aber  untersuchen,  auf  welche  Weise  die  gerade  Linie  IF  gegen 
die  Hauptaxen  geneigt  ist,    welche   Neigung   durch  die  Bogen 
FA,  FB  und  FC  bestimmt  wird;  man  findet  aber 
cos^F=cosfcoseH-sinf8inesinf, 
cosiSF=coS7;co8e  +  sinj)sinesin9 
und  cos  6'F=cos9cose  +  sinösin  csinfj. 

(Figur  128.)    Es  stellen  nun  die  unter  sich  normalen  Linien 
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536    Kap.  XIX.     Von  der  Beweg,  cylindrischer  Körper 
lA,  lli  und  IC  die  Haupfaxeu  des  KOrpers  dar,  znischcn  nel- 
chen  ilio  gerade  Linie  111^=  —  liegt;  alsdann  werden  die 

diesen  Axen  parallelen  Goorclinaten  Tür  den  Punkt  H  sein: 
l!S~Wu>sAF,  NM^IHcasBF  und  MH—IIJcosCF. 

Ferner  werden  die  in  B  anjfehrachten  und  diesen  Axen 
parallelen  Kräfte 

Ha  =  ncosl,     jafi=ncotim  und  H<:  =  Ui:osn, 
woraus  in  £ezug  auf  die   Hauptaxeii  sich    folgende  Momente 
ergeben : 

in  Bezug  auf  7^  im  Sinne  ßC=IT.W[cosMcosiSF—cosmcosCf] 
„  „  „  IB  „  „  CA=n.W[coslcosCF—cosnco^AF] 
„       „        „     W  „      „      AB=n.IBlcosmcosAF—co8kosBF]. 

Diese  Momente  haben  wir  oben  (§.  813.)  durch  die  Buch' 
Stäben  P,  Q  und  R  bezeichnet,  und  subslituireii  wir  die  vorher 
dargestellten  VVerthe,  so  erhalten  wir: 

P=_  ^^  [sine  cos  e(sinssinjjco8e—sinö  cos Tf  sin  e) 

+  cos  esin  Q  (cos  i}  cos  ij  sin  9  —  cosg  sini;  cos  6) 
+  sin  ri  sin  9  sin  f  sin  p  (sin  g  cos  <)  —  cos  g  sin  {})]. 
Zs  ist  aber 

singcosö-cosflsinf,  =  sin(s-Ö)---^^^. 
singsinTjeosÖ  — sinOcosijsine::^cosfsin£ 
und  cos  i)  cos  ijsinö—-  cos  g  sin  t;  cos  Ö  —  sin  f  sin  J; 

so  dass  wie  sowohl  für  P,  als  auch  nach  der  Analogie  ffir  Q 
und  R  folgende  Werthe  erhalten: 

nf 

/*=  — ^^[cosfsioSsinCcose+sinfsintcoscsine  — cosgsincsine] 

Q= — ■  [cosgsinijsinccosp  +  singsinijcosesinp  —  cosi^siiiesin^i] 

ß  =  — 7— ^[cosljsinösinccosp  +  sinfjsinöcosesinp — cosösiiicsinp]. 

Zusatz  1. 
§.  933.    Da  — /■tgc  =  fi  ist   und  A  den  Zwischenraum   GH 
bezeichnet,  um  welchen  der  Durchschnitt,  worin  der  Druck  Tällt, 
von    dem   Durchschnitte,    worin   der  Mittelpunkt    der    Trägheit 
sich  befindet,  nach  innen  zu  entfernt  ist;  so  wird 

P=-r/Ainfsin?Bin0+JifA(cosfsin£cos9-cos^sine) 
Q  —  -~  Hfsm 8 bin  1) sin Q-^Uh  (cos g  sin  j; cos q—  cos )j sin ^) 
Ä  =— n/sinfjsinösine+JiACcnsOsinÖcose  — cosösine). 
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Zusatz  1. 
5.  934.  Wahrend  man  demnach  die  Bewegnng  des  Körpers 
bestimmt,  hat  man  nicht  nur  die  Grüsse  des  Dniokes  n,  son- 
dern auch  den  Z  irischen  räum  GH^=h  zu  ermittehi,  um  so  den 
Ort  z«  erhalle«,  an  vvelcheiu  die  mittlere  Richtung  des  Druckes 
ancehracht  ist. 

Erläuterung. 
§.  93S.     Die  Relation  zwischen  den  Bo^en  J,  i/  und  ö  und 
den  Winkeln  f,  5,  ^  ergibt  ausgezeichnele  Eigenschaften,  unter 
tngevvandten  Substitutionen  i 


welchen  die  in  der  Auflös 
halten  sind.  Zuerst  fmdcr 
schiede  jener  Winkel: 


Bestimmung   der    Unter- 


CO»(f-J 

ra.((,-f)  =  -2^ 

Hierdurch   kennen 
reducirt  werden,    weil    ö=f — (f 
man  erhiilt  demnach 

— sin  f  cos  ^cos't?  +  cosf  1 


Winkel    g  und  t}  auf  den  Winkel  f 

f-(f-5)    und    ft  =  f+(D_f)    ist; 


_, 

nfco 

s£cose  — cosfcosij 

_c 

».fc 

.too.,-.mfco.8 

_c 

o.fo 

sin£.ln, 
sSoo.8  +  .infco., 

Verbindet 

man  je  z 

Tei   diese 

Gleichungen  mit 

eina 

il  elliri 

nirt  entweder  Co 

äf  oder  sinf,  so  erhalten  wi 

die 

nden  Formeln 

I) 

sinfsi 

nCcosJ  +  s 

in  g  sin  >;  c 

os»(-f  sin^sin9cos9=0 

11) 

cosfs 

nfcos£  + 

OS  g  sin?; 

os,?  +  co8f?sinÖco. 

0  = 

111) 

sinfsi 

ii£=— CO. 

gsni'Tjcos 

9  +  cos^cosj;sin(9 

IV) 

sin  öS 

n5i  =  -co 

ßsinflco 

f+eosfcosösing 

^) 

sin^s 

I1Ö  =  -C0 

sf  Singeos 

■);  +  cosgcos£siuij 

VI) 

cosfs 

n&=singfi 

inijcose 

-sinÖcosT/sinÖ 

Vll) 

cosgs 

ni)=sinl> 

sinecost 

—  sinfcoaesing 

VI«) 

cosfts 

ne  =  sini 

sinfcos^ 

—  singcosgsin»; 

IX) 

sin  fco 

8fsin£2  + 

sing  cos g 

inij2-|-sin§cosfjsinö2  = 

y  Google 


538     Kap.  XIX.     Von  der  Beweg,  cylindrincher  Körper 

X)     8inf*sin?'  +  sing2siii^a_^sin^2  sin  62  =  1 
XI)     eosf2siiir'  +  ™8!S'sin^2+„„sij2si„ö2=l. 
Vermittelst  dieser  Formeln  kann  man  die  Gleichungen,  auf 
welche  die  IJesfimmung  der  Bewegung  geführt  iviid,  vereinfachen. 

Aufgahe    113, 

§.  936.     Wenn  ein  heliehiger  cylindrischer  Körper  sich  auf 
irgend   eine  Weise   auf  einer   horizontalen  Ebene  bewegt,    soll 
man    die  Gleichungen    darstellen,  durch   welche  zu    jeder   Zeit 
seine  Lage  und  drehende  Bewegung  bestimmt  wird. 
Auflösung. 

(Figur  129.)  Es  bleiben  die  Bezeichnungen  dieselben  wie 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  und  man  betrachte  den  Mittel- 
punkt der  Trägheit  /  als  In  Ruhe.  Um  ihn  sei  eine  Kugel  be- 
schrieben, deren  Scheitelpunkt  Z  und  fester  Scheitelkreis  Z/Jj; 
ist,  auf  welchem  letzfern  die  centrale  Linie  IL  anfangs  die 
Lage  ID  eingehalten  habe.  Nach  Verlauf  der  Zeit  (  gelange 
sie  aber  nach  h,  und  man  setze  den  Bogen  XL^q  und  den 
Winkel  X?jL^rp,  ferner  bestimme  man  die  Lage  der  Haupt- 
axen,  deren  Pole  \n  A,  B  und  C  liegen,  so  dass  die  Bogen 
LA=i,  LB=ri  und  LC—d,  und  die  Winkel  ZLA=f,  ZLB 
=g  und  ZLC=^i)  werden,  welche  Grössen  constant  sind.  Durch 
sie  und  den  veränderlichen  Bogen  ZL:=^  werden  die  Bogen 
ZA=l,  ZB^m  und  ZC— w  so  bestimmt,  dass  man  hat 
cos^=cosgco89  -|-cosfsin£sin9 
cosin=cosi;cosp+eosssinT)sine 
und  cos  n  =  cos  ö  cos  p  +  cos  Ö  sin  Ö  sin  q. 

Sind  mm  itf«a,  Mö^  und  Mc^  die  Momente  der  Trägheit 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Hauptasen  lA,  IB  und  IC,  wo- 
bei M  die  üflasse  des  Korpers  ist,  ferner  n  der  Druck  und 
steht  der  Schnitt,  in  welchem  dieser  sich  befmdct,  von  /  nach 
innen  zu  um  den  Zwischenraum  ::='s  ab;  so  ist  der  letztere 
veränderlich  und  es  muss  in  den  obigen  Formeln  s  statt  h  ge- 
schrieben werden.  Es  drehe  sich  nun  der  Körper  um  den  Pol 
O  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —Sl  im  Sinne  ABC,  und  indeni 
man  die  Bogen  OA—ci,  OB^ß  und  OC=y  setzt,  sei  ßcoso: 
^=x,  Slcosß=i/  und  £lcofy=^z.  Wir  haben  nun  zuerst  die 
Gleichung 


.[i+fSfi], 


hierauf  aber  die  drei  Gleichungen  (§.806.): 
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«uf  einer  /wrhonhilen  Ebene.  339 

,«.t  +  (o'-«')i/s<«=-?^i««lnfsiiiSaii)5 

+  ?fa*[c.„sf.i„Soo.,-cosE,i„,l 

b'^dy  +  (u^—c'')xzdt~ -j^dtsiiiQ  sin  j;  sin  p 

+ -;^rf'[cos38inj;  cos  ^  — cos  i;  sing  I 

c'rfi  -|-(62— a2)a:i/rf(  = j^  dt  Bin  ^ain  6  sin  ^ 

-\-  -ja^dt  [cos  f)  sin  6  cos^  —  cos  9  sin  (i] . 
Ausserdem  hallen  wir  (§.808.)  die  drei  Gleichungen: 
rff.sin/^rf^cosM— jcosm]  =  rfe[cosSsin?  — cosfsiii£cose] 
dm.sivm=dtiz  cos  l — a;cosn]i=rf4i[co5)jsinß  — cosjsinijcose] 
dn.s'»in:=dlla:coam — jcos^:r:d!§[ci)s68ine  —  coslfsinöcose], 
von  denen  es  genügt,  nur  je  zwei  zu  nehmen,  so  das»  sechs 
(ileichungen  übrig  hieiben,  durch  welche  man  ebenso  viele  ver- 
Jinderlicliß  Grössen  x,  ^,  z,  H,  s  und  q  zu  einer  gegebenen 
Zeit  (  bestimmen  muss.  Setzen  wir  endlich  die  Vi''mke\  ÄZA=l, 
XZB  =  ii  und  XZC=v,  so  wird 

«ZLsin  P=  -  dtiycosm  +  icosw) , 
welche    eine   Gleichung  aufzulösen   genügt.     Da  aber  LZA  =  X 
— tp  ist,  so  wird 

/,        ,_cosg— eoe  " 

Hieraus  erhalten  wir 


a^^-'Mn^ 


'  sin/(cos£~cös;cos3)' 
wodurch  auch  zu  jeder  gegebenen  Zeit  der  Winkel  (p  bestimmt 
wird.     Mittelst  dieser  Besltmmnngsstiicke  lernt  man  die  Bewe- 
gung des  Körpers  vollständig  kennen. 

Zusatz   1. 

§.  Ö37.     Da  cos£— cosZcose=:sinp{ceisfsin(i— cosfsinfcosp) 
= -5 —  ist,  SO  wird 
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540     Kap.  XIX,     Von  der  Beweg,  cylindrücher  Kürper 

itnd  hieraus 

sin Pd^  =  —  dt(j/ cos  m  + 1  cos n)  +  dg.cos p  sinf  sin £cos g 

+  rfe.8itiesinfcosfsin£«. 
Aehnliche    Ausdrücke    ßitdet    man    aber    iiir   s'inm^dip  und 
smtfld^,  und  verbindet  man  dieselben  in  eine  Summe,  so  wird, 
weil  5inP  +  sin»(3^gj„„a_2  ist,  nach  g.  933.,  nro.  I.  u.  IX. 

d(p  =  —  rf((a;  cos  ^ + y  cos  m  H"  s  COM  m)  . 
iIierbezeichneta:e(>s/-l-ycosm+ieosndasProducf  ÜcosZO(§.90!).) 
Zusatz  2. 
§.  938.     Aus   den  für  dl.sinl,  rfwt.sinm   und  rfTt.sinn  gefun- 
denen Gleichungen  leiten  wir   ab 

d/.8in(c»s£+  rfm.sin  m  cos  1]  +  d«. sinn  cos  e  =  (Zg. sing, 
und  wenn   wir   die  VVerthe  durch  dt  substlfuiren ;    so  erlangen 
H'ii'  mittelst  der  oben  gegebenen  Reductionen : 

rfe=™d([a:8infsini;+ysinssini;H-jsinrjsine]. 
Zusatz    3. 
§.  D3d.     Aus   den   drei  ersten  Gleichungen  aber  leiten  wir, 
weil 

xdl.sml  +  ^dm.s'in  m  ^zdn.sia  n  —  O 
ist,  die  folgende  ab: 
a^a;da;+b^ffdy+c^tdi^ ^^(ifeingJa^sinfsinS-f  j/singsinj; 


I  Integral  also  ist: 


Anmerkung, 
§.  940.  Zieht  man  auf  unserer  Kugel  den  grüssten  hori- 
zontalen Kreis  YMX ,  so  muss  sich  auf  demselben  immerwäh- 
»end  die  Längenaxe  des  Cylinders  befinden.  Es  treffe  nun  der 
vordere  Endpunkt  derselben  diesen  Kreis  in  M,  alsdann  wer- 
den, weil  ML  und  MZ  Quadranten  sind,  die  Winkel  MZL  und 
nnd  MLZ  rechte,  also  der  Winkel  ZmL:=Q  und  der  Bogen 
XM=Z.XZM=W^^^.  Weil  aber  der  Punkt  M  sich  nur 
auf  dem  Kreise  A'K  bewegen  kann,  muss  der  Drehungspol  O 
nothivendig  auf  dem  Quadranten    ZM   liegen.     Setzen  wir  nun 


y  Google 


€mf  einer  horizontalen  Ebene.  541 

den  Bogen  OM^a,  so  wird,  in  Folge  der  im  Sinne  ABC  ge- 
riclitefen  Winkelseschwindigkeit  t^Sl,  der  Punkt  M  Irn  Zoit- 
theilcheu  dt  gegen  X  durcli  den  kleinen  Bogen  =;=  ß«/(.sin  oi 
zurück  schreiten.     Es  ist  aber 

sin  (ö  —  cos OZ  =  coscf  cos /  +  eos^ cos  m  -(-  cos y  eosn , 

ß  61110)=  :c  cos  ^+ycosm4-s  cos  w, 

so  dass 

-<Zq,=  rf/[^cos/+ycosm  +  reosM] 
iviid,   nie  nir  in  Zusatz  1.  gefunden  haben.     (Figur  ]30.)     Da 
ferner  im   Dreieck  OZ/.,  ZO  =  90"— w,  ZL  —  q  und  OZi.=00" 

ist,  so  \vlri] 


cosOiZ  =  ^^^^^^.       wegen  cofgOX-Z  =  ""'^„g' 


Dreht  sich  aher  im  Zeittheilchen  dt  der  Punkt  h  um  O 
nach  /,  so  wird 

Ll=Sldt.smOL\im\  ^OLl=Q0". 
und  daher,  wenn  man  li,  auf  ZL  perpendikulär  zieht, 
£i=  i/ cosZZ-if  =  i/sin  OLZ  =  flrf*.co8  M , 
oder  weil  LX^  —  dfi,     dq^ — SldLcosai. 

Vergleichen  wir  diese  Formel  mit  der  in  §.  938.  gefundenen, 
so  ergibt  sich 

ßcosM— a;'sinfsin^-l-ysin9sini;-|-isin^sinö. 
Es  wird  daher 
■t''+^'*  +  i'~ü^=[3^cos/-fycos»i+jcosji3^+[;csinfsinJ-)-)/sin9sin^ 
-I-  zsinlfsinö]^ 
welche  Gleichung  durch  die 

xdl.s\nl -\-  'ifdm.smm-\-zdn.s\nn=::i) 
bestätigt  wird. 

Damit  wir  aber  nicht  durch  die  Menge  der  Buchstaben 
überladen  werden,  wollen  wir  den  Fall  entwickeln,  in  welchem 
die  Langenase  des  Cylinders  zugleich  eine  Hatiplaxe  ist. 

Aufgabe  114. 

g.  941.  Die  duri:h  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  eines  cy- 
lindrischen  Körpers  gezogene  Längenaxe  ist  zugleich  eine  Haupt- 
axe,  und  es  bewegt  sich  deioetbe  auf  beliebige  Weise  oberhalb 
einer  horizontalen  Ebene;  man  soll  seine  Bewegung  bestimmen. 
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342     Kap.  XIX.     Von  der  Beweg.. cyUndriscker  Körper 
Auflüsung. 

(Figur  131.}  Da  die  Punkte  A  und  M  in  einen  einzigen 
ziisammenrullen ,  so  hefinilen  sich  die  z»'ei  übrigen  Hauptpolc 
B  und  C  auf  dem  vertikalen  Kreise  ZL;  es  wird  daher 
1,^  =  ^^900,  iß  =  )j  und  LC=d^9QP  —  ^,  ferner  2id  =  f 
=  90«,  Z/,B  =  s=l>SO"  und  ZLC=^=:0;  demnach  ZAi=l 
=;<!0«  ZB=m=jj  +  e  und  ZC=n  =  Q-e  —  ^  +  Q-90".  Sub- 
sfituirt  man  diese  Wcrthe,  so  ergehen  sich  folgende  Gleichungen  : 

n fdtl.zQSQ 

Jj  —  ^+      2g€lt^ 

n^d.r  -h  (c^  ^  fi%.(Zi=-^^sin  9 
,My  +  («^-  d^)xtdl=^~^^,n{n  +  e) 

jsin(-i;  -|-  e)—  jcos(i;  +  e)=i) 
~a;(lisin(jj-f0):=(7§.sinCi;+e)  oder  dq  =  —xd.t 
und  rf9=— rf(|>cos(i;  +  p)  +  isin()?  +  p)]. 

Man  setze  nun  ^  =  Kcos(i;-(-p)  und  s:=Msin(j/4-e).  schreibe 

statt  (W  oder  a:  =  — ^7.     ahdanu    werdeu    unsere     Glei- 
te dt 
chungen  sein: 

n         rdd.r..^s 

21  r 
IL     -a^dds-\-'Uc^-f,^WdPsin2(v+Q)  +  ^///rf/^sln^r^O 

III.  ö*rfMCOs(i/+(»)--(fl^+Ä^— C=J«rfesin())f  p)=— ^5srf/siri(i;+0) 

■    2J7 

IV.  c^rft*sin(]j +?)+(«"— 6''+c*)Hrfecos(ij  +  e)=-^.9.?ri(c6s(j;fe) 

und 
V.     d<p=  —  udt. 

Aus  der  dritten  und  vierten  erhalten  wir  durch  die  Elimi- 
nation von  s 

b^ducos(v+0H>'''dusw(v+e)''-2(/,''~e^)uäQSU<('ri+Q-)cos(ri-\-^)=O, 
deren  Integral  ist 


"-  6^  H-  c^  +  (6^  -  «*)  cos'2(v  +  P)   ' 
Substituirt  man  diesen  Werfh  in  die  zweite  Gleichung, 
erhallen  wir 
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-  io  M,!  +  jj,  ^  ^,  ^  , j,_  ,,jj  eo.  2(,  +  (,)]■ 

HDcl  ivenii  man  diese  Gleiclmng  tlurch  (?p  niuitiplieirt  und  dann 
inte£;rirt: 


oder 

—  rff^rO— 4/j/(!QSp-,„.-  „    ,   ,i/^     „■■  ■   -qv-.  ■  ;    1. 

L  '■'        ^      0^  +  f2  +  (i2— f*)cos2(?j  +  p)J 

woraus  folgt 

V"[0-4/:,c,)ss][6«+c'  +  <6'--c') cos 2(,  +  p)] -■/■(?■ 
Da  nun  die  Zeit  (  wie  auch  m  ilurtli  q  gegeben  ist,  erhalten 
wir  daraus  den  Druck  n  und  ferner   den    ZH'iscIienraum  s  aus 
der  Gleichung 

^  gsdt^  (c2-62)(/«sin(»(+  e)  cos(-.(  +  e)  +  oa«^? 

+  (c2  — 62)j«i3cos2(i)  +  3)     (111.  u.  IV.). 
Hierauf  erhalten  wir  aber 

x^^—--u!    >^=Mco8()j  +  e),  :=«sin(j)+e)  und  endlich  tp=i^fudt, 
Zusatz   1. 
§.  942.     Hat  der  Punkt  L  sich  anfangs  in  D  befunden,  so 
dass  ZD=^r  ist  und  dort  geruhet,    so  ist  für  t^^Vf,   m=0  und 

^=0,   weil   ü  =  0.     Man  irniss  daher    die  Constanten   so  be- 

dt 

stimmen,  dass  C=  0  und  D  =  ifijcosr  werde,  wesshalb 

dt=^do\  f.~\^^l'"^- — r,    also  9>r 

wird.  Ferner  wird,  weil  M  =  0,  ^  =  0  und  s=^0,  der  Druck  n 
hierdurch  leicht  bekannt  uud  da  q  bis  90"  zunehmen  kann, 
wird  der  Ki'irper  gleichsam  niederfallen.  Diese  Bewegung  ist 
demnach  weder  von  der  Lage  der  Hauptasen  IB  und  IC,  noch 
vom  Radius  des  Cyliuders  e  abhängig. 
Zusatz  2. 
§.  943.  War  im  Anfange  die  gerade  Linie  IL  vertikal  oder 
p=0,  und  hat  der  Körper  angefangen  sich  um  dieselbe  mit  der 
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Winkelgcscliwmdi^keit  £  im  Sinne  AB  zu  dreh'en,  so  ilass  also 
O  sich  in  1,  befunden  hat  und  daher  k=90",  ^=ij  und  y 
=:90** — tj  war;  so  hat  man  für  den  Anfang 

^  =  — -yr^Ü,    y  — £cos^  und  z^eslnri. 
Es  werden  hiernach  die  Constanfen 

C=eib'^  +  c''  +  (&2— t«)  cos2^] 
und  Ji~ify  +  VaE2[6a  +  c^^  +  (1,^-  c^)  cos2j;J; 

ferner  wird 

„„a     M2l+?fiM!l.4/,(l-eos,) 


+ 


V3t^(6''-<;^)[6Ht.'^  +  (6«"C^)c'>s2^][cos2(7j  +  e)- 


.  944.    Wäi'e  4^= 


=de' 


'\    4/17(1 -»^ose) 


werden,  die  gerade  Linie  IL  beständig  vertikal  Itleiljen  und  der 
Körper  sich  um  dieselbe  gleichrorniig  ku  drehen  fortfahren.  Da 
nämlich  der  Nenner  den  Factor  V^l — cose=siiiVa5  Vü  ent- 
hält, so  wird  nur  erst  nach  Verlauf  einer  unendlich  grossen 
Zeit  der  Bogen  q  einen  endlichen  Werth  annehmen.  Ehen 
diess  geschieht,  wenn  entweder  ij'^^O  oder  6=0,  d.  h,  wenn 
die  gerade  Linie  IL  eine  HauptaEe  ist. 

Anmerkung 
g.  945.  Ist  die  Längenaxe  nicht  zugleich  eine  Hauptaxe 
des  Körpers,  so  ersieht  man  wegen  der  Menge  der  Buchstaben 
kaum,  auf  welche  Weise  die  ohen  hergeleiteten  Formeln  allge- 
mein entwickelt  werden  können,  was  wir  doch  später  unterneh- 
men werden.  Wenn  wir  aber  nur  gleichsam  unendlich  kleine 
Bewegungen  derartiger  cylindrischev  Kiirpcr  betrachten,  zu 
welchem  Ende  auf  der  centralen  geraden  Linie  LF  (Fig.  126.) 
der  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  unter  den  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses O  fallen  und  der  Körper  unendlich  wenig  aus  dem  Zustande 
der  Ruhe  gebracht  werden  muss;  so  entstehen  sehr  kleine 
Schwingungen  oder  Schwankungen,  deren  Natur  iiir  aus  unsern 
allgemeinen    Formeln   werden    bestimmen   können.     Es   ist  hier 
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nicht  «iitliig,  dass  der  ganze  Kürper  cyliDdrisch  sei,  sondern  es 
reicht  bin,  wenn  seine  Grenzen  um  M  und  ZV  cylindrisch  sind 
lind  er  sich  mit  diesen  auf  die  festen  horizontalen  Ebenen  f 
itnd  Q  stützt.  Ja  es  ist  selbst  hinreichend,  wenn  nur  in  der 
TS'ähe  der  Berulirung  beider  Enden  die  Figur  cylindrisch  ist,  da 
wir  nur  unendlich  kleine  Bewegungen  zulassen.  Hierauf  kann 
zwischen  den  Unterlagen  P  und  Q  ein  beliebiges  Pendel  FmUn 
angebracht  sein,  so  dass  ein  Pendel  entsieht,  welches  nicht 
um  eine  feste  lineare  Axe,  sondern  um  die  auf  den  horizontalen 
Ebenen  liegenden  cylindrischen  Enden  beweglich  ist  und  dessen 
schwingende  Bewegung  bestimmt  werden  muss.  In  einem  sol- 
chen Pendel  bemerke  man  demnach  zuerst  seinen  Mittelpunkt 
der  Trägheit  I,  und  ziehe  durch  denselben  die  gerade  Linie 
mn  parallel  der  geometrischen  Axe  des  CyUnders,  welche  die 
beständig  horizontal  bleibende  Längenaxe  ist.  Man  ziehe  ferner 
aus  /  perpendikullir  auf  JWZT  die  gerade  Linie  IGL ,  und  ist 
diese  vertikal,  so  wird  sieb  der  Körper  in  Ruhe  befinden;  setzen 
wir  ferner  den  Zwischenraum  Gl=f,  so  müssen  wir  in  den  obi- 
gen Formeln  den  Buchstaben  f  negativ  annehmen.  Ferner 
sei  für  die  cylindrische  Figur  der  Grenzen  der  Radius  der 
Grundfläche  =e,  derselbe]  tritt  aber,  wie  wir  gesehen  haben, 
durchaus  nicht  in  die  Rechnung  ein,  so  dass  es  gleiehgültig  ist, 
ob  die  Enden  dicker  oder  dünner  sind.  Ist  die  gerade  Linie 
/G— /"kleiner  als  GF:=e,  so  befindet  sich  der  ganze  Körper 
oberhalb  der  Unterlagen  P  und  Q.  und  es  ergibt  sich  eine  Be- 
wegung derjenigen  ähnlich,  durch  welche  die  Wiegen  angetrie- 
ben zu  werden  pflegen.  Wie  aber  auch  immer  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  /  beschafien  sein  mag,  so  wiid  er  bestandig  auf 
derselben  vertikalen  geraden  Linie  bleiben,  \i  esshalb  die  ganze 
Untersuchung  auf  die  Bestimmung  einer  drehenden  Beweaung 
zurückgeführt  wird,  hei  welcher  wir  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit 1  als  ruhend  betrachten. 

Aufgabe   US. 

§.  916.  Ein  Körper,  welcher  mit  cylindrischen  Grundflächen 
auf  horizontalen  Ebenen  liegt,  wird  unendlich  wenig  aus  der 
Lage  der  Ruhe  gebracht  und  es  wird  ihm  zugleich  eine  un- 
endlich kleine  Bewegung  eingeflüsst;  man  soll  die  schwankende 
Bewegung  bestimmen,  durch  welche  er  angetrieben  wird. 
Auflösung. 

(Figur  l'J9.)     In  unsern  allgemeinen  Formeln  setze  man  zu- 
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erst  den  Abstand  Gl^^f  negativ,  zweitens  inuss  man  den  Bo- 
gen ZL=:q,  um  welchen  die  centrale  gerade  Linie  LGI  von 
der  vertikalen  Lage  abweicht,  als  unendlich  klein  betrachten, 
eben  so  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  ß ;  wcsshalb  die  Grüssen 
x^=  Slcosa,  p^Sir.asß  aod  i^Slcosy  als  verschwindend  kleine 
behandelt  werden  müssen.  Auf  welche  Weise  nun  auch  Hie 
Hauptaxen  lA,  IB  und  IC  in  Bezug  auf  die  centrale  Linie  Gl 
und  dieLängenaxe  vm  liegen  mögen,  deren  Lage  so  wohl  durch 
die  Bogen  LA~S,  LB—tj  und  LC—0,  als  auch  durch  die 
Winkel  ZLA=f,  ZLB—S  und  ZLC=f)  bestimmt  wird;  so 
haben  wir  erstens 

sinö  =  p  und  cosp  =  l, 
zweitens    können  die   Produkte  xi/,   x^  und   i/z    vernachlässigt 
werden.     Hierdurch  wird 

cos/— cos£,    cosm=cos'»)  und  cosm=cosö, 
ferner  werden  die  Gleichungen,  welche  die  Auflösung  enthalten, 

nach  Aufgabe  113-,  weil  ^— I-      g—^p    =1  ist: 

l.     a^da;:=2fg^dtmniBin^-i-2ffsdtcaais'int 

IL     b^dg  =  2fg^dtsm$  sinTj  -J-  '■2gsdtcos<i  sin^ 

UL     cMz  =  'ifgqdt  sinft  slnÖ  +  'Igsdtcasl)  sinö. 

Hieraus  wird  nach  §.  939.  folgendes  Integral  abgeleitet; 

„  V + 6  V  + «'«'  =  c-  a/OT'  -  ^^- , 

weil  cosg^^l  — Va^'^  ist  und  man  hier  das  unendliche  kleine  g* 
nicht  vernachlässigen  darf.     Ferner  haben  wir 

IV.    ycose-icos^=-^cosfsin£ 

V,     z  cos  £ — X  cosö  = TT  COS0  sin  1^ 

VI.     3TC0S1J  — »/cos£=  — ^cosfislnO, 
nnd  nach  den  §g.  937.  und  938. 

(7^=— rff[3:sinfsiii£+»/singsin)j  +  isinÖsinö] 
und  rfqi— —  d([.'ccosj;+(3cos»;  +  tcose]. 

Da  nun  !V.Xa;+V.Xy-(- VLXi=  0  ist,  so  wird 

itcosf  sing -1-1/ cos  fl  sin  ))  +  t  cos  ^sinÖ^O, 
Ferner  erhält  man  aus   den   Gleichungen    I.,    II.   und    III., 
indem  man  die  Formeln  I.  und  II.  des  g,  935.    zu  Hülfe  nimmt, 
(fix  cos  f  +  b^y  cos  ^  -f  c'jcosö  =  A, 
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und  aus  denselben  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Zwischeti- 
vanmes  s,  mit  Benutzung  der  Formeln  IX.  und  XI.  des  §.  935., 

aMxcosismS-\-b^di/cos$s'mii+cMieost)s\ne~2gs(U. 
Setzen  wir  nun  </?= — udt    und    dip= — vdt,    so    erhalten 
wir,  weil 

X  cos  f  sin  S  +  y  "^"s  5  sinij  +  icosi)  sin  ö =0 
ist, 

ap^Msinfsinf+ccnsJ',  y=Msingsin'»j+ucosij  und  i=Msin6sinS+fcosÖ, 
und  hieraus 
^  =  (£[n=6infsinJ:cosf+6*sin9sin))cosi;  +  c2sint)siriecosö] 
+  v[a^cost^  +  62coS7(^+  c^cosö^J. 
Kun  setzen  wir  zur  Abkürzung 
Ä^cos&cosijsine — c^cosßsin»jcos9=iI)  wonach 

c*cosfcosösinf~o'^cos65inecos£  =  3?[ilcosfsing+Scosflsjnj; 
«»cof^g  cosgsini)  —  ö"  cosf  sinf  eosf?  =  <£)  +  tf  cos  (i  sin  ff  =  0 

a''cosi;*+ö2cos)j2  +  c^cosö'ä  =  J> 

«2sinfain?coaä  +  62sinsslni;cosi)+c3sinft.sinÖcose=^; 
alsdann  wird 

A  —  Su 
v-       j,        , 

^  cos  £  +  Am             A  cosjj  +  35«        ,          A  cos  ö  +  ITk 
3:  =  - — ■ ,     «=: i^ und  1^ iT . 


Weil  nuD  -n= — u  ist,   so  erhält   man,    wenn  inan  diese 


Werthe   in  die   obige  Integralgleichung,    nelche   die  lebendige 
Kraft  umfasst,  substituirt: 

^  ^_ 

Dieselbe  geht  aber,  weil 

Äa'cosg  +  M6=cosijH-ec2cose=0 
ist,  über  in  die  folgende: 

Sefzt  man  hier  CJD^ — A^'M>=^B^'^,  so  ergibt  sich 


Setzen  wir    ferner   AH^  +  ^%^  +  tS^c^ =^H>^  unA  yerwet- 
I  wir  das  unendlich  kleine  Glied  JSflf^Q^,  so  erhalten  wir 

•6  V~ß-2fgf'' 

Aus  der  letzten  (lleieiiiing  ergibt  sifiii 
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Hsinscosgsitiij-= 


oder  _  _  

=  -^co  ('+')^^/g  „„,1  „=yLß,i„(t±i)^3&-. 

Hierauf  erhalten  wir  aber 

'—e'~  B-6   ""   _  -5  _ 

""^  _n     ^'      -»^fi        (l+a)  V-2/II 

»■-^     »     »\^ä7i,™*      -<• 

_  AI     Sf 

Ferner  finden  wir 

und  endlich 

jia=a:2  +  ,ya^.ja_. ^^ , 

so  dass  für  die  gegebene  2eit  alles  bestimmt  Ist. 

Uebrigena    ist    es    noch    angemessen    zu    bemerken,    dass 
nach  §.  935. 

Ilta,|-jj2+g2-r)2_^jt2_     also  £i,^=v^  +  u^ 
ist. 

Zusatz    1. 

6.  947.     Da  o= -^Lcos^^i^^^^  ist,  so  verändert  sich 

offenbar  der  Bogen  Zi  — p  oder  die  Abweichung  der  geraden 
Linie  Lf  von  der  vevtilfaleii  Lage  äihntich  wie  ein  Pendel,  und 
CS  werden  die  Schwankungen  dieser  Linie  i/ isochron  sein  mit 
den  Schwingungen  eines  Pendels,  dessen  Länge 

-  f-  Wf 

ist(§.  213.). 

Zusatz  2. 

§.  948.     Da  ferner  tp^D ^ — -=■    ist,  so  dreht  sich  der 

Punkt    L    um   den  Scheitel    Z   mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
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=  ^;    es    muss  alier    der  mittlere   Ort  «m    den  lileinen   Theil 

-^  verbessert  werden.  Ist  aber  die  Constante  j4=:0,  so  ändert 
sich  der  Winkel  DZL  nur  wenig,  wenn  nicht  S=0  ist. 
Zusatz  3. 
§.  949.  Werde«  demnach  die  UmwäluuDgen  des  Körpers 
um  die  vertikale  Äse  IZ  ausgeschlossen,  so  dass  A=0  ist, 
war  ferner  im  Anfange  ip=:0  und  q  =  v,  wie  auch  die  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  =  e;  so  werden  die  Constanten  so  bestimmt 
werden,  dass 

„!^S'„j  -, -0"'' +f ')'>/.  ivifyy 

ist.     Es  wild  daher 

also  auch  die  Constante  B  bekannt.    Ist  taber  s^O,    so  wird 

Beispiel. 

5-  950.  {Figur  131.)  Gesetzt  es  sei  die  gerade  Linie  /Jf, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  der  geometrischen 
Axe  des  Cylinders  (MIV,  Fig.  132.)  parallel  gezogen  wird,  zu- 
gleich eine  Hauptase  des  Kürpers,  alsdann  haben  wir,  wie 
in  @.  941. 

f=^90o,     5=180",  Ö=0,     £=üOö  und  0=900— ij. 

Hieraus  aber  schliessen  wir,  dass 
H^b^cos-rf^c^sm'tf,  ^—0,  S=0,  ©=il,  ^=0  und  ^'^=a'^, 

also  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels  =— ist.  Fer- 
ner wird  die  horizontale  Axe  lA  unbewegt  bleibe«.  Hat  nun 
im  Anfange,  wo  p  =  r  ist,  der  Kiirper  seine  Bewegung  von  der 
Ruhe  ab  begonnen,  so  wird  d^O  und  VB=tV^/g  und  hier- 
aus ergeben  sich  die  übrigen  veränderlichen  Gn'issen  folgender- 
niassen : 
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.._£V^_     _tVM,;„^,    .  =  0  wegen  ^  =  0, 

y—Q,  1=0  iiiid  Sl^x- 
(Figur  132.)  In  der  Wirklichkeit  wird  aber,  wenn  man  eine 
t'ortsclireitende  Bewegung  hinzufügt,  der  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit /  auf  einer  vertikalen  geraden  Linie  wechselweise  auf-  und 
niedersteigen,  indem  der  obere  CyÜnder  MN  dieser  Bewegung 
folgt,  während  er  auf  den  Ebenen  P  und  Q  ganz  frei  einher- 
gehen kann  und  man  annimmt,  dass  er  durch  die  Reibung  nicht 
gehindert  werde, 

Anmerkung, 
g.  9S1.  Weil  die  Grösse  des  Cylinders  MN  nicht  iu  die 
Rechnung  eintritt,  wird  dieselbe  Aullüsung  noch  gelten,  wenn 
seine  Dicke  verschwindet  und  der  angefügte  Körper  an  einer 
linearen  Axe  aufgehängt  ist.  Hiernach  scheint  diese  Bewegung 
mit  der  oben  erklärten  schwingenden  Bewegung  übereinstimmen 
zu  müssen,  die  doch  ganz  anders  in  Gebrauch  kommt;  indem 
für  die  wahre  schwingende  Bewegung  die  Länge  des  isochro- 
nen einfachen  Pendels  sich 

,fl     «3  -I-  /-a 

ergeben  hat  (§.  337.),  während  sie  hier  nur 

=  j 
ist.  Die  Ursache  dieses  Unterschiedes  liegt  darin,  dass  wir 
oben  in  der  Lehre  von  den  Schwingungen  die  Ase  MN  als 
fest  angenommen  haben,  während  sie  hier  als  sehr  frei  beweglich 
vorausgesetzt  wird.  Hieraus  ergibt  sich,  dass  wegen  der  Freiheit 
der  Axe,  wenn  sie  auch  auf  einer  horizonlaleu  Ebene  liegt,  die 
Schwingungen  weit  geschwinder  werden,  als  wenn  die  Axe  an 
derselben  Stelle  festgehalten  würde.  Diess  stimmt  auch  ganz 
rait  der  Theorie  fiberein,  (Figur  126.)  Soll  nämlich  der  Kreis 
nMTN  die  Ebene  immer  in  demselben  Punkte  T  berühren, 
so  muss  ausser  dem  Drucke  TT  eine  gewisse  horizontale  Kraft 
in  die  Rechnung  eingeführt  werden  utid  setzen  wir  diese  ==  @, 
welche  längs  TH  antreibt,  damit  der  Punkt  T  constant  bleibe; 
so  musä,  weil  TP=fami}  ist, 

fdd.smQ  __       20*3' 

ri(2— 'W 
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sein.  Aus  lUescr  Kraft  geht  aber  auch  ein  Moment  In  Bezug 
aufdi«  Hauptaxen  hervor,  wodurch  auf  die  drehende  Bewegung 
tSngewirkt  wird,  so  dass  sich  eine  solche  ergibt,  wie  wir  sie 
obeu  bei  der  Untersuchung  der  schwingenden  Bewegung  be- 
stimut  haben. 

U(ftirigens  wird  es  angemessen  sein,  hier  gehürlg  zu  be- 
merken, dass,  wenn  die  kleinen  Axen  des  Pendels  auf  sehr 
polirlen  Ebeiien  liegen,  die  schwingende  Bewegung  im  höch- 
sten Grade  von  derjenigen  vetschleden  sein  kann,  welche  ent- 
stehen würde,  wnun  sie  festgehalten  würden  und  zwar  wird 
sie  eine  weit  geschwindere  werden,  üie  geringste  Reibung 
wird  aber  im  Stande  sein,  diesen  Unterschied  aufzuheben  und 
die  Bewegung  auf  das  Gesetz  der  Schwingungen  zurilckzuführen. 
Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  wird  uns  aber  zur  Auflösung  der 
allgemeinen  Aufgabe  113.  führen. 

Aufgabe  116. 
§.  932.    Ein   beliebiger    cylindrischer   Körper    bewogt    sich 
auf  beliebige  Weise  auf  einer  horizontalen  Ebene;  man  soll  die 
oben  gefundenen  Gleichungen,    durch    welche  seine  Bewegung 
bestimmt  wird,  auflösen  und  zur  Integration  durchführen. 

Auflösung. 
(Figur  129.)  Es  bleibe  alles  so,  wie  wir  es  in  der  Auf- 
gabe 113.  aufgestellt  haben,  auch  nehmen  wir  auf  der  centralen 
geraden  Linie  LIGF  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  weiter 
vom  Punkte  F  entfernt  an  als  den  Mittelpunkt  G  des  Cylinder- 
durchschnifts,  indem  wir  den  Zwischenraum  GI=  f  setzen. 
Aus  den  dort  dargestellten  Differentialgleichungen  haben  wir 
schon  Eine  Integralgleichung  ermittelt,  nämlich 

Ausserdem  gehen  aber  die  drei  erstem  Gleichungen,  indem 
man  die  drei  letztern   in   ihren    letzten  Gliedern  in  Anwendung 
bringt,  in  die  folgenden  über; 
I.  a^dx^  (^■>~b^)yzdt^ ^^'sinfsin£sine % ^ 

,  •2nfgdt  .       .       .         ^JTqsdt  dm.sinm 

II.  6»(fy-Ka'-~c^)arw/(=: j^— singsmijsm j— — ^— . — ^- — 

...      ,  ,      ,..       »,       ,         inftidt  .  ,   ,   „  .         inqsdt  tln.sinn 
iil.  €'dz+(ff'—a^)xffdt=——j^sint)mndainQ~ — ^~'~/7 
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Hieraus  bilde  man  I.Xcos^+lI-Xcoswi+III.Xcosw,  als- 
dann werden,  weil 

dl.  sin  Icosl-Y  dm.  sm  m  cos  m-\-dn.  sin  »  cos  n^O 
isl,    die  letzten   ilen  Zwischenraiini   s  entbalteiien  Glieder  s^b 
gegenseitig  aufheben.      Ferner  findet  man  durch  die  in  g.  ^33-, 
Nr.  I.  und  Vlll.  gegebenen  Beziehungen 

sin f sin £cos H sin  5 sin rt  cos »<+ sin  I)  sin  öcos  w^^j 
so  dass  auch  die  vorletzten  Glieder  aufgehoben  VF^rden.     Wir 
gelangen  demnach  zu  der  folgenden  Gleichung; 

a^dxcosl-\^ b^dji cosm-\-  c^dzcoan-^- a'^a:^dtcosm^^b'^xydtcosn 

+  c^zdtcosl  — a^xydt  cos  n  —  b^yidt  cos  l-  c^xzdt  cos  m=0. 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  des  g.  936.  folgt  aber 

dl.sinl  ,  dni.sintn 

äcos,«-2,cos«= ^^,   :vcosn~.cosl= ^— 

und  ycosl~^cos7n  = ^- , 

und  substituirt  man  diese  Werthe,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
a^dxcosl+ffidi/cosm  +c^  dxcos7i~  a'xdlsinl-b'^ydmsmm 
-c^zdnsmn=:Q, 
deren  Integral  ist 

a^iccosl+b^yco»}n+c^icosn  =  D. 
Hierauf  fuhren  wir  statt  x,  y  und  z  neue  Veränderliche  ein, 
welche  aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 
^cos£  +  ^cos))  +  2Cosö=p 
^cos  f  sing  +  y  cos  g  sin  ?j  +  ^*iosl)  sin  ö=5 
3:sinfsin£+j,singsin5]  +  ssinljsine=)-. 
Es  wird  alsdann  zuerst  nach  g.  938. 
dg^  —  rdt, 
ferner,   weil  Äcos?+ycosn/  +  icosjj  =  y»costi  +  ^sin  p  ist,   nach 
5.  937. 

drf=^  — dtipcns  p  -J-  ^sin  p). 
Ausserdem  wird,  weil  3;rf/sin/+ jrfmsinm+j(Znsin)(=:0  ist, 

;)sine-9cos0=O. 
Setzen  wir  desshalb  p  =  Kcose  und  9'  =  Msin5,  so  wird 
dq>=^ — udt  und  d^=^  —  rdt; 
aber  aus  jenen  angenommenen  Gleichungen  leiten  wir  her 

a:=rsinfsin£+Mcos?,  T/=rsinSsinjj  +  Mcosm 
und  s=»-sinÖsin(9+wcosn, 

und  hieraus 

Nun  ergibt  die  eben  vorher  gefundene  Integralgleichung 
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auf  einer  horhonlixlen  Ebene.  SSS 

+  M[o2cOS/!'  +  ß2cOSWl'»+c2cOSM2] 

wodurch  u,  mitbin  auch  .r,  y  und  z,  mittelst  t  und  q  bestimmt 
werden.    Endlicli  wird  die  zuerst  gel'uiidene  Integralgleichung 

weil  sie  nur  rund  q  enthält,  die  eine  durch  die  andere  bestim- 
men, und  daher  die  Gleichung 

für  die  gegebene  Zeit  (  alle  Grössen,  welche  die  Bewegung  ent- 
halten, angeben. 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung  die  Consfanten 

aacosfslnJcose+ö''cos5sin-j)co8ij+t.-='c(i8ÖsinÖcose=:B 
a^cös  f*sin£2  _|.  ftacosg^sin  ij«  +  c^cosös^sin  0*  =  tf 
«"sinfsingcosg  +  ftäsingsinTjcosij  +  c^sinösinecosffsrJB) 

a2sinfcoaf8lniä-|.63singcosssini)3^-c3sin^co5esin02  =  i£ 
B2sli]fisini;a-|-6^sins2sini3*  +  c2si„öa5ine«=Jf; 
so  werden  unsere  Integralgleichungen; 
Ö=r[2'cos0 +  ffi8ine]+M[iI cos 0^  +  2» sin  ecosp  +  esinpä] 
C— 4/'f/cose  — /^r*slne2  =  >,.2_^2»-M[S'cose  +  *£siny] 

-(-ti2[Jlcose2_f.333sinecos9  +  l£siny2]. 
Mieraus  (oigt 

jy-racosp^+2138ingcose  +  <^sinp^][C~4/gcosg] 
'  ~[J)cose+  ffisirißP— [jlcosp*+2B8inecosp+t£sine2j[*+/asin§2]' 
und  zur  Bestimmung  der  Zeit 


'tA?- 


D  — r[©cos§  +  l£sinp"j 
Da  lerner  «^iiToTeHSSsin  ecosp-K-sin^^    '^*'    ^^    "'^'l 
der  Winkel 

und  da  wir  also  l'ür  jede  Zeit  t  sowohl  den  Bogen  p,  als  auch 
den  Winkel  ip  bestimmt  haljen,  so  wird  die  Bewegung  vollstän- 
dig bekannt  sein. 

Zusatz    1. 
g.  933.     Die  Grüssen   Ü,  tf  und  S  sind  demnach  nothn-en- 
dig  positiv,  und  es  verhält  sich  ferner  K  so  zu  il  und  tf,  dass 
Jltf  — »2=o2i^sinr;^sinfl*  +  o2c»sin0asinj?3  +  i^c2sinf  sin£2 
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wird,  woraus  fulgt,  dass  die  Form  ilcos^'+Bsiiiecosg  +  lSsin  e'' 
»ich  nicht  in  Bwei  einfache  Factoren  zerlegen  lässt. 

§.  954,  Aus  dieser  allgemeinen  Auflösung  wird  der  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe  entwickelte  Fall  leicht  abgeleitet,  in- 
dem man  /"negativ  und  den  Bogen  q  unendlich  klein  annimmt, 
wodurch  wir  erhalten 

„     J)^-:SC—4afffC0SQ  ^  Const  +  4d/;^/cose 
*■  ""  ©2_i,^  ilif  —  D^ 

Man  findet  aber  aus  den  entwickelten  Wertlien 

wessbalb  man  einfacher  als  oben  die  Länge  des  isochronen  ein 

fachen  Pendels 

_«'6'cos(Aine'4-«°c^cosg^sin)?^  +  6gc^cosPsin£' 
—  /•(näcos^  +  Ä'^cös  .i^  +  c^cos  O^j 

erhält. 


§.  95S.  Nachdem  diess  in  Betreff  der  Bewegung  cyliudri- 
ScherKürper  auf  einer  hoiixontalen  Ebene  abgemacht  war,  halte 
ich  mir  vorgenommen,  ein  weniges  über  die  Bewegung  auf  einer 
geneigten  Ebene  hinzusuiiigen.  Ist  diese  Bewegung  aber  eine 
einfache,  so  hat  die  Sache  keine  Schwierigkeit,  ist  sie  hingegen 
zusammengesetzt,  so  wird  man  in  unbequeme  Rechnungen  ver- 
fallen. Da  man  nun  in  der  Praxis  die  Reibung  von  diesen  Be- 
wegungen nicht  trennen  kann,  werden  wir  wenigstens  die  einfa- 
chen Bewegungen  auf  einer  geneigten  Ebene  so  behandeln,  dass 
wir  zugleich  auf  die  Reibung  IJücksicht  nehmen;  wesshalb  es 
angemessen  sein  wird,  eine  besondere  Abhandlung  über  die 
durch  die  Reibung  gestörte  Bevregung  starrer  Körper  hinzuzu- 
fügen. 
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Kapitel     I. 

;  Formeln  für  die    Versetiunt/  belleMgei 
starrer  Körper. 


§.  95t).  Soli  man  die  Bewegung  eines  beliebigen  starren 
Körpers  bestimmen,  so  zerlegt  man  die  ganze  Untersuchung 
sehr  bequem  in  zwei  Theile,  einen  geometrischen  und  eine» 
inechanischen.  Im  erstem  Theile  muss  nämlich  allein  die  Ver- 
setzung lies  Körpers  von  einer  gegebenen  Stelle  zu  einet  an- 
dern, ohne  irgend  eine  Rücksicht  auf  die  Principien  der  Bewe- 
gung, durch  analytische  Formeln  dargestellt  werden,  mittelst 
deren  die  Lage  der  einzelnen  Theile,  nach  der  Versetzung  aus 
ihrer  anfänglichen  Lage,  hestimrat  werden  kann.  Diess  ist  dem- 
nach eine,  allein  zur  Geometrie  oder  vielmehr  zur  Stereometrie 
zu  zählende,  Untersuchung.  Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass, 
wenn  man  diese  Untersuchung  von  der  andern,  welche  eigen- 
thlimlich  die  Mechanik  angeht,  sondert,  alsdann  die  Bestimmung 
der  Bewegung  nach  den  Principien  der  letztern  weit  leichter 
ausgeführt  werden  kann,  als  wenn  man  beide  Untersuchungen 
in  Verbindung  vornimmt.  Da  ich  nun  in  meinem  Werbe  über 
die  Bewegung  starrer  Körper  diese  beiden  Untersuchungen  zu- 
gleich unternommen  habe,  wodurch  die  ganze  Behandlung  nicht 
wenig  lästig  und  verwickelt  geworden  ist;  so  will  ich  hier  den 
geometrischen  Theil  allein  genauer  entwickeln,  wodurch  dann 
der  mechanische  mit  leichterer  Mühe  behandelt  werden  kann. 

§,  957.  (Fig.  133.)  Um  nun  die  anfangliche  Lage  des  star- 
ren Körpers  genau  zu  bestimmen,  ist  es  angemessen,  die  Lage 
seiner  einzelnen  Punkte  nach  gewohnter  Weise  durch  je  drei 
unter  sich  normale  Coordinaten  darzustellen.     Zu  diesem  Ende 
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i  ich  drei  feste  Äxen  lA,  IB  und  IC  auf,  welcbe  sich  wech- 
j  in  /  iiurmal  schneiden,  und  von  welchen  die  zwei  !A 
und  IB  in  der  Ebene  des  Papiers  liegen,  die  dritte  IC  aber 
auf  dieser  Ebene  perpendikulär  steht.  Nun  betrachte  ich  den 
beliebigen  Punkt  Z  des  Körpers,  von  welchem  auf  die  Ebene 
AW  das  Perpendikel  ZS,  faicraiif  aber  aus  dem  Punkte  Ä  auf 
die  Äxen  lA  und  IB  die  Kormalen  SP  und  SQ  gezogen  sind. 
Wir  setzen  die  Coordinaten  JP=QS—p,  PS=IQ=q  und  daa 
Perpendikel  SZ^=r,  und  es  werde  diesem  gleich  auf  der  Axe 
/CderTheil/W^i-  angenommen;  hiernach  wird  sich  der  Punkt 
Z  auf  der  Diagonale  IZ  des  Parallelepipedums  befinden,  wei- 
ches aus  den  drei  Seiten  IP,  IQ  und  IR  gebildet  wird.  Auf 
diiise  Weise  wird  die  Lage  der  einzelnen  Punkte  des  Körpers 
sehr  bequem  durch  die  drei  Coordinaten  p,  q  und  r  bestimmt 
werden. 

§.  9S8.  Damit  nun  aber  diese  Darstellung  leichter  der  me- 
chanischen Untersuchung  angepasst  werden  könne,  nehmen  wir 
den  Punkt  /  am  angemessensten  im  Schwerpunkte,  oder  vlel- 
inehv  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  des  vorausgesetzten  starren 
Körpers  an.  Auf  diese  Weise  erlangen  wir  nämlich  den  aus- 
gezeichneten Vortheil,  dass,  wenn  wir  die  kleine  Masse  des  in 
Z  befindlichen  Körpers  =AM  setzen,  über  die  ganze  Ausdeh- 
nung des  Körpers 

\)  fpAM=Q,  2)fgdM^0  und  3) /rrf;T/=0 
wird,  insofern  wir  nämlich  diese  Integrale  über  den  ganzen  Kör- 
per erstrecken.  Ausserdem  wird  es  aber  vom  grössten  Nutzen 
sein,  wenn  die  drei  Axen  JA,  IB  und  IC  in  den  Hauptaxen 
des  Körpers  angenommen  werden;  alsdann  werden  nämlich  die 
Werthe  der  drei  folgenden  Integraiformeln ,  ebenfalls  über  den 
ganzen  Körper  erstrecltt,  auch  verschwinden,  so  dass  wir  er- 
halten: 

i)ß/pilM=0,     6)fprdHJ=0    und     6)  fqrd]H=0. 

Es  wird  angenehm  sein,  diess  nur  im  Vorübergehen  iu  be- 
merken, indem  der  geometrische  Theil  von  diesen  Gleichungen 
keinesweges  abhängig  ist. 

§.  959.  Hat  nun  eine  Versetzung  des  Körpers  stattgefun- 
den, so  betrachten  wir  zuerst  den  Ort  i,  nach  welchem  der 
Punkt  1  des  Körpers  versetzt  worden  Ist  und  setzen  die  Coor- 
dinaten //=/■,  /)?— 9  und  gi=h.  Ferner  sei  aber  der  Punkt  Z 
aus  seiner  anfänglichen  Lage  nach  i  versetzt,  worauf  wir  zur 
Bestimmung  des  letztem  Punktes  die  Coordinaten  Ix^=a!,xy^=y 
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iitid  yz^x  setzen.  Zuerst  ist  nun  sogleich  klar,  dass  <ier  Ah- 
BiavA  iz  auch  jetzt  nocli  dem  Abstände  IZ  gleich  sein  muss 
lind  da  dieser  =  V  i»^  +  9^  +  r^  war,  jener  iz  aber 

ist;  so  erhalten  wir  die  Gieichnng: 

Ausserdem  müssen  aber  nothnendig  die  Abstände  zwischen 
je  zwei  beliebigen  Punkten  des  Kür[ieis  in  der  versetzten  Lage 
auch  jetzt  noch  den  Abständen  derselben  Punkte  in  der  anfäng- 
lichen Lage  gleich  sein,  dieser  Bedingung  werden  wir  auf  fol- 
gende Welse  Genüge  leisten. 

§.  960.  Wir  nehmen  den  Punkt  i  an  der  Stelle  an,  ».ach 
welcher  der  Punkt  P  aus  der  anfänglichen  Stellung  versetzt 
worden  ist;  es  erscheint  nämlich  hier  nicht  rathsani,  unsere 
Figur  durch  so  viele  neu  zu  ziehende  Linien  zu  beladen.  Man 
kann  ferner  auch  Im  anfänglichen  Zustande  den  Punkt  Z  ganz 
beliebig  annehmen,  und  nelamen  wir  ihn  daher  ini*an,  so  wird 
auch  der  Punkt  z  in  der  versefuten  Lage  den  dem  Punkte  ent- 
sprechenden Ort  darstellen. 

§.  96L  Da  nun  der  Punkt  Zm  P  fällt,  wenn  .^=0  und  r=0 
ist,  und  weil  wir  ferner  die  drei  Coordinaten  w,  y  und  z  im  All- 
gemeinen als  bestimmte  Fuiiclinnen  von  p,  q  und  r  ansehen 
dürfen,  auf  welche  Weise  auch  immer  diese  Functionen  be- 
schaffen sein  mögen;  so  werden,  wenn  wir  in  ihnen  q:^0  und 
»•=0  setzen,  diese  Coordinaten  nothwendlg  folgende  Formen 
annehmen : 

x=f^^Fp,  y=:g+Gp  und  i=k  +  Hp. 

Weil  wir  nämlich  q~0  und  r  =  0  setzen,  p  aber  als  ver- 
änderlich betrachtet  wird,  so  müssen  die  Coordinaten  x,  y  und  z 
die  Lage  angeben,  in  welche  die  gerade  Linie  IP  versetzt  wor- 
den ist.  Die  letztere  ist  aber  wie  bemerkt  eine  gerade,  sie 
muss  diess  daher  auch  in  der  versetzten  Lage  sein,  und  es 
müssen  mithin  die  Coordinaten  x,  y  und  %  die  Lage  dieser  ge- 
raden Linie  iz  ausdrücken.  Wenn  man  aber  p=0  setzt,  so 
muss  der  Punkt  z  in  i  fallen,  wesshälb  offenbar  die  Grossen 
x,y\miz  so  durch  p  bestimmt  werden  müssen,  dass  für  ^^=0, 

^=f'V=ff  »nd  z=k 
werde.  Weil  aber  ferner  die  Gleichung  zur  Bestimmung  einer  ge- 
raden Linie  dienen  soll,  können  keine  anderen  Formen  stattfin- 
den, als  die  .aufgestellten,  nämlich 
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x~f+  Fp,  ,'/—ff+  Gp  und  z—h  +  Hp, 

HO  die  Buchstaben  /',  G  und  H  gewisse  Constanteo   bezeich- 
nen       el  l  e  de    IN    ur  dei'  Versetzung  abhängig  sind. 

§  9b9  F  t  I  e  sogleich  klar,  daös  diese  Constaiilen 
so  I  e  I  S  se  n  en,  dass  der  Zviischenraum  ii  dem 
IP=.}      II  de     I  eraus  folgt  die  Gleichung 

=  F  p^\GY'  +  H^^=p^ 
als  !■    +G2  +  //2^I. 

IN  nt  n  n  dal  e  /■=smf  an,  so  muss  G^^-H^=cos%^ 
sc  n    un  1      1  le      ach  G^=cos£sinTj  und  H^^cosicoai] 

setzen     bin 

/'=sine,    G  =  cos£sin»)  und   //=cos£co8i,. 

Auf  diese  Weise  sind  jene  drei  Buchstaben  F,  G  und  // 
auf  die  zwei  Winkel  ^  und  tj  allein  zurückgeführt. 

§.  Ü63.  Auf  ähnliche  Weise  wollen  wir  jetzt  den  Punkt  i 
an  der  Stelle  annehmen,  nach  welcher  der  Punkt  Q  aus  der 
anfänglichen  Lage  versetzt  worden  ist;  es  fällt  aber  der  Punkt 
Z  auf  Q,  indem  wir  p=0  und  1^=0  machen.  In  diesem  Falle 
werden  die  drei  Coortlinaten  x,  y  und  i  so  von  der  einzigen 
Verändetlicben  fj  abhängig  sein,   dass  für  y^=0  wieder 

x^f,  y=.g  und  i=A 
wird.     Da  nun  die  Gleichung  auch  die  einer  geraden  Linie  sein 
muss,  so  werden  die  Coordinaten  folgende  Form  haben - 

x=f-\rF'rj,  yr:zzff+G'g  und  z—k  +  n'fj; 
und  wo,  weil  h  =  q  ist,    ebenfalls 

sein  muss.     Dieser  Bedingung    wird   man    bequem   durch   7.»ei 
solche  Winkel  £'  und  ij'  Genüge  leisten  können,  dass  wir 

/"— sin£',  G'=cosrsi"V  und  H'— coa£'cosi;' 
haben. 

g.  964.  Nehmen  wir  endlich  den  Punkt  Z  in  R  an,  was 
geschieht,  indem  wir  ^=0  und  q=0  setzen,  so  wird  der  Punkt 
i  den  Ort  darstellen,  nach  welchem  der  Punkt  ß  versetzt  wor- 
den ist.  Für  die  Coordinalen  nehmen  wir,  auf  dieselbe  Weise 
wie  vorhin,  folgende  Formen  an: 

a^^/'+J'V,  y=^+G"r  und  :^A  +  Ö"i-. 
Weil  auch  hier 

F"^+G"''  +  H"''=l 
sein  muss,  werden  wir  mittelst  der  zwei  Winkel  ^"  und  i/' 

f'=sinj",    G"  =  cos£"sinV'  "'"1  Ä"— cosj"cos)j" 
setzen  können. 
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§.  065.  Weil  wir  irnri  Weitbe  dei  (. oofdiiiaten  x,  y,  i  er- 
langt habetij  welche  man  m  den  drei  eotwickcllen  Fällen  ein- 
fuhren mussi  wo  nanilieh  von  den  drei  Grössen  p,  q  und  r  je 
zwei  verschniiiden  so  i%t  hieraus  klar  auf  welche  Weise  die 
Coordinaten  as,  y  und  z  von  den  einzelnen  GrÜssen  p,  q  und  r 
abhängig  sind.  Treten  daher  die^e  Buchstaben  zugleich  in  die 
Rechnung  ein,  so  Aäb^  durch  sie  ein  beliebiger  Punkt  Z  des 
Kiirpers  angegeben  «nd,  so  müssen  die  Coordinaten  folgende 
Werthe  haben: 

X  =f+  Fp  +  F'q  +  F"r 
y=g-VGp-\-C'q^G"r 
z—/i  +  Ifpi-H'q+H"r. 
Hierbei  werden  aber  diese  neun  Buchstaben  F,  r,  F",  G, 
G\  G",  H,  H'  und  H"   auf  die  sechs  Winkel   t,  i;,  t,  n',  S' 
und  Tj"  zurückgeföhrt  worden. 

g.  966.  Nehmen  wir  nun  den  Punkt  Z  in  S  an,  so  dass 
r!=0  ist  und  diesem  Punkte  in  der  versetzten  Lage  der  Punkt 
t  entspricht,  so  werden,  indem  wir  r=^0  setzen,  die  drei  Coor- 
dinaten 

X  =  f^Fp  +  F'q,  y=:ff+Gp  +  G'q  und   t:^h  +  Ifp+H'q. 
Hier  muss  nothwendlg  der  Abstand  h  gleich  IS  sein,  und 
da  dieser  =V  p*  +  9^  ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
p'^  +  q-^=(Fp-i-  Pt/)-^-i^(Gp+  G'>,)^-Vilip  +  B'q)^ 
Entwickelt  man  dieselbe,  so  wird 

-1-21FF-+GG'-Vflli']pq, 
und  da  f^+G'^+fl^-i  ui„i  F-'>+ G'^+Jl'^—l  ist,  so  raiiss 
nnthwendig  FF+GG'  +I1H'  =  0 

§.  067.  Auf  dieselbe  Weise  wird  sieb  erfjelien,  dass,  wenn 
wir  ^  =  0  setzen,  die  Gleichung 

FF"  +  GG"  +  BH"=0, 
nnd  wenn  wir  p^O  setzen,  die  Gleichung 

F'F"  +  G'  G"  +  H'H"  =:i  0 
statflinden  muss.  Hat  man  diesen  drei  Bedingungen  Genfige 
geleistet,  so  wird  die  ganze  Versetzung  bestimmt  sein,  und  es 
werden  unsere  Formeln  für  alle  Punkte  des  Körpers  dieselben 
Abstände  in  der  versetzten  Lage  darstellen,  welche  jene  in 
der  anfänglichen  Lage  eingehalten  haben. 

§.  968.  Substituiren  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  vorher 
gefundenen  Werthe,  so  wird  zuerst  FF'+GG'-\-mi' —Q  ergeben 

36 
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sin  £sin  £'  +  cos  £cos  t  sin  i)  si"  i  +  cos  gcos  £'  cos  ij  cos  V  ~0 
oder  sin£sin£'+cos£cosrco8(i;-V)-=0, 

also  tg  £tg  r  — —  cos  (tj-V)- 

Auf  dieselbe  Weise  ergeben  die  zwei  öbrigeD  Gleichungen 

■tgj'tgr^— co5(V-i!")  und  tg£"tgS=— <:os(i)"-7f). 

Mittelst  dieser  drei  Gleichungen  wird  man  die  drei  Winkel 
f,  £'  und  £"  bestimmen  können,  so  dass  alles  durch  die  drei 
Winkel  71,  1)'  und  i)"  ausgedrückt  werden  kann. 

g.  Ö69.  Damit  diess  um  so  leielifer  gescliehen  könne,  mul- 
tipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  in  einander,  so  dass 
tg£''tgrtg£"^=--cos(^-V)cos(jj'-V')eos{V'-i!) 
wird.  Hieraus  ersieht  man  sogleich,  dass  der  Fall  ein  unmög- 
licher ist,  wenn  üicht  das  Produkt  dieser  drei  Cosinusse  nega- 
tiv ist;  wesshalh  nothwendig  einer  derselben,  oder  alle  drei  ne- 
gativ sein  müssen.     Setzen  wir  daher  der  Kürze  wegen 

cos  (i; — -r/')  cos  in'  —  v")  ''OS  (v"—-  ■>])=— A^ 

80  wird  tgftgli'tgr^A; 

und  wenn  wir  diese  (Gleichung  durch  jede  einzelne  der  drei  old- 

gen  dividiren,  so  erhalten  wir 

Auf  diese  Weise  werden  alle  9  anfangs  angenommenen  Co- 
efflcienten  F,  G,  H,  F',  G',  H',  F",  G"  und  H"  allein  durch 
1),  *j'  und  rj"  bestimmt;  es  wird  nämlich 

F^sint         G  =  cos£sin,,         //=costcos^ 
f"  —  sin  £'      G'  =  cos  £'  sin  tj'      H'  —  cos  £'  cos  ij' 
F"=sin£"  G'-^cosr'sinV'  H"=co8^'cosr,". 

§.  970.  Alle  Versetzungen,  durch  welche  die  Lage  eines 
starren  Körpers  geändert  werden  kann,  können  daher  durch  6 
Elemente  bestimmt  werden.  Zuerst  bestimmen  nämlich  die  drei 
Coordinaten  f,  ij  und  h  die  Versetzung  des  Punktes  /  nach  i, 
sie  sind  also  durchaus  von  unserer  Willkuhr  abhängig.  Zwei- 
tens mag  sich  inzwischen  der  Körper  um  diesen  Punkt  i  auf 
beliebige  Weise  gedreht  haben,  so  wird  seine  Lage  doch 
durch  die  drei  Winkel  jj,  ij'  und  n"  vollständig  bestimmt.  Nimmt 
man  nämlich  in  der  anTänglichen  Lage  ein  beliebiges  Element 
des  Körpers  Z  an,  dessen  Lage  durch  die  drei  Coordinaten  p, 
^undr  bestimmt  wird,  so  wird  man  dasselbe  in  der  versetzten 
Lage  im  Punkte  z  finden,  und  zwar  wird  die  Lage  des  letztern 
bestimmt  durch  die  drei  Coordinaten 
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x=f^-Fp^F'q^h■■■r 
y=ff  +  Gp-\-G'q  +  a"r 
z  =  h+Hp+H'q  +  U"T. 
§.  971,     Damit    wir  aber   noch  mehr  davon  überzeugt  wer- 
den,   (lass  durch  diese  Formeln  alles,    was  die  Versetzung  be- 
trifft,  vollkommen  beatimnit  wird,    können  wir  auch  die  ganze 
Arbeit  auf  folgende  Weise  ausführen.     Denken  wir  uns  im  an- 
fänglichen Zustande  ausser  dem  Punkte  Z  einen  andes-n  belie- 
bigen   Z',    der  in    tier   Figur  nicht  angegeben   ist    und    dessen 
Ort  durch  die  Coordinafen  p',  if  und  /  bestimmt  werde.     Die- 
ser Punkt  sei  nach  z    versetzt,    welchem  die  ('oordinaten  x,  y' 
und  :'  entsprechen;  alsdann  haben  wir 

x=f\iy\F-(i  -{-FW 

y'^g^Gp'\G'q\rG'r- 

z=h  +  Hp  +  H-r/+H"r: 

Unter  diesen  Voraussetzungen  erfordert  die  Natur   starrer 

Körper,  dass  der   Zwischenraum  k'    in   der    veränderten  Lage 

dem  Zwischenraum  ZZ'  in  der  anfänglichen    Lage  gleich   sei; 

indem   u^mlich    in    diesen  Körpern   alle   Zwischenräume  zweier 

beliebigen  Punkte  beständig  dieselbe  Grösse  behalten. 

g.  972.    Nun  ist  aber  das  Quadtat  des  Abstandes  der  Punkte 
Z  und  Z'  in  der  anfänglichen  Lage 

=  (p'—p)^ +(.>)'— 9)'^  +  (<■'  -'■)''' 
in  der  versetzten  Lage  hingegen  das  Quadrat  des  gegenseitigen 
Abstandes  der  Punkte  s  und  z' 

=.  ix'-  3r)3 + (j'-  y)2  +  (j'  -  *)2. 
Das   letztere   wird  aus   den    drei  folgenden    Quadraten  zu- 
eammengesetzt : 

[Fip'-p)  +  r{fi'-  f,)  \^  F"(r'~  i-)j3, 
[G(p'-p)+  G'(v'-9)  +  G"(r'~r}r, 
und  IH(p'-l))  +  mi}'-  >l)  +  //"(*■'-  '0]^ 

deren     Summe     also    der    obigen    {p'—pY-\-(q'—qf-\-{r'~r)'^ 

§.  973.     Entwickelt  man  aber  jene  drei  Quadrate,  so  ergibt 
sich  für  das  Quadrat  des  Abstandes  ii'  folgender  Ausdruck: 
{p'~pf\F^-\-  G^  +  Ä^]  +  W  -  qnF'^ ^  G-^  +  ff"] 

Mv'~r)\F■'■>^-G"^^-H"^-\ 
+  'i(p'—pXq'~fl)[FF'-i-  GG'+  //ff] 
+  2(p'~p)ir'-r)[FF"-{^  GG"+  ffff'j 
+  2(f/-qXT'~r)[F'F"-i-G'G"^i-Ii'N"l 
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Damit  nun  ilortielbe  dem  frühem  (}>'—p)^+(g'—'))^-i-{r'^r)^ 
gleich  gemacht  werde,  wie  man  auch  immer  die  6  Coordinaten 
p,  q,  T,  p',  ff'  und  r'  annehmen  mag,  miiss  den  folgenden  6 
Bedingungen  (lentige  geschehen: 

1.     fa+6-3+ß*  =  l 
II.     F'HG'*+ff'2=l 

III.  F"^\G"^^^H"^=\ 

IV.  FF'-i-aG'i-HH'=0 
V.    FF'+GG"+fiH"=0 

VI.    F'F"+G'G"+H'H"=^0. 

§,  974.  Alle  diese  6  Bedingungen  haben  wir  alier  schon 
im  Ohigen  erfüllt  und  gezeigt,  nie  alle  9  Coefficicnten  durch  je 
drei  Winkel  tj.  r/  und  tj"  bestimmt  werden  künnen.  Hieraus 
ersieht  man  um  so  deutlicher,  dass  unsere  Auflüsung  der  Auf- 
gabe hinsichllich  jeder  belieiiigen  Versetzung  vollkommen  be- 
stimmt und  angemessen  ist,  so  dass  in  dem  geometrischen 
Theile,  welchen  die  Bestimmung  der  Bewegung  solcher  Körper 
erfordert,  nichts  mehr  verlangt  werden  kann. 

g.  975.  Auf  welche  Weise  aber  die  Versetzung  des  Kür- 
pers  auch  geschefjen  sein  mag,  in  Folge  welcher  der  Punkt  / 
des  Körpers  nach  t  gerückt  ist;  so  ist  bekannt,  dass,  wenn  die 
Versetzung  unendlich  klein  getresen  ist,  es  immer  in  derversetzten 
Lage  eine  gewisse  gerade  Linie  ix  gibt,  deren  Lage  derjenigen 
parallel  ist,  welche  dieselbe  Linie  im  anfänglichen  Zustande 
gehabt  hat.  Hätte  daher  der  Punkt  /  sich  in  Ruhe  befunden, 
so  würde  jene  gerade  Linie  ganz  unbewegt  geblieben  sein.  Es 
ist  aber  einleuchtend,  dass  diese  Linie  die  Axe  des  Körpers 
darstellt,  um  welche  der  letztere  sich  gedreht  hat,  während  er 
in  die  versetzte  Lage  gelangt  ist.  Es  wird  daher  von  der  gröss- 
ten  Wichtigkeit  sein,  zu  erforschen,  ob  es,  wenn  eine  endliche 
Versetzung  slattlindel,  auch  eine  solche  Axe  gibt. 

§.  976.  Offenbar  sind,  damit  die  gerade  Linie  tz  auch  jetzt 
der  Linie  IZ  parallel  sei,  folgende  drei  Bedingungen  erfor- 
derlich : 

l).»-/=y!     2)y-j,  =  ,  iind3)  ,-S  =  r. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 
p  =  Fp  +  F'q  +  F"r 
il=ep  +  G'f+G"r 
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aus  »eichen  die  Buchstaben  ;u,  9  und  r  ellminirt  werden  messen. 
Die  aus  denselben  abgeleiteten  Werthe  von  p  sind  aber 
i'-"9  +  F"r       (I_G')y— G'V        ,    a~H'')r~H'q 

Setzt  man  die  beiden  ersten  einander  gleich,  so  erhält  man 
ziviäuben  g  und  r  die  Relation 

f/_     G"(F—1)~-F"G     . 

die  Cileitlistellung  des  ersten  und  dritten  Werthes  fuhrt  auf 

y_  (\~F){\--H")~F"H 

r—       F'H  +  H'ß-F) 
Diese  zwei  Werthe  müssen  daher   in  der  Wirklichkeit  ein- 
ander gleich  sein,  im  Fall  es  eine  solche  Drehungsaxe  gibt. 

§.  977;  Setzen  wir  aber  diese  zwei  Werthe  einander  gleich, 
so  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

{l~F)F'GH'+a-F)FG"h+(l-F)0-G')F"H 
+(l~F)a-H-)FG+(l—F)''G"Jfi'—0-l'y{\—C')(l-H")=0. 
in    welcher    alle    Glieder  den   gemeinschaftlichen    Factor    l—F 
haben.     Hebt  man  denselben  durch  Division  auf,    so  bleibt  die 
Gleichung  übrig 

F'Gff''+  F'G"fJ+  (Ü  -  OF-'H  +  a  -  H")F'G 
-\-{\-F)G"H-—(\  —  F)il—G'){l  —  H")—0, 
welche  durch  Entniclielung  ihrer  einzelnen  Glieder  ergibt: 
0=  -  1  +  F—FG'+FG'H" 
+  G'-FB"~FG"H- 
+  Ö"+FG  — f  6Y/" 
-{^F"H\FG"H 
—G'ir—F"G'fI 
■\G"H'\F"GH'. 
Es  ist  aber  hier  nicht  klar,   auf  welche  Weise  dieser  Aus- 
druck   auf  0  gebracht  wird,    und    es    würde  zu   mühsam  sein, 
statt  der  Buchstaben  F,    G,  H  u,  s.  w.  ihre  ganz  entwickelten 
Werthe  zu  substituiren. 

§.  978.  Indem  wir  daher  diese  Untersuchung  verlassen, 
haben  wir  für  jede  Versetzung  Formeln  gegeben,  mittelst  wel- 
cher man  aus  der  gegebenen  Lage  eines  jeden  Punktes  im  an- 
fänglichen Zustande  seine  Lage  in  der  versetzten  Stellung  her- 
leiten kann  und  so  dem  Ziele,  welches  wir  uns  gesteckt  hatten, 
vollständig  Genüge  geleistet.  Man  kann  daher  in  diesem  Theile 
nichts  mehr  verlangen,   da  die  ganze  Untersuchung  in  der  Be- 
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Stimmung  der  9  Coefficienten  F,  G,  //,  F',  G',  H',  F",  G"  und 
H"  eiitKalten  ist. 

Zugabe. 
§.  979.  Da  die  Formeln,  welche  w\(  oi»en  i'iir  jede  versetzte 
Lage  gegeben  haben,  buchst  allgemein  sind  und  alle  Versetzun- 
gen in  sich  begreifen,  ao  muss  es  wunderbar  erscheinen,  dass 
aus  ihnen  nicht  hervorgeht,  ob  es  in  jeder  versetzten  Lage  eine 
solche  Linie  i%  gibt,  welche  dieselbe  Richtung  wie  in  der  an- 
fänglichen Lage  hat.  Die  im  §.  977.  gerundene  Gleichung  ist 
nümlich  so  vernickelt,  dass  es  zu  lästig  sein  würde,  statt  der 
einzelnen  Buchstaben  die  iör  sie  angegebenen  Wertbe  zu  sub- 
stitulren.  Inzwischen  ist  es  auf  andere  Weise  entschieden, 
dass,  auf  welche  Weise  auch  immer  ein  starrer  Kürper  aus 
einer  Lage  in  eine  andere  versetzt  werden  mag,  immer  eine 
solche  gerade  Linie  esistirt,  deren  Richtung  keine  Aenderung 
erleidet.  Um  diess  nämlich  zu  beweisen,  denken  wir  uns  um 
den  starren  Körper,  wie  auch  immer  seine  Gestalt  sein  mag, 
eine  mit  ihm  verbundene  und  zugleich  bewegliche  Kugel  um- 
schrieben, welche  ihren  Mittelpunkt  in  /  bat;  hierdurch  werden 
wir  diese  Untersuchung  um  so  leichter  auf  die  sphärische  Tri- 
gonometrie übertragen  können. 

Lehrsatz. 

S.  280.  Auf  welche  Weise  auch  immer  eine  Kugel  sich 
um  ihren  Mittel ji unkt  drehen  mag,  so  kann  man  immer  einen 
Durchmesser  angehen,  dessen  Richtung  in  der  versetzten  Lage 
mit  der  anfänglichen  übereinstimmt, 


(Figur  134.)  Es  stelle  ^ßC  einen  beliebigen  gr festen  Kreis 
der  Kugel  im  anfänglichen  Zustande  dar,  und  es  gelange  der- 
selbe nach  geschehener  Versetzung  in  die  Lage  «6c,  so  dass 
die  Punkte  A,  B  und  C  nach  den  Punkten  a,  b  und  c  versetzt 
sind ;  A  sei  zugleich  der  Durchschnittspunkt  dieser  zwei  Kreise. 
Die  SS  .vorausgesetzt  hat  man  zu  beweisen,  dass  es  einen  Punkt 
O  gibt,  der  gleiche  Beziehung  zu  dem  Kreise  ABC  wie  zu 
dem  abc  hat.  Hierzu  ist  es  nothwendig,  dass  erstens  die  Ab- 
stände OA  und  Oa  einander  gleich  sind;  zweitens  aber  müssen 
auch  die  Bogen  OA  und  Oa  gegen  jene  zwei  Kreise  gleich 
geneigt,  d,  h.  es  muss  der  Winkel  Oab=^OAB  sein;  es  wer- 
den demnaeb  auch  ihre  Ergänzungen  zu  zwei  Rechten   oder  die 
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Winkel  OaA    und  OAa   einander   gleich    sein.     Well  aber   O« 
=  0A,  so  ist  auch  ^OaA=OAa,  mithin 

OAa=OAa; 
halbirt   man    daher  den  Winkel  aAa  mittelst   des  Bogens   OA, 
so  wird  der  gesuchte  Punkt  O  irgendwo  auf  diesem  Bogen  OA 
liegen.     Derselbe  wird  daher  gefunden  werden,   wenn  man  den 
Bogen  aO  so  zieht,  dass 

^AaO=OAa 
werde.    Der  Durchschnitt  dieser  zwei   Bogen  wird  den  Punkt  O 
ergeben,    und   zieht  man   durch   denselben    einen    Durchmesser 
der  Kugel,  so  wird  dessen  Lage  in  der  veraetaten  Stellung  der 
Kugel  dieselbe  wie  in  der  anfänglichen  sein, 

§.  981.  Cm  diesen  Punkt  0  leichter  zu  bestimmen,  kann 
man  auch  den  Bogen  Aa  in  M  balbiren  und  hier  den  Bogen 
liJO  normal  auf  Aa  ziehen;  wenn  man  hierauf  den  Bogen  AO 
so  zieht,  dass  er  den  Winkel  aAa  halbirt,  so  wird  der  Durch- 
schnitt dieser  zwei  Bogen  den  gesuchten  Punkt  angehen«.  Es 
ist  hier  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  Aa=aA  annimmt,  als- 
dann a  der  Punkt  der  Kugel  sein  wird,  welcher  nach  gesche- 
hener Versetzung  zum  Punkte  A  gelangt;  wesshalb  eben  der 
W^inkel  aAa,  nicht  aber  sein  Nebenwinkel  aAB  halbirt  wer- 
den muss. 

g.  082.  (Figur  1-33.)  Gewöhnlich  pflegt  man  zwar  den 
Punkt  /,  auf  welchen  die  anfängliche  Lage  des  Kürpers  sich 
bezieht,  in  seinem  Schwerpunkte  anzunehmen.  Ans  dem  ge- 
gebenen Beweise  geht  aber  hervor,  dasa  die  Wahrheit  des 
Lehrsatzes  auch  bestehen  wird,  wenn  man  irgend  einen  andern 
beliebigen  Punkt  als  Mittelpunkt  der  Kugel  annimmt.  Nimmt 
man  daher  in  einem  starren  Körper  statt  /  einen  beliebigen 
Punkt  an,  so  wird  man  durch  ihn  immer  eine  gerade  Linie 
ziehen  können,  deren  Lage  in  dem  versetzten  Zustande  nicht 
geändert  wird;  es  verhindert  uns  selbst  nichts,  diesen  Punkt/ 
ausserhalb  des  Körpers  anzunehmen.  Man  muss  sich  daher 
wohl  hüten,  diese  ausgezeichnete  Eigenschaft  als  eine  dem 
Schwerjiunkte  eigenthfimliche  anzusehen;  man  pflegt  näm- 
lich /  nur  desshalb  im  Schwerpunkte  des  Körpers  anzunehmen, 
damit  die  analytischen  Formeln,  durch  welche  die  Bewegunj 
solcher  Körper  bestimmt  wird,  einfacher  ausfallen. 

g.  983.  Da  nun  durch  die  sichersten  Grönde  erwiesen  ist, 
dass  es    in  jeder    versetzten  Lage  immer    eine  solche    gerade 
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Linie  h  gibt,  deren  Ricbtung  nicht  von  derjenigen  abweicht, 
welche  dieselbe  Linie  JZ  in  der  anfänglichen  Lage  eingehalten 
hat;  so  können  wir  auch  versichert  sein,  dass  die  im  §.977. 
gegebene  Gleichung  stets  stattfinden  wird,  nachdem  wir  näm- 
lich statt  aller  Buchstaben  die  angegebenen  Werthe  substitiiirt 
haben.  Ist  diess  nämlich  geschehen,  so  müssen  nothweiidig 
durchaus  alle  Glieder  sich  wechselseili}r  ron  selbst  aufheben, 
wenn  diess  auch  aus  jenen  6  Hauptbetiingungen,  denen  Genüge 
geschehen  musste,  nicht  hervorgeht.  Uiese  ausgezeichnete 
Eigenschaft,  deren  Wahrheit  geometrisch  so  leicht  gezeigt 
worden  ist,  muss  daher  für  eine  durch  die  Art  der  analytischen 
Formeln  sehr  verborgene  gehalten  werden;  ferner  können  wir, 
eben  aus  diesem  Grunde,  aus  derselben  den  schönsten  Zuwachs 
für  die  ganze  Mechanik  mit  Kecht  erwarten. 

§.  984,  Indessen  wollen  wir  doch  die  Formeln,  welche  wir 
ftir  jene  grossen  Buchstaben  oben  gefunden  haben,  sorgfältiger 
entwickeln,  wodurch  man  vielleicht  leichter  ersehen  kann,  auf 
Vielehe  Weise  jene  Gleichung  des  §.  977.  erfüllt  werde.  Nach- 
dem  wir  aber  die  6  Winkel  £,  £',  g",  -r),  ■q'  und  9j"  eingeführt 
h^ben,  durch  welche  jene  Buchstaben  im  g.  969.  aui^gedrückt 
worden  sind,  haben  wir  die  drei  erstem  durch  die  drei  letztern 
so  bestimmt,  dass,  wenn 


gesetzt 

—  COs(i;- 

wurde , 
tg£"=-j; 

DS(,'^ 

ts£= 

i 

.(,"- 

und 

lic£'  = 

V)   ' 

»'(•l'-l'O 

war.     Hieraus    kann    man   demnach    so   wohl    die  Sinusse,    als 
auch  die  Cosinusse  jener  Winkel  ableiten. 

§.  985,    Damit  sich  diess  leichter  machen  lasse,  führen  wir 
ptatt  der  Winkel  i;,  V  "nd  r{'  andere  6,  B'  und  6"  ein,  sodass 

Tj  —  )]'=  0",     jj' — 1\":=8  und  if'  —  'ri=:6' 
wird.     Hieraus  ergibt  sich  sogleich  die  Gleichung 

e-|-e'  +  6"=0, 
so   dass   diese   drei  neuen  Winkel  nur  zweien  gleicbgelten  und 
daher  von  den  Winkeln  tj,  rj'  und  ij"  Einer  unbeslimmt  bleibt. 
Ist  diess  der  Winkel  »;,  so  haben  wir 

ij'  =  ij  — ö"  und  5)"=i)-|-e'. 
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Füfirt  i»an  deninacli  diese  Winkel  ein,  so  wird 
lind  wir  erhalten,  indem  wir  diesen  Werfh  anwenden 

§.  986.     Aus  diesen  für  die  Tangenten  gefundenen  Forn' 

leiten  wir  die  Formeln  für  die  Sinusse  und  Cosinusse  her, 

zwar  wird  Cur  den  ersten  Winkel 

.     „                V^eosÖcosö'  ,         ^„  VcosÖ" 

sing'—  ~    ^      —-  j  und  cosg^ 


cos  ö  cos  ö' 

C'is6"       ' 
cosö'cosö" 

cosft 

cos^cosö" 

r —    uiiu   tuet»     ■ —  .  j- T,- 

V^cosö"—  eosO  cosö'  V^cosö"- 

l>a  aber  0"=—$  —  Q'  ist,  so  wird 

co5Ö"=  cos(ö  \  6')  =  cosö cosö'—  siiiösinö' 
ij  wenn  wir  diesen  Werth  sulistituiren 


sf/  *reoaf*cosH'  .  r     ^  ^  ■ 

,ü-  f    sinesinft 


:.Vl  — coti,'9c< 


V— sinflsinO' 

Offenliiir   ergeben   sich  ähnliche  Wcrihe  für  die  l>eiden  an- 
dern Winkel,  so  dass  wir  haben: 
sin£^-  Vcotge'cotge"  und  cos£=  +  Vi  —  uotg9^F^tgfl^ 
sing-^- Vcotsjöcotgö"     „     cosf  ^+  Vl-eotge<^üt^ 
sin  t"=:  —  Vcotge  cotgO'     „     cos£"=+  Vi  — cotgCicntge'. 
§.  987.     Substifuirt  man  nun  diese  eiifwickelten  Werthe,  so 
werden  die    oben   liir  die  9  Buchstaben  F,  G,  H,  F',  G',  //', 
P",    G"  und   //"   gefundenen    Formeln,    nachdem  man  nämlich 
der   Kürze  wegen  eotgö^i,   cofgö'=('  und  cotgö"^("   gesetzt 
liaf,  fojgendermaassen  ausgedrückt: 

F=-VH^,     Ö^sinijVl  -fl",     //=c(.gi)Vl— n", 
F'=—V'iF^.      G'=sini;'Vr^(7'',     Il'^ostj'Vi  —  tt" , 
F"=—\rir7    Cr^sinV'Vl-'f,      //"^cosi)"Vl— «'. 
J.  988.     Wenn    wir  aber    auch    diese  Werthe    in    die  Glei- 
chung des  §,977.  subsfituiren ,  so  siebt  man  doch  kcinesweges 
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ein,  auf  "'eiche  Welse  ihre  einzelnen  Glieder  sich  ivechselseifig 
aufiiebeii  können.  Es  »vird  daher  nofhnendig  sein,  ausserdem 
auf  die  Bedingung,  dass 

ist,  Rücksicht  zu  nehmen.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  Rela- 
tion zwischen  den  Buchstaben  t,  i'  und  i",  nämlich 

tt'^tt"-[-t'i"—\, 
d.  h    es  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  je  zweien  =  1.     Aus- 
serdem muss  man  die  Bedingung  beachten ,  wonach 

ij'=:il  —-  6"  und  »)";:=■»? -|- 6' 
war;  wenn  man  diese  Bedingungen  gehörig  beobachtet  und 
durch  die  Rechnung  entwickelt,  so  kann  kein  Zweifel  übrig 
bleiben,  dass  diese  Gleichung  erfüllt  werde.  Niemand  wird  aber 
so  leicht  diese  staunenswerthe  Arbeit  übernehmen  wollen,  wesa- 
halh  man  jene  ausgezeichnete  Eigenstihaft  aller  starren  Körper 
für  noch  weit  schwieriger  halten  mus«  und  es  kann  daher  die- 
selbe den  Geometern  die  schönste  Gelegenheit  darbieten,  ihre 
Kräfte  an  der  gänzlichen  Enthüllung  dieser  Eigenschaft  zu  üben. 
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Kapitel    II. 

ISeue  Methode,    die  Bewer/ung   starrer  Körper  zu  bestimmen. 


§.  llS9.  Obgleich  icb  in  meiner  Abhandlung  über  die  Bc- 
wegunir  starrer  Kürpei  diese  Theorie  mit  hinreichend  glückli- 
chem Erfolge  behandelt  habe,  inuss  ich  doch  gestehen,  dass 
die  von  mir  gegebenen  Auflösungen  nicht  nur  zu  verwickelt 
sind,  sondern  dass  auch  ihre  Anwendung  auf  beliebige  beson- 
dere Fälle  im  höchsten  Grade  lästig  und  mit  sehr  viel  Hchwie- 
rigkeilen  verknüpft  ist.  Nachdem  ich  nämlich  die  Bewegung 
des  Mittelpunktes  der  Trägheit  bestimmt  hatte,  was  zwar  kei- 
ner Schwierigkeit  unterworfen  ist,  musste  ich  zu  jeder  Zeit  so 
wohl  die  Lage  der  Drechungsase..  als  auch  die  Geschwindigkeit 
bestimmen.  Hierauf  war  es  aber  besonders  nothwendig,  die 
Lage  der  drei  Hanpfaxen  anzugeben,  wozu  eine  j^rosse  Menge 
verändeilicher    Grössen    in    die    Uechnung    eingeführt    werden 

Diese  Mängel  scheint  auch  der  sehr  scharfsinnige  Geonie- 
fer  la  Grange  wahrgenommen  zu  haben,  indem  er  diesen  Ge- 
genstand in  den  Abhandlungen  der  preussischen  Akademie  für 
das  Jahr  1773  nach  einer  andern  Methode  zu  behandeln  über- 
nommen hat,  deren  sehr  tiefe  Gedanken  ich  zivar  mit  der  griiss- 
ten  Begierde  zu  durchschauen  versucht  habe,  wobei  ich  es 
aber  doch  nicht  von  mir  habe  erlangen  können,  alte  seine  Rech- 
nungen zu  durchdringen.  Es  schreckte  mich  nämlich  sogleich 
der  erste  Lehnsatz  so  ab,  dass  ich  wegen  meiner  mangelhaften 
Augen  auf  keine  Weise  hoffen  kann,  alle  analy^tischen  Kunst- 
griffe, deren  er  »ich  bedient  hat,  zu  durchforschen. 
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§.  990.  NeuerJings  unternahm  ich  es  alier,  den  geome- 
titschen  Theil,  worauf  diese  Untersuchung  sich  stützt,  genauer 
zu  entwickeln  und  halle  die  ausgezeichnete  Eigenschaft  benie- 
sen, duss,  auf  welche  Weise  auch  immer  ein  starrer  Kürper 
aus  seinem  anfänglichen  Zustande  in  einen  andern  beliebigen 
versetzt  iverden  mag,  in  ilim  immer  eine  solche  Axe  angegeben 
werden  kann,  deren  Richtung  in  beiden  Zuständen  unverändert 
bleibt.  Es  schien  mir  nun  sogleich,  dass  diese  sehr  schiine 
Eigenschailt  ein  ausgezeichnetes  Hülfsmitfel  darbieten  werde, 
um  alles  die  Bewegung  solcher  Körper  Betreffende  viel  leichter 
«nd  ohne  ein  so  grosses  Gemenge  veränderlicher  Grössen  be- 
stimmen zu  können.  Sobald  man  nämlich  die  Bewegung  des 
Aliftelpunkles  der  Trägheit  bestimmt  haben  wird,  suche  man 
diejenige  Axe  des  Körpers,  welche  im  versetzten  Zustande  die- 
selbe Richtung  wie  im  anfänglichen  beibehält;  hierauf  aber  suche 
man  den  Winkel,  um  welchen  der  Körper  sich  inzwischen  um 
diese  Axe  gedreht  hat.  Auf  diese  Weise  wird  man  zu  jeder 
Zeit  die  Lage  des  Körpers  vollständig  kennen  lernen,  so  dass 
die  ganze  Untersuchung  auf  die  Bestimmung  dieser  Axe  litii 
jede  Zeit  nebst  dem  ümdrehungswinkel  reducirt  wird;  ich  will 
daher  hier  diese  Idee  genauer  verfolgen. 

§.  991,  Wir  betrachten  demnach  den  Körper  in  seinem  an- 
fänglichen Zustande  und  nehmen  in  ihm  einen  beliebigen  Punkt 
an,  durch  welchen  wir  drei  feste  und  auf  einander  normale 
Axen  ziehen.  In  Bezug  auf  diese  kann  man  die  Lage  der  ein- 
zelnen Elemente  des  Körpers,  nach  gewöhnlicher  Weise  durch 
je  drei  Coordinaten,  bestimmen.  Jenen  Punkt  habe  ich  zwar  in 
meiner  Abhandlung  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angenommen, 
jetzt  aber  bemerke  ich,  dass  es  nichts  verschlägt,  wenn  man 
ihn  an  einer  andern  belicbigeu  Stelle  annimmt.  Ferner  ist  es 
auch  nicht  notbwendig,  dass  jene  drei  Axen  zugleich  Haupt- 
axen  des  Körpers  sind,  sondern  sie  bleiben  ebenso,  wie  jener 
Punkt,  ganz  unserer  Willkühr  überlassen.  Indessen  wird  es 
angenehm  sein  hier  zu  bemerken,  dass  die  folgenden  Rechnun- 
gen weit  leichter  und  eleganter  werden,  wenn  man  jenen  Punkt 
im  Mittelpunkte  der  Trägheit  aiiuimnit  und  zugleich  die  drei 
Axen  Hauptaxen,  nämlich  für  den  anfänglichen  Zustand  des 
Körpers  sind.  Hierauf  denke  man  sich  aber  aus  jenem  Punkte 
wie  aus  einem  Mittelpunkte  eine  Kugel  um  den  Körper  be- 
schrieben, welche  mit  dem  letztern  fest  zusammenhänge  und 
mit  ihm  zugleich  beweglich   sei,   ihr  Radius  werde  durch  die 
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Einheit  bezeichnet.  Auf  diese  Weise  künneii  alle  untersuch tin- 
gen  auf  die  sphärische  Trigonometrie  reducirt  und  so  alle  Rech- 
nungen viel  leichter  abgemacht  wenlen. 

g.  Ö92.  (Figur  135.)  Es  stelle  daher  das  sphärische  Drei- 
eck ^ßC  den  achten  Theil  einer  Kugel  dar,  in  deren  Mittel- 
punkte man  sich  den  Buchstaben  /  geschrieben  denke;  die  von 
dort  aus  jrezogenen  geraden  Linien  lA,  IB  und  IC  stellen  jene 
drei  festen  Äxen  dar,  so  dass  die  Bogen  AB ,  BC  und  CA 
Quadranten  sind,  welche  unter  sich  die  rechten  Winkel  A,  B 
und  C  bilden.  Um  hierauf  die  Lage  der  einzelnen  Elemente 
des  Körpers  kennen  zu  lernen,  denke  man  sich  durch  ein  be- 
liebiges derselben  den  Radius  IZ  gezogen  und  ziehe  aus  dem 
Punkte  Z  die  drei  Bogen  ZA,  ZB  und  ZC,  «eiche  wir  re- 
spective  i,  fj  und  6  nennen.  Setzt  man  nun  den  Abstand  des 
Elements  des  Kiirpers  vom  Mittelpunkte  I^s,  so  werden  die 
drei,  den  Äsen  lA,  IB  und  IC  parallelen  Coordinaten  «Cü8& 
scoST]  und  scosö,  wodurch  also  die  Lage  eines  jeden  Elemen- 
tes im  anfänglichen  Zustande  nach  gevvohntcr  Weise  bestimmt 
werden  wird.  Es  wird  aber  immer  nach  der  Natur  des  sphäri- 
schen Dreiecks  ABC 

cos  £2  -|-  cos  if  +  cosÖ^  =  1 ; 
ausserdem  haben  wir  folgende  Bestimmungen  uns  zti  merken: 


Ferner  wir 
cosAZB  = 


mBAZ  =  ^,,     sl«^SZ=^^und  sinSCZ=~^. 


^f_cr,sj,^ 
n^cnsti' 


'^"''^''""-SI.ISÜI^Ö  '  "■""''"- ^ sin fsin^' 

singZC:=^+    .""^f-a  und  sinüZ^=+    .^^-^zi  • 
'  smijsine  '  singsinö 

g.  993.  Nachdem  wir  diese  Bestimmungeu  für  den  antang- 
lichen  Zustand  gemacht  haben,  betrachten  wir  denjenigen  Zu- 
stand des  Körpers,  in  welchem  er  sich  nach  Verlauf  iler  Zeit 
t  befinden  wird.  Es  mag  nun  zuerst  der  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit /  nach  einem  beliebigen  Orte  versetzt  sein,  da  die  Bestim- 
nmiig  desselben  keine  Schwierigkeit  verursacht;  so  mag  sein 
Ort,  wenigstens  in  Gedanken,  nach  dem  Punkte  /  versetzt 
werden  und  zugleich  mit  ihm  der  ganze  Körper,  und  zwar  mit 
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sich  selbst  paralleler  Bewegung.  Da  es  niiii  in  der  versetzten 
Lage  immer  einen  solchen  Badius  gilit,  dessen  Richtung  die- 
Gelbe  als  im  anfänglichen  Zustande  ist,  so  sei  O  auf  der  Ober- 
flSche  der  Knge!  derjenige  Punkt,  weither  so  wohl  in  der  an- 
fänglichen als  auch  in  der  versetzten  Stellung  nach  der  Zeit  t 
denselben  Ort  einnimmt,  so  duss  der  Kadius  dieselbe  Richtung 
in  den.  beiden  Stellungen  des  Kürpers  einhält.  Um  seine  Lage 
iehe  man  die  Bogen  OA  =  ci,  OB==ß  und  OC 
\  bestimmte  Functionen  der  Zeit  (  betrach- 
de  Bestimmungen: 

cosBCO  =  ~°M-  > 
smy 


COA^  +  ' 


S<ny 


isa2-|-cos(3^  + cos  7^=1. 
§.  ÖOil.  Es  sei  nun  fp  jener  Winkel,  durch  welchen  der 
ganze  Körper  in  der  Zeit  (  um  den  Radius  10  gedreht  worden 
ist,  so  dass  <p  als  eine  Function  der  Zeit  t  betrachtet  werden 
muss,  wübrend  die  zuerst  eingeführten  Bogen  f,  tj  und  6  nur 
von  der  Veränderlichkeit  eines  jeden  Elementes  des  Körpers, 
worauf  sie  sich  beziehen,  abhängig  sind.  Der  Punkt  der  Kugel, 
welcher  sich  anfangs  in  Z  befand,  wird  daher  nun  nach  Verlauf 
der  Zeit  /  so  nach  i  versetzt  sein,  dass,  wenn  man  die  Bogen 
OZ  und  0»  zieht,  der  Winkel  ZOs=<p  wird,  wobei  Oz=OZ 
ist.  Wenn  man  demnach  hieraus  die  Abstände  dieses  Punktes 
i  von  den  Ecken  A,  B  und  C  sucht,  so  wird  die  wahre  Lage 
bekannt,  in  welche  der  Radius  des  Körpers  /Z  aus  der  an- 
fönglictien  Lage  nach  Verlauf  der  Zeit  t  versetzt  worden  ist. 
Um  daher  die  Bewegung  des  Körpers  vollständig  kennen  zu 
lernen,  kommt  die  ganze  Arbeit  darauf  hinaus,  dass  man  für 
jede  verflossene  Zeit  —tsa  wohl  die  Lage  des  Punktes  O  oder 
die  Bogen  a,  ß  und  y,  als  auch  den  Winkel  ZOz=^q>  bestimme; 
indem  auf  diese  Weise  zu  jeder  Zeit  die  wahre  Lage  der  ein- 
zelnen Elemente  des  Körpers  angegeben  werden  kann. 
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g.  995.  (Fig.  136.)  Da  wir,  also  vor  allem  die  Abstände  de» 
Punktes  %  von  den  Ecken  A,BMnA  C  bestimmen  müssen, 
len  wir  zuerst  den  Abstand  Äz  suchen.  Damit  diess  leichtei 
geschehen  könne,  wollen  wir  in  der  Figur  keine  andere  Linie, 
als  die  auf  dieses  Ziel  sich  beziehenden  darstellen.  Zuerst  müs- 
sen wir  die  Grösse  des  Bozens  OZ  aus  dem  Dreieck  OAZ  i 
chcn,  in  welchem  wir  die  Bogen  OA=^a  und  AZ—^  habi 
Ausserdem  wird  man  aber  den  Winkel  OAZ  durch  die  Winkel 
fi^O  und  ß^Z  bestimmen  können,  indem  OAZ=BAO—BAZ, 

B\nOAZ  =  Bin  BAOcosBAZ  — cos  BAOsmBAZ 

__  cos  y  cos  i;  —  cos  ß  cos  6 
"  sin  a  sin  ^  ' 

cos  OAZ=^cosBAO  cos  BAZ  -|-  sin  BA  O  sin  BAZ 

_cos|3eos^  +  cosycose 
sin  «sing 
und  'S0AZ='^^^^;^^^^ 

wird.    Nachdem  wir  diess  bemerkt  haben,  findet  man  nach  der 
Lebte  der  sphäriscLen  Trigonometrie 

COSOZ=COSBCOS|'+COSJSCOSJI+COSJ-COSÖ 

cosycosTj  — cos|3eos9 
und      tg^OZ=5rn9'cos£-cos«(cos^cos^+cosj'cose)- 

§.  906.  Setzen  wir  aber  zur  Abkürzung  den  Winkel  OAZ=A, 


nA  =  - 

_COS/5COSTJ+C' 


s^  =  - 


in£ 


*S^^cos|3cos^  +  cosrc^ 
wird;    so  erhalfen  ivir  zur  Bestimmung  des  gesuchten 
OZ  =  Z  und  des  Winkels  AOZ^  O  ^ 

cosZ  =  cos«cos(;+s;nasinJ'cos^ 

und  ts:0=-:- 7r~ — r-^— — — j- 

^  sinKCosg  — cosnsinjcos^ 

Subslituirt  man  hier  statt  sin^  und  c.osA    die  gefui 
Werthe,  so  erhält  man,  wie  oben 

cos  Z= cos Kcos  t+  cos  ß cos  tj  +  cos  y  cos  6 
,     ,    ,  cos  y  cos  19  —  cos  ß  cos  6 

und    tg  0=  -^ — 1, X — r — 5—'- — : ^- 

"  sia  K^cos  J  —  cos  a  (cos  ß  cos  ij  +  cosy  cos  6} 

§.997.    Nachdem  wir  diess  gefunden  haben,  vvollen  v 
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Gphäi'isclie  Dreieck  A(h  angreifen,  in  welchem  nir  die  zwei 
Seiten  OA=^a  und  Oz  —  Z,  nebst  dem  zwischenliegenden  Win- 
kel AO::^0  +  q)  kem.en  und  woraus  wir  schliessen,  dass 

cos  At=vof  Kcos  Z+  sin«siu  Zcos  (O  +  gi) 
ist.  Dieser  Ausdruck  wird  nun  redncirt  auf  den  folgenden 
cös^t=cosr;cosZ+sinttsinZcosOcos9.-sinc«sinZsinOsingi, 
wobei  wir  cos  Z  schon  bestimmt  haben.  Wir  haben  aber  sowohl 
sinZ,  aU  auch  sin  O  und  cos  O  nicht  entwickelt,  und  es  ist 
ausserdem  nicht  dienlich,  diese  Grossen  unmittelbar  aus  den 
gefundenen  abzuleiten,  weil  viir  zu  Wurzelzeichen  kommen  wür- 
den, bei  denen  es  ungewiss  wäre,  ob  wir  sie  positiv  oder  nega- 
tiv zu  nehmen  hätten.     Es  wird  daher  angemessen  sein,  diese 


Entwickelung 

auf  die  folgende  Weise  anzustellen. 

g.  m. 

Aus   dem    Dreieck  AOZ  leiten   wir   sogleich   die 

dleichung 

sinZsinO^sinJsinf 

oder 

sin/Jsinf 

^"'^-      sinZ 

ab  und  dividi 

ren  wir  dieselbe  durch  IgO,  so  erhalten  wir 

''"^f^-                    sinZ 

Hieraus 

ergeben  sich  demnach  von  seihst  eben  jene  For- 

mein,   deren 

wir  hediirfen,  nämlich  sinZsinOund  sinZcosO, 

und  wenn  wii 

'  daher  statt  cosZ  den  gefundenen  Werlh  subsli- 

tuiren,  so  gelangen  mir  zu  dem  folgenden  Ausdruck: 

cosJz^cosK 

i'cos£+sin«costtsintcos^  +  sin«2cosq,cos^ 

—  sin «  cos p cos  tp sin  £cos  A  —  sma «in  95 sin  ^sin  A. 

Eliminirt  man   aber  den  Winkel  A,    so  nimmt  dieser  Aus- 
ruck die  folgende  Form  an: 

>s^t;^cosß^cosJ'+cosßcos^cosij-|-coso:cos}'co8Ö4sinß^coS9'Cos£ 

—  coSßCOSqscosjScosjj  —  tiosacasipcosycosd  —  sinrpKosycnsii 

+sin9>co8^cosÖ. 

§.  990.     Dieser  Ausdruck  ist  um  so  bemerbenswerther,  als 

•  nicht  nur  mit  keinen  Brüchen    heiastet  ist,  sondern  auch  in 


in  den  einzelnen  Gliedern  nur  Cosinusse  der 

drei  ' 

Winkel  ^  , 

und    S  vorkommen,  wahrend   die  Sinusse    gar 

iz  aui 

^geschlossen 

sind.      Aus    diesem   Grunde    wollen    wir  die 

einzel 

neu    Glieder 

nach    den    erwähnten  drei  Cosinussen  ordnen 

und 

erhalten    so 

die  folgende  Form : 

cos  A'i  =  cos  £[costt*+ sin  a^ cos <p] 

+  cosi;fcos  ßcos  ß  —  cos  ßC0Si3C( 

iS<p~ 

cos  7  sing)] 

+  cosö[cosacosj'— coSKOOsyco 

sgj  +  cos/Jsiny]. 
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Hierbei  wird  es  angemessen  sein  zu  bemerken,  dai^s  die 
Winkel  ^,  t]  tind  ß  sich  mir  auf  die  anfängliche  Lngc  bei^ieheii, 
dass  durch  sie  der  Ort  eines  jeden  Elementes  des  Kijrpers  be- 
stimmt wird  und  daher  nicht  von  der  Zeit  iibhängt;  wahrend 
dagegen  die  übrigen  Winkel  a,  ß,  y  und  gj  nur  Functionen  der 
Zeit  (  sind. 

§.  1000.  Nachdem  wir  diese  Entiiickelung  für  den  Bogen 
j4i  angestellt  haben,  nürde  es  durchaus  überflüssig  sein,  fiir  die 
znei  übrigen  Bogen  £z  und  Ci  eine  ähnliche  Untersuchung  an- 
zustellen. Da  nämlich  die  drei  Punkte  A,  B  und  C  unter  sich 
verwechselt  werden  können,  so  ist  es  nur  nothvrendlg,  dass  wir 


iucb  tt,  ß  und  y  nach  der 
ischen    der  Winkel  ^ 


)  Weise  iindei 


daher 


sowohl  die  Winkel  C,  V  ""<l  ö.  a'ä 
Reihenfolge  verrücken,  während  in; 
derselbe  beibehalten  wird.  Auf  die 
die  folgenden  Ausdrücke: 

cos  Bi=  cos  1)  [cos  ß^  +  sin  jS^cos  ip] 

-I- cos  e  [cos /Scos )- —  cos  (3c( 

-|-cos?[cos(Jcos«-cos/3c(i 
und     cos  Ci  — cos9[cos7''H-sin)'^cosq:>] 

-|-cosE[cos)'Cos« — cos/cosßcosy  — C( 

+cosij[cosycos^  —  cosycos^cos^^cosßsi 

g.  1001,     Selben  wir  nun  der  Kürze  wegen,  zur  Bestimmung 

der  versetzten  Lage  des  Punktes  Z,  die  Bogen  .^1  =  ^,  jBt=:i)' 

und  Cz=:id',    durch    deren  Werthe  die  Coordinaten  zur  Bestini- 


isycosip  —  cos« 

SKCO5IJI-|-C0S]'S 


in,,] 


muiig   dieses 

Pu 

nliles 

Iiieranr  gebildet  n-erdei 

i;    s 

0   wolle,. 

Mir 

die  Cosinusse 

'.  die 

:ser  di 

reiBo 

gen  hier  vereint  au 

r  Ansicht  stell 

eii: 

eo.r= 

:COS 

S[ce, 

«"+B 

in  «»cos»] 

+  1 

=».,[ 

cosoc 

■OS  ^(1  — cos  9))  —  . 

losy. 

sin»] 

+  ' 

=us6[< 

:o8ßcosy(l  — cos(p)  +  Ci 

»S|J. 

un»]. 

cosj;'  = 

„[CO, 

>ß'+ 

.io(J''co.rf 

+  , 

™9[, 

;os()c 

OSl.(l-C08y)-C, 

ns«s 

:inri 

+  ' 

JOS  SC« 

ns«e( 

,s?(l-co»rt+C' 

esys 

1«»], 

cosffzz 

9[eos 

r»  +  . 

,in,»cos,p] 

+  1 

».E[c 

,.,(l-co..rt-co 

,s(i. 

inyj 

+  ' 

»,,[, 

=,„Jc 

:0S7(1  — C0S9))  ]  C 

nsKf 

du»]. 

8,  lOOA 

Es 

nird 

nun  d 

er  Mühe  Werlh  s 

ein. 

einige,  bacipt- 

sächlielie  Lagen 

des  l'unlifes  Z   su    belrachten. 

Nehmen 

wir 

daher  diesen 

zuerst  in 

,  i»un 

lite  J  sellist  an  , 

so   ( 

las  e=o 

und 

mg  der  Lage  des 
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cos  S'=cos  «3-1- sin  ß2  cos  p=:l  — sin  0^(1 -cos  g!) 
cosV=costfcosi3(I  — coS9!)  +  cos7sin(p 
cos9'^cosocosj'(l  —  cosqi) — cosßsin^). 
Auf  ähnliche  Weise  wird,  «vcnn  man  Z  in  ß  annimmt,  so 
dass  ^  =  0  =  90"  und  17^0  ist,  zur  Bestimmung  der  Lage  des 
Punktes  z 

cos  S"^  cos  «  cos^  (I  —  cos  tp)  —  cos  ys'mtp 
cos  V  ^  <-os  (33  +  sin /53cos  qp  =  1  -  sin  |3=  (1  —  cos  ^) 
cosfl'=cos|3co8)'(l-co89)  +  cosc.sin9:. 
I<{ehmen  wir  aber  endlich  den  Punkt  Z   in  C  an,  so  wird 
der  Ort  des  Punktes  z   so  bestimmt,  dass  wir  hai)en 
cos  J'  ='cos  Kcosy^l  —  cos  gi)  +  cos  ß  sin  rp 
cos ri=eos  ß cos  /(l  —  cos  q>)  —  cos a sin  <p 
cosÖ'  =  cos7^  +  siny^cosgj—  i  — sinj'3(l  — cosip). 
§.  1003.      Diese  9  Formeln    sind   desslialb    aller  Beachtung 
werth,  neil  aus  ihnen  die  allgemeinen  Formeln  für  cns^,  cos^ 
und  cosö'  auf  so  schone  Weise  zusammengesetzt  iverden.     Of- 
fenbar ist  nämlich  die  allgemeine  Formel  für  cosj'  aus  den  eben 
gefundenen  di'ei  besonderen  Formeln  desselhen  zusammengesetzt, 
auf  ähnliche  Weise  verhalten  sich  die  allgemeinen  Formeln  von 
cosj;'  und  cosö'   zu    den    drei   besondern    Formeln   eines  jeden 
dieser  Cosinusse- 

§.  1004.  Diese  ausgezeichnete  Eigenschaft,  n eiche  zwi- 
schen den  Verselnungeji  der  Punkte  A,Ii,  C  und  eines  andern 
beliebigen  Z  eintritt,  ist  im  höchsten  Grade  bemerkensnerth 
und  verdient  durchaus  sorgfaltiger  erwogen  ita  »erden.  Daher 
wird  es  angemessen  sein,  sie  in  dem  folgenden  ganz  allgemei- 
nen Lehrsatze  zu  umfassen,  dessen  VVabrheit  aus  den  eben 
ausgeführten  Uechnungen  gem'igeiid  einleuchtet,  während  er  sonst 
die  tiefsten  Untersuchungen  erfordern  wurde. 


Lehi 

■Satz. 

§.  1005.     (] 
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an  hat: 

I.  costJ=cosZ^cos(i^  +  cosZßeosnß  +  c< 
IL  cosiö=cosZßcosie+oosZCcosiC+c< 
III,  cos;C=x:cos  ZCcos  cC\  cos  ZA  cos  cA  ^■  co! 
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§.  100.6.  Weil  man  die,  durth  die  grossen  und  kleinen 
Buchstaben  bezeichneten,  Punkte  mit  einander  vertauschen  kann, 
so  dass  die  kleinen  Buchstaben  der  ursprünglichen,  die  grossen 
aber  der  veränderten  Lage  angchüren;  so  wcrdea  auch  die  fol- 
genden Gleichungen  mit  der  Wahrheit  Übereinstimmen: 

I.  cosZß=cosnicos^a+cosi6cos^ö  +  cos]icco3iJc 
II.  cosZö=;cosiAcosß6-f-cosiccosSc  +  cosiHcosifrt 
III.  cos  Zc= cosic cos  Cc  + cos la cos  CW  + cos  16 cos  CA. 

Anwendung  dieser  Formeln   auf  rechtwinklige 
Coordinaten. 

§.1007.  (Fig.  138.)  Wun  wollen  wir  alle  die  bisher  gefun- 
denen Formeln  auf  je  drei,  den  festen  Richtungen  lA,  IB  und 
IC  parallele  Coordinaten  anwenden;  und  zwar  betrachten  wir 
zuerst  für  die  anl^ngUcbe  Stellung  ein  beliebiges  Element  des 
Körpers  in  Z.  Zur  Bestimmung  seines  Ortes  stellen  wir  die 
drei  Coordinaten  IX=X,  XY=Y  und  YZ^Z  auf,  und  setzen 
seinen  Abstand  vom  Mittelpunkte  /=s.  Offenbar  wird,  wenn 
man  diesen  Punkt  Z  auf  dem  Radius  der  Kugel  annimmt,  wel- 
cher vorher  durch  den  Punkt  Z  ging, 

A[  =  scos£,    F=;sco8ij  und  Z=scose, 
also  s-^^X-^\Y^\Z^. 

Auf  ähnliche  Weise  werden  für  jenen  Radius  10,  dessen 
Richtung  in  der  versetzten  Lage  nicht  verändert  wird,  die  drei 
Coordinaten  sich  zu  einander  wie  die  Cosinusse  der  Winkel 
a,  ß  und  /  verhalten,    es  ist  aber  niithig,  sie  in  der  Figur  aus- 

g.  1008.  Nach  Verlauf  der  Zeit  t,  welche  wir  immer  in  Se- 
cunden  ausgedrückt  annehmen,  sei  der  Mittelpunkt  des  Körpers 
1  nach  i  versetzt,  zu  dessen  Bestimmung  wir  die  Coordinaten 
If^f,  fi^=fi  und  i3  =  A  annehmen.  Der  Punkt  aber,  welcher 
sich  vorher  in  Z  befiind.  Hege  jetzt  in  1,  dessen  Coordinaten 
Ix^x,  xy^=^ii  und  yi  =  i  gesetzt  werden.  Da  nun  der  letztere 
Punkt  sich  eben  so  hinsichllich  des  Punktes  i  verhält,  als  in 
den  vorhergehenden  Figuren  der  Punkt  Z  hinsichtlich  des  Mit- 
telpunktes /,  so  dass  der  Abstand  !s=s  ist;  so  muss  offenbat 

x  —  f=st.v,s^,  y-<j^scosr(  und  i-A^scosÖ' 
sein. 

§.  1009.     Subsliluiren  wir  statt  dieser  Cof 
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Sefiinrlenen  Wertlic,  so  erhalfeii  \\]r,  weil  jcos£=A\  sc 
und  scosö=Z  ist,  die  folgenden  Werthe: 
a:  =^  f-\-  X\cos  a^  +  sintt*cosg)] 

■\-  F[cr'8o:co'S/3(l  —  cosqi)—  cos-/sincp"| 
+  Z[co8«co87(l-cos9)  +  cos^sin9] 
I,:=.9+r[cos^«+sin^acos9.] 

+  Z[cos^cos7(l-cosgj)-co8Bsin9)] 
+  A[cost.cos,3(l-cosq,)  +  cos)'sin9>] 
z=h  +  Z[cos  Y^  +  sin  ^.^cos  <p] 

+  JE[cos«cosHl-co«9)~co«|3«inv] 
+  F[cosi3cosj.(l-eosg.)  +  cosKsinyJ 
@.  1010.     Weil  diese  Ausdrücke  aber  zu  coraplicirt  s 
tzen  "ir  der  Kiir/.e  wegen 

,j=ff+CX-t-G'T+G"Z 
t=h  +/?A+  H'  F+  HZ 

so   dass  F=cosa2-|-siiin^eosq) 

G=cos  o  cos  /3  (1  —  cos  ip)  +  cos  y  sin  q? 
fl-cost<cosj^(l-cos9.)-cos|3sin9. 


jP=cosK<:os|3(l"-cosg>)  — cosys 
C^cos  (3^-1- sin  ß2^„sg, 

//'=cos|3cos7{I-cos^)+co5ßsi 

in  9 
in  9!) 

§.  lOll. 
Mande  /Z  s 

7'™=ieosßco8j'(I  — c«S5p)  +  Cös^'* 
G"-cos,Jco8y(l-cosy)-cos«f 
H"  =  cos  ^''^  +  sin  y^  cos  97. 

Da  nun  auch  jetzt  der  Abstand  h  glei 

iiniji 
sing) 

ch  d 

ist;  so  findet  man,  indem  man  die  ßechniing  anstellt, 
der  WirkUchkeit  die  Gleichungen  stattfinden: 

Fi'"'+GG"+/yö"=^0 
Hierüber  sind  wir  in  hinreichender  Gowissheit,  wei 
die  Rechnung  nicht  wenig  lästig  i»t. 
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Allgemeine  Formeln  ffir  die  Bewegung  starrer  durch 
beliebige  Kräfte   angetriebener  Körper. 

g.  1012.  Betrachten  wir  daher  eiiieii  lieliehigeii  starren  Kör- 
jier,  in  welehem  nach  Belieben  ein  bi-stiuimter  Punkt  f  als  Mit- 
tetpiinkt  Hiigenftninien  ist,  Jessen  drei  teste  Riehtungen  IA,iB 
und  IC  in  der  anlatiglichen  Lage  sich  wechselseitig  normal 
schneiden  und  in  Beziehung  auf  welche  die  Oerter  der  einzel- 
nen Elemente  des  KiJrpers  durch  die  drei  Coordinafen  X,  Y 
und  Z  bestimmt  werden.  Es  bezeichne  nun  dM  das  im  Punkte 
Z  gelegene  Element  des  Körpers,  so  dass  der  Buchstabe  M 
die  Masse  des  ganzen  KOrpers  bezeichnet.  Hierbei  bemerke 
man  wohl,  dass  diese  drei  Veränderlichen  X,  Fund  Z  nur  die 
anßtngliche  Stellung  des  KOrpers  betreffen  und  auf  keine  Weise 
von  der  Zeit  t  abhängig  sind. 

§.  lOlX  Dieselben  sollen  für  die  anfängliche  Stellung  fest- 
gesetzt sein,  und  wir  denken  uns,  dass  dem  Körper  eine  belie- 
bige Bewegung  beigebracht  worden  sei.  Zu  diesem  Ende  set- 
zen wir  voraus,  dass  nach  Verlauf  der  Zeit  t  der  Mittelpunkt  / 
nach  i,  das  Element  dM  aber,  welches  wir  als  im  Punkte  Z 
befindlich  betrachtet  haben,  nach  dem  Punkte  i  versetzt  worden 
s^ei.  Der  Ort  des  letztern  werde  durch  die  oben  angegebenen 
Coordiriaten  x,  j  und  z,  der  Ort  des  Mittelpunktes  i  aber  durch 
die  Coordinaten  f,  g  und  h  dargestellt.  Hier  werden  demnach 
nicht  nur  die  drei  Grössen  f,  y  und  h  bestimmte  Functionen 
der  Zeit  sein,  welche  sowohl  durch  die  dem  Körper  beige- 
brachte Bewegung,  als  auch  durch  die  antreibenden  Kräfte  be- 
stimmt werden  müssen;  sondern  es  werden  auch  die  Buchsta- 
ben F,  G  und  //  nebst  ihren  abgeleiteten  als  solche  Functionen 
anzusehen  sein,  indem  sie  nümlich  durch  die  Winkel  «,  ß,  y  und 
qi,  welche  Functionen  der  Zeit  sind,  ansgedräckt  werden.  Die 
ganze  Arbeit  kommt  nämlich  darauf  hinaus,  dass  wir  sowohl 
durch  die  im  Anfange  beigebrachte  Bewei-ung,  als  auch  durch 
die  antreibenden  Kräfte  zu  jeder  Zeit  die  Wertbe  der  Buchsta- 
ben f,  g  und  k,  wie  auch  die  Werlhe  der  Winkel  k,  ß,  y  und  gi 
ausdrücken;  hat  man  diese  gefunden,  so  iiirddie  Bewegung  des 
Körpers  vollkommen  bekannt. 

§.  1014.  Befindet  sich  nun  ein  beliebiges  allgemein  betrach' 
tetes  Element  des  Körpers  im  Punkte  i,  so  wird  sein  Ort  durch 
veränderliche  Grössen  doppelter  Art  ausgedrückt;  man  bezieht 
nämlich  die  drei  X,  Y  and  Z  a«f  den  Ort  Z,  welchen  das  Ele- 
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meat  in  der  au f;)!) glichen  Stellung  eingenoniinen  hfit,  die  ultri' 
gen  aber  sind  Functionen  der  Zeit.  Uwrch  die  Veräudorlieiikeit 
.  dieser  letztem  wird  man  daher  sowolil  die  Bewegung  diese« 
Elementes,  als  auch  seine  Besclileunigung  bestimmeri  können, 
was  sehr  bequem  geschieht,  indem  man  seine  Bewegung  nach 
den  drei  festen  Richtungen  JA,  Iß  und  IC  zerlegt,  wodurch 
man  zuerst  die  drei  GeschuiniÜgkeiten  desselben  Elementes  und 
hierdurch  ferner  auch  dieBescbleunigtingen  nach  denselben  Rich- 
tungen wird  hestimmcn  können.     Nimmt  man  daher   ai 

Zeit  (  als  veränderlich  an,  so  werden  die  drei  Formeln 


(©■ 


\^}  ""^  f-r.l  jene  drei  Geschwindigkeiten,  die  zweiten  Diffe- 
rentid.    (^)  ,   (^g)  «nd  (|^,")  .be.  dl»  Be»hlo„nigungen 

§.  1015.  Wenn  wir  nun  auf  ähnliche  Weise  alle  Kräfte, 
durch  welche  der  Kfirpet  in  dieser  Zeit  angetrieben  wird,  nach 
diesen  drei  Richtungen  zerlegen  und  hierauf  aafi  ihrer  Vereini- 
gung fflr  die  Eichtungen  lA,  IB  und  IC  die  Kräfte  P,  Q  und  R 
entspringen;  so  müssen  nach  den  Principien  der  Bewegung  noth- 
wendig  diese  Kräfte  den  Summen  aller  beschleunigenden  Kräfte, 
welche  aus  der  Verbindung  aller  Elemente  dM  des  Körpers 
entspringen,  gleich  sein.  Wenn  nämlich  <)  die  Fallhohe  schwe- 
rer Körper  in  Einer  Secunde  bezeichnet,  so  setzen  wir  statt  '2g 
den  Buchstaben  i,  weil  der  Buchstab  g  schon  als  eine  Function 
der  Zelt  in  die  Rechnung  eintritt,  und  erbalten  so  die  folgen- 
den Cieiehungen: 

Hier  bezieht  sieh  das  Integralzeichen  nur  auf  die  Veränder- 
lichen X,  Y  und  Z,  so  dass  bei  diesen  Integrationen  die  Zeit  2 
als  constant  betrachtet  werden  muss,  wenn  sie  auch  in  den 
Differentialformeln  allein  als  veränderlich  angenommen  ist.  Aus- 
serdem müssen  aber  auch  alle  Momente  der  beschleunigenden 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  drei  festen  Axen,  zusammengenommen 
den  Momenten  gleich  sein,  welche  aus  allen  antreibenden  Kräf- 
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leti  iii  I!<?zug  auf  «lieselben  Axen  abgeleitet  wertlen.  Wir  be- 
zek'hnpn  dahev  diese  Momente,  welche  aus  allen  antreibenden 
Kräften  Tür  die  diei  Axen  JA,  Jß  nnd  IC  hervorgehen ,  durch 
die  Buchstaben  S,  T  und  U;  so  dass,  wenn  wir  diese  Grössen 
durch  i  inulti[i!iciren,  »ie  der  Summe  aller  elementaren  Momente, 
nelche  die  einzelnen  beschleunigenden  Kräfte  ergeben,  gleich- 
gesetzt werden  mOssen. 

§.  1016.      Da  nun   am  Elemente  dM ,    welches  wir  uns  im 
Punkte   z   denken,    die  nach    der  Richtung   lA  wirkende  Kraft 

=(/^f  T^  )  angebracht  ist,  so  entspringt  aus  ihr  kein  Moment 
in  Bezug  auf  diese  Axe;  für  die  Axe  IB  wird  aber  das  Moment 
dieserKraff  =i«iiH(^)  und  för  die  Axe  IC  =.W^^(^) 
entstehen.  Auf  ähnliche  Weise  entspingt  aus  der,  längs  der 
Richtung  W  beschleunigenden,  Kraft  =rfil/r^\  für  die  Axe 

lA  das  Moment  ::=:i(/il/f^)  und  fiir  die  Axe /C=^rfJ/(^-^Y 
Endlich  entspringt  au*;  der  längs  IC  beschleunigenden  Kraft 
—  dM(~\  für  die  Axe  lA  das  Moment  =;,dM(~^^     und 

fiir  die  Axe  IB  ^.«rf^/t    Kä}-     Hiernach   haben    wir   für  jede 

Axe  zwei  elementare  Momente,  welche  nach  entgegengesetzten 
Seiten  zu  wirken  streben,  wesshalb  für  die  Axe //4  die  Summe 
aller  elementaren  Momente 

sein  wird.  Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir  für  die  Axe  IB 
die  Gleichung 

/-«C^)-/"(S)=- 

und  die  dritte  Gleichung  für  die  Axe  IC 

g.  1017.     Auf  diese  Weise  haben  wir  6  Gleichungen  erlangt,, 
welche  wir  hier  in  Verbindung  zur  Ansicht  aufstellen  wollen: 


X^O- 
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m=-''> 


n.    f,u 
m.  /«/(S)=,« 
.v,/,«(S')^/,»<fi)  =  .:s- 
V.  ßa.C^)-ßaM(^y.r 
"  ,P»C^)-/"<S)='-^- 

In  diesen  Integral fnrmeln  werden  allein  die  grossen  Buuli- 
elaben  X,  Y  und  Z  für  ve  ran  der!  Ich  gehalten,  wäiirend  dage- 
gen in  den  Differentialformeln  nur  die  von  der  Zeit  abhängigen 
Glieder  als  veränderliche  angesehen  werden. 

§.  1018.  Um  nun  diese  Formeln  gehürig  zu  entnickeln, 
müssen  wir  für  die  drei  Coordinaten  .r,  y  unil  i  die  zusammen- 
gezogenen «nd  im  §.  1010.  gegebenen  Werthe  anwenden,  und 
weil  in  den  Differential l'orm ein  die  Grössen  X,  Y  und  /  als 
cotiätant  befrachtet  werden,  so  erhalten  wir; 

dd!,_/ddfi\        (dd(i\         /ddG'\        (d,ie^\ 
dd:      /ddk\     ^,fddH\,^lddH'\        (d<lH'\ 

d»=\:iti)^^\'de)^^\-dF)'t''K~dFy 

Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass,  wenn  wir  diese  Werthe  in 
die  obigen  6  Gleichungen  snbstituiren  wollen,  sich  sehr  weil- 
ISufigR  Formeln  ergeben  werden,  welche  hier  anzuwenden  je- 
doch der  Mühe  werth  sein  wird, 

g.  1019.  Substituiren  wir  demnach  wirklich  statt  der  Buch* 
sOben  :.,  sf  ood  j  und  der  Kormeln  (^),  (-J)  uod  (jj|) 
die  vorher  entwickelten  Werthe,  so  werden  unsere  6  Gleichun- 
gen auf  folgende  Weise  ausgedrückt  werden: 


/ddF"\    p 
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"■■-=(t^),/-K^)>-'(*^)/-' 

IV.  iH^i^'^-g^ßui 

+  (""'V""")/^°'^'+('^''""}A''* 

+( — w — )j^"'^{ — w — y^"" 

+  (€:'Me!:^!ftyz,dM 

^(!C^J><i^m.-^ßra,„:,(ä^!!^±m-)ßrdM 

,ftl'MG"-G"ddH'\  /l,,,..    /H"d,lG'-G'ddH"\  /"„»,„ 

V.  iT=(l^'^-l'^!)fdm 

^^Ai»=»^it)p,dMA{p^?^fy''!^« 

^{p^pHir^fz-'dm 
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+C » )/  ™*+( M' )/  ^'''" 

+  {''"•''"'■■^^"■^'^"-)fzMM 

§,  1020.  In  (lleseti  6  Gleichungen  müssen  die  Intcgraifor- 
mein,  welche  siel»  nur  auf  de«  anfängliehen  Zustand  des  Kör- 
pers beziehen,  vor  allem  über  die  ganze  Masse  des  letztem 
ausgedehnt  werden ;  hierdurch  werden  statt  ihrer  bestimmte 
coiistante  tirüssen  in  die  Rechnung  eintreten,  welche  man  durch 
die  Figur  und  Natur  eines  jeden  Körpers  bestimmen  muss.  So 
ergibt  sich  lür  die  ersten  Glieder  sogleich  fdM—M,  wo  M  die 
Masse  des  ganzen  Körpers  bezeichnet.  Hat  man  nun  diese  Con- 
stanten statt  der  Integral  form  ein  in  unsere  Gleichungen  einge- 
führt, so  werden  sich  in  denselben  nur  noch  solche  Veränderli- 
chen befinden,  welche  allein  von  der  Zeit  (  abhängig  sind;  man 
kann  nämlich  immer  annehmen,  dass  alle  Kräfte,  welche  nach 
unserer  Voraussetzung  den  Körper  antreiben,  zu  jeder  Zeit  ge- 
geben sind.  Weil  aber  diese  6  Gleichungen  so  sehr  zusammen- 
gesetzt sind,  besonders  wenn  wir  statt  der  Buchstaben  F,  G, 
H  etc.  ihre  Werthe  substituiren  wollten,  so  wird  man  im  allge- 
meinen nichts  ausserdem  hieraus  scbliesscn  können. 

§.102).  Der  Grund,  warum  diese  Gleichungen  sich  soweit- 
läufig ergeben  haben,  liegt  offenbar  darin,  dass  wir  sowohl  den 
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Punkt  /,  als  auch  die  dreiAxen  im  anränglichen  Zustande  gaiiK 
nacli  Belieben  angenommen  haben.  Wenn  wir  nämlith  den  Punkt 
/  in  den  Schiverpunkt  oder  vielmehr  de«  Äliitelpunkt  der  Träg- 
heit setzen,  so  werden  wegen  der  Natur  des  letztern  sogleich 
die  drei  Integral  formein 

fXdM  =  Q,  f¥dM=Q  und  fZdM=Q. 

Wenn  wir  hierauf  ausserdem  die  drei  Äxen  lA,  iß  und  IC 
in  die  Hauptaxen  des  Körpers  legen,  so  werden  auch  die  drei 
folgenden  Integral  formein 

/AFdJtf  =  0,/AZrfit/=0  und/FZ(W7i-0. 

Nachdem  alle  diese  Glieder  a\rfg§Iiohen  sind,  werden, unsere 
Gleichungen  schon  wunderbar  zusammengezogen. 

§.  1023,  Es  werden  aber  nur  die  drei  Integral  formein 
^ XMia,/r'dM  and  JZ^dM  übrig  bleiben  und  setzen  wir,  indem 
wir  dieselben  über  den  ganzen  Körper  ausdehnen, 

fXUM=A,  fYMM=^B  und  fZ^dM=  C; 
so  werden  unsere  Gleichungen  auf  folgende  Formen  redueirt; 

,..P=«(^),  ,,..-e=»(^^),   m..«=,«(^), 

„/■H'ddG'-G'ddH'\     „fH"ddG"-G"dilH"\ 
^    \  dt^  J        \  d^  /' 

„/PddH'-H'ddP\       fF'd.dH"—H"MF'\ 
+^1.  rffä  ^  +  '-V  dP  /• 

VI.  .■ü=»(t*!fc«2)+^(«?Mtji'i?^) 

„  /  G'ddF'—  F'ddG'  \      .,/  G"ddF"—F"dd  G"\ 

+^(.  df^ )  +^\  d^ / 

Mehr  aber  kann  man  hieraus,  für  beliebige  antreibende  Kraft e, 
nicht  schliessen. 

Anwendung  dieser  Formeln  auf  den  Fall,  in  welchem 
der  Körper  durchaus  durch  keine  Kräfte  angetrie- 
ben wird. 
§.  \m3.  Hat  man  daher  den  Punkt  1  in  dem  Mittelpunkte 
der  Trägheit  des  Körpers  angenommen,  and  stellen  die  drei 
geraden  Linien  lA,  Iß  und  IC  zugleich  die  Hauptaxen  des  letz- 
tem dar,  während  er  sich  nämlich  im  anfanglichen  Zustande  be- 
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lin.Iet;  so  halten  ivir  nac-h  Verlauf  der  Zeit  (,  i-cil  alle  K.ril>P 
P,  Q,  li,  S,  T  und    ü  verschwiiideti,  zuerst  diese  drei  Giei- 

Werden  dieselben  einmal  integrirt,  so  ergeben  sie 
fif  dq        .    '    ,     dk 

,'=:l       ,,=b   und     jT  — c, 
tli  dt  dt 

fiurai  inii  erkennt  da»b  d  e  IJeivegiirig  des  Schiverpunlctes 
eine  gleiLhfurmige  und  daher  derjenigen  gleich  ist,  welche  ihm 
im  AnTio^e  b  igeliricbt  norden  ist.  Feiner  schlicsst  man  hier- 
aus durch  Int<.gration  auf 

f^lt    g  =  i>f  und  h^^ct, 
so  dass    der  >om  SeUwerpui  kie  besehriehene  Weg  die  gerade 
Li[  e  /(  sei»  wird 

Q    10 'J-      üie  drei    übrigen  Gleichungen   werden  sich  aber 
folL,endermaa»sen  verhalten 

/H'ddG'—V'ddH'\ 


,vo=X^^^-'^+^(- 


< 


■ii"ddG'-—G"ddn-\ 


,  /  FddH—IIddF\     _  /F'ddH-~H'ddF-\ 

=^\ — dT^ — )-^^\r^-d^ — ; 

{F"ddH"~H"ddF''\ 

+^t,       d^    '^~r 

(GddF-'FddG\     _  /G'ddF'—F'ddG'\ 
-^  V  dp  J  ^  ■"  (.  ^  ' 


„fG"ddF"-F'-ddG"\ 
^^\    '     .     dt^  J 


Aus  denselben  leiten  wir  sogleich  durch  Integration  die  fol- 
genden ab: 

Mt=A(,Hda-~GdH)-{-B(IJ'dG'~G'dH')+C{n"dG"—G"dH"), 
■Sdt=AiFdH—HdF)+B(F'dII'—H'dF-)  +  C{F"dH"—UfdP'), 
lSdt=AiGdF~FdG)-\-B(G'dF—fdG')  +  C(G"dF"—P'dG"), 
wo  die  Constanten  jj,  "B  und  *£  die  Bewegung  enthalten,  welche 
dem  Körper  ausser  der  des  Schwerpunktes  im  Anlange  beige- 
bracht worden  ist. 

§.  1025.  Die  ganze  Auflösung  ist  daher  auf  diese  drei  Dif- 
ferentialgleichungen vom  ersten  Grade  reducirt,  welche  ausser 
der  Zeit  t  nur  drei  Veränderliche  enthalten,  nämlich  den  Winkel 
g>  und  die  drei  a,  ß  und  y,  welche  letztern  aber,  wie  wir  schon 
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bemerkt  haben,  wegen  der  Gleichung  cos«^  +  cos(3*  + cosy'=l 
nur  zvi  eieu  gleichgeiten.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Aurgabe 
eine  bestimmte  ist;  sobald  nämlich  die  Inte^ationen  gelungen 
sind,  wird  man  zu  jeder  Zeit  diese  Winkel  angeben  können. 
Man  wird  aber  durch  die  Winkel  «,  ß  und  y  die  Lage  derjeni- 
gen Äxe  des  Kürpers  kennen  lernen,  welche  nach  Verlauf  der 
Zeit  (  dieselbe  Richtung  wie  im  Anfange  hat.  Hierauf  wird  der 
Winkel  tp  zeigen,  eine  nie  grosse  Umdrehung  der  gan?.«  Kör- 
per um  diese  Axe  10  vorgenommen  hat,  wie  wir  im  ersten  Theile 
ausführlich  auseinandergesetzt  haben. 

@.  1026.  Damit  wir  aber  um  so  leichter  eben  diese  Winke 
in  die  drei  Gleichungen  einführen  können,  setzen  wir,  weil  si« 
alle  bequem  durch  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  ß  und  y  aus' 
gedrückt  werden  können, 

cüsa=p,  cos|3  =  5  und  cos;'=r, 
so  dass  ;)2^.^3_|_j.2  — 1  jind  ptfp+qdq  \^rdr—0 

wird.     Hierdurch   erhalten  wir  folgende  Werlhe  der   in   unsere 
Gleichungen  eintretenden  grossen  Hiichstaben; 
F^p^  (l  —  cos  <p)  +  cos  9> ,  P=pq  (1  —  cos  ^)  —  r  sin  9 , 

G^pq(l  —  cos9i)^-rsiny,  G'  =  g^(l — cos  9:1)  + cos 9, 

G"=-qr(l  — cos  <p)—p  sin  <p, 
H :=:pr(l  — cos ip) — qsin<p,  H'^gr(l — cos 9)  -i-psmip, 

§.  1027.  Sehen  wir  daher  nun  zu,  auf  welche  Weise  wir 
am  bequemsten  diese  Werfhe  in  unsere  Gleichungen  substitui- 
ren  können,  wobei  man  soi^leicb  einsieht,  dass  die  erste  Formel 


H 


HdG  —  Gdll  aus  der  Dififerenfiation  des  Bruches 

geht,    indem    man  die  Division  durch  das  Quadrat  des  Kenners 

unterlässt.     Da  nun 

0  _  /J9(l  — cosqi)4-rsinip 

H      pr(\  —  i:vstp)  — qn\arp 
ist,    so  wird   durch  Differentiation   nach  gewohnter  Weise   sieh 
folgende  Form  ergeben: 

p^  (I  —cos  *p)^  (rdq~qdr)  — ^^'(l — cosiy)rfcp  —  t/Hiiiip  (l — co8g>)dp 
— pf/'^{l~-coS(p)d<p  —  sin<p^(gdr—rdtf)  —  r* sing) {1 — C0S91)  dp, 
welche  in  die  folgende  zusammengezogen  wird 
{rdq~qdr)  jj?'  (J  —  cos9i)2-f-sin9>^]  —  (1— p*)  sinq»  (1— cos  <p)  dp 

~pil— p^)  (l  — cos  <p)d<p. 
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g.  lOm     Die  zweite  Formel  H'dG'—G'dU'  «ird  abgeleitet 
aus  »tet  Differentiation  des  Bruches 

G'  _    7^(1— cosy»}4-cosiy 
H'      ^t{\  — cosqi)  -{-psmip' 
woraus  der  folgende  Ausdruck  hervorgeht: 

y^{I— cos{p)'[rrf5 — qdr] — cosqiCl— cos^i)  (ydr+rrf^) — qrsmipdrp 
-y&mcp(\--finsfi)(^pqdtj~q'^dp)  +p9^rfy(l— tosg)) — pdtp 
— siiiqücosgid/» 
und  dieser  wird  auf  die  folgende  Form  gebracht 
—  rfpsiu  cp  \«i^{\  —cos  ip)  +  cos  cp\ 

+  rf9{i  — CQS9))[rf/2— rcosq)(l  +  j2),(.2;)9sin?i] 
—qdr(l  —  CQS<p)itf(\  -costp)  +  cosqj] 

—  dip[qrsiaip — pq^(l  —  cos  95)  +/»]. 

g.  1029.     Die  dritte  Formel  Ii"dG"  -  G"dll"  endlich  wird 
aus  dem  Bruch 

G"  __  yr(l  — cosg^)  ^^psitKp 
7F~   r^l-cosqjj  +  cos^ 
gebildet  werden;  es  ist  nämlich  hinreichend,  diese  drei  Formeln 
zu  entwickeln,  weil  die  folgenden  sich  aus  ihnen  nach  der  Ana- 
logie  ableiten  lassen.     Stellt  man   aber   die  Differentiation  an, 
so  ergibt  sich  die  Form 

r*  (1— cosy)^  (rdi)  —  r/dr)  — pr^  dip .  cos  9(1  — cosq:))  +  pr^sin  tp^dip 
-\-{qdr-\-rdq)cosep(\ — cosq))  +  ^)'rfij)sin?icos9'+yr(/9isin9)() — C0S91) 
— rfpsinqjcos^) — pdrpcoaip^ — p(/9'sin9i*  +  2/w(/rsin'gi(l — cos^) 
—  r^d.ps\nq){X — cosqj), 
welche  in  die  folgende  zusammengezogen  wird: 
— rfpsin^[r'(l— 00891)  + cos9)]-|-r(i'y[j-2(I—cos9)+cos9i](I—cosgi) 
+  rfi-{l  — cosy)[2prsln^— 9r2  +  ycosi;p(l  +r2J] 
+  drp  [f/i-  sin  <p  +  pr^ll  ~  cos  rp)  — p]. 

§.  1(>30.     Nun   sulistltuire  man   diese  Werthe    in  die  Glei- 
chung für  ädt,  alsdann  erhalt  man 

Mt=  -Aap  (l—p^)s\Ti<pii-costp)  +  Ardq  [p\\-costp)^-^sm(p^] 
— AydT[p^i\ — coS9p)^  +  siny2]  —  Adip  ,pi\—p^){\~<:asif) 

—  Bdp&in  rp  [q^i}  —  cos  rp)  +  cos  rp} 

+  Bdij  (1  —  cos  gp)  [rq^—rosrp  (l+^^j  _j.9y,y  gj,,  y] 
^B9rfj-(l-cos<p)[v2a-cos9,)  +  cos9,] 

—  Bdrpiqrs\nrp~pff{\  —  i^f)srp)-\-p'] 
— Cdp  sin  ip  [r^  (1  —  cos  ip)  +  cos  rp] 

+  CVrf9(l~co8q,}[rMl-cos^)  +  cos^l 

+  Cdr'x,!—  cos  rp)  \llpr  sin  rp  —  qr'' ■{- q  cos  rp  (1 H-  r*)J 

+  Cdrp  [qr  sin  qi  +  pr'^  (1  —  cos  <p)  —  p\ 
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Aas  dieser   Gleichung  bildet  man  aber  die  zwei  übrigen, 
indem  man  die  Buchstaben 

A.  B,  C,  p,  q,  r 
erstens  nach  S,  C,  A,  q,  r,  p 

und  zweitens  nach         C.  A,  B,  r,  p,  q 

fortrückt.     Jene  Form  l<aiin  aber  auch  auf  folgende  Weise  be- 
quemer dargestellt  werden: 
SHdt  =  +  dp  sin'p(l  —  costp}[Ap^~  Bq^^Cr^] 
+  dp  sin  95 cos  qi[A  —  B~C] 
~  Adp BWip+rdq (1  -  cos <p)'^[Ap^+Bq'^ 4  Cr^] 
+  rdq  cos  9(1  —  cos  <p)  [A  —  B+  C]  +  Ardq  (]  —  cos  9) 
-\-'iBpqdqam(p{}—cosrp)—qdr{\—co»(f)^lAp'''-yBq^^^Cr^] 

—  9drcos?i(l— cosq))[J4-ß— C]         —AtfdT{\  — cos  9) 
-\^1CpTdTs\n(f  (1— cns(p)  4  pdcp  (1— cosq>)  {Ap^-y  Bq^+  Cr^] 

—  qrdqi  smip(B—C)  —pdip  (^4ß4CJ  +  Apdq)cos  ip. 

§.  1031.  Weil  aber  in  diesen  schon  an  sich  sehr  venvickel- 
ten  Gleichungen  die  Veränderlichen  p,  q,  r  und  tp  -tw  sehr  un- 
ter einander  gemischt  sind,  als  dass  man  eine  allgemeine  Auf- 
IilBung  unternebnicn  könnte,  so  wollen  wir  vor  allem  den  Fall 
etitulckeln,  in  »velchem  der  Klirper  sich  um  eine  feste  Asc  dre- 
hen kann.  Da  die  lefzteie  mit  der  oben  betrachteten  Axe  10 
Q  herein  stimmen  muss,  so  werden  die  Winkel  a,  ß,  y,  mitbin 
auch  die  Buchstaben  p,  ^  und  r  als  constantzu  betrachten  sein; 
ivesshalb  nach  Aufhebung  der  Glieder,  welche  die  Dififerenliale 
dp,  dq  und  dr  enthalten,  die  drei  Gleichungen  für  diesen  Kall 
sein  werden: 
Mt=pdq>(l--co-^<p)lAp^  +  Bq^+  Cr^}~qrd<psw<p(B~C) 

— pd(p  (A+  B  -\-  C)  4  Apdip  cos  g> , 
»d(—  qdip  {1  -  cos  <pj  [Ap^  4  ^9*  +  Cr^]  -prdcp  sin  <p(C— J) 

—  qdtplA  +  B  +  ül  +  Bqdipcoaq!, 

ii.dt=rd<p  (1  —  cos  9)  [Ap^  +  Bq^  +  Cr^]  —pqd<p  sin  <p(A—  B) 
—Td(p[A  +  Ii +  €]-{-  Crdtpcosg). 
§.  1032.  Da  also  der  Kürper  sich  mit  einer  solchen  Bewe- 
gung drehen  konnte,  wenn  die  Drehungsaxe  auf  eine  der  Haupt- 
axen  fiele,  so  wollen  wir  voraussetzen,  sie  falle  auf  die  Axe /^, 
so  dass  /)  =  1,  rj—0  und  r^O  wird.  Hiernach  werden  unsere 
drei  Gleichungen  in  die  folgenden  übergehen: 

mdt— Adq> (1— cos <p)  —  d<p  (A  +  B  4  C)  -\-Ad-pcos^ 
oder  Ml  =  —  d<p{B-\-C), 

und  edl=0. 
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Hieraus  gellt  daher  sogleich  hervor,  diiss  dieser  Fall  ge- 
wiss slattfiiiden  kann,  iiideni  mitn  die  Cniistanten  B^)  uml  Ü—t) 
annimmt,  worauf  ferner 

adt 

ist.  Hesshalb  der  Winkel  95  der  Zeit  prnjiortional  oder  die  Be- 
wegung gieichfürmig  sein  wird,  ivie  von  selbst  k\dv  ist 

§.  1033.  Ferner  ist  es  aher  auch  bekannt,  dass  aich  ein 
Kiirper  iimalleAxen  frei  drehen  kann,  »enn  alle  Momente  ein 
ander  gleich  sind,  d,  h.  wenn  A^ß:^C  i^t.  Hieran'^  ergelien 
sich  die  Gleichungen 

-r=-^pd<P>  -T-=~^d^,  lind   -^-  =  -2r(/gj; 


nird  also  -^  eine  constante  Griisse  und  daher  die  drehende 


Beilegung  gleichförmig  seiji.     Sefzt  man  demnach  -.-:  — A. 
finden  wir  hieraus  die  Oriissen  p,  q  und  r;  es  wird  nämlich 

Weil  nun  p^H-^^  +  r^^:!  ist,  so  wird 

lind  es    ist  somit  Eilles  durch  die  drei  Constanten    •!,  K  um 
bestimmt. 

§.  1034.  Dieselben  Werthe  müssen  sich  aus  unsern  < 
Gleichungen  ergeben,  wenn  man  auch  die  Grössen  p,  q  un 
als  veränderlich  ansieht,  für  den  Fall  dass  A-=B=C  ist.  ] 
erste  Gleichung  wird  aber  alsdann 

■^:^'2(;;)singi(l -cosgi)  (p2_l) -(-i,i,^tl— eos9)(rH-j[>9sii 
— 2rfr{l  —  cos  f)  {q  — pr  sin  rp)  — Qprfy. 
Weil  aber  ;;<7p  +  ^i?^' +  rdr  =  0  ist,    >:rird  dieselbe  redii 
auf  die  folgende  Form: 

I.  — T  =— •2</psinq)-(-2(I  —  cos9))()-Jy  — ^(fr)  — 2/;rfip, 
Woraus  man  nach  der  Analogie  erhält 

U.  ~=-2r/7sin^+2(l-cos9.)(prfr-«/p)-27rf9) 

Ili.  ~-j-  =— 2(/r.sin^-f  2(1— co8<p)(^d;'— ;»rf*) — 2rrfq). 
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Nun  kiionen  wir  sicher  sein,  das»  diesen  Gleichungen  auf 
keine  andere  Weise,  als  die  vorhin  auseinander  gesetzte.  Ge- 
niige geschehen  kann,  wonach  nämlich  p,  q  und  r  constaiite 
Grössen  sind,  der  Winke!  p  aber  der  Zeit  proportional  ist. 

§.  1033.  Um  diess  zu  zeigen,  eliniiniren  wir  zuerst  das  Ele- 
ment dip,  indem  i.Xq—U.Xp  ergibt 

— — ^-  -  —  =  —  2sinq)(^rf;> — pdrj)  —  2(fr(l  — cos  qi)- 
Auf  ahnliche  Weise  ergibt  II.Xj'  — IH.X^ 
^^^^~3^=-^smq>(rdq~>,dr)~2dp(l-cos<p), 
und    diesen   kann   man  die  Combination  HI.  Xp — I.x»"    hinzu- 
fügen, welche  ergibt 

Nun  leuchtet  es  zwar  ein,  dasa  diesen  Gleichungen  Genfige 
geschieht,  indem  man  die  Grössen  p,  ij/  und  r  constant  setzt, 
indessen  ist  es  nicht  klar,  dass  keine  andere  Auflösung  stattfin- 
den könne.  Hieraus  entspringt  die  ausgezeichnete  analytische 
Aufgabe,  auf  welche  Weise  diese  Auflösung  aus  jenen  Formeln 
abzuleiten  sei;  dieselbe  verdient  den  Geometern  insbesoudere 
empfohlen  zu  werden. 

§.  1036.  Wegen  dieser  Schwierigkeiten,  welche  in  dem  ein- 
fachsten Falle,  wo  ^^ß^Cist,  Aufenthalt  verursachen,  wird 
es  daher  noch  viel  weniger  gestattet  sein,  eine  allgemeine  Ent- 
nickelung  zu  versuchen.  Da  wir  nun  aber  versichert  sind,  dass 
auch  im  allgemeinen  ein  Erfolg  eintreten  muss,  wenn  man  diese 
EntwickeluDg  nämlich  nach  der  frühern  Methode,  deren  ich  mich 
einst  bedient  habe,  zu  Ende  fuhren  kann;  so  ist  kein  Zweifel, 
dass  es  gewisse  uns  noch  unbekannte  Hfllfsmittel  geben  werde, 
welche  zu  diesem  Ziele  zu  führen  im  Stande  sind.  Weil  aber 
solche  Kunstgriffe  nicht  nur  den  gröseten  Scharfsinn,  sondern 
auch  ein  scharfes  Auge  erfordern,  bin  ich  gezwungen,  diese 
Untersuchung  zu  verlassen,  indem  ich  aber  diesen  Gegenstand  für 
einen,  der  höchsten  Aufmerksamkeit  der  Geometer  würdigen  halte, 

§.  1037.  Es  wird  nicht  wenig  zum  glücklichen  Erfolge  bei- 
tragen können,  wenn  wir,  ehe  wir  statt  der  zuerst  eingefi'ihrten 
Buchstaben  F,  G,  H  u.  s.  w.  ihre  Werthe  substifuiren,  ihre 
wechselseitigen  Beziehungen  in  genauere  Erwägung  ziehen ;  hier- 
durch würde  sich  vielleicht  schon  ein  bequemerer  Weg  darbie- 
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teil,  diese  Arbeit  zu  vollenden.  -Da  nun  die  erhaltenen  Werflie 

diciser  Buchstaben  die  folgenden  sind: 

F^p^(l— cos tp)-\- cos  q),  F' :=p<ji (l ~  cos  <p)—r  sin  <p, 

F" —pr(l  —  co^ip)  +  ij  sUi  qi, 
G=pq{L — cosip)  -fr  sin  9,  G'=r/^(l  —  cosipj  +  eos  tp, 

G"=  gr(l  —  cos  <f)  —  p  sin  ip, 
11  =pi' (1  ~ cos ip)  — ■rj%\f\{p,  H'=. f/r (1  —  cos gi)  +  p sin tf , 

/?"^r^(l  —  cos  9) -f  cos  ^; 
so  wird,  weil  p^-|- ^^^.j.a—j  jgj^ 

FH-G'+/7"=]+2cosqi. 
Femer  stimmen  aber  unter  deu  6  übrigen  Werthen  dieser 
Buchstaben  je  zwei    vortrefflich    mit  einander  überein,    woraus 
folgende  Relationen  hervorgehen: 

G  +  F'  =  2;>9(1  — cnsiy) 
G-F'=2rsin9 
//+f"z=2;)r(I— C0S9J) 
-H\F«^1qs\n^ 

H'  +  G"=-itjr(l  —  cos<p) 
tl' —  G"^2painqi, 
Es  wird  hiernach 

G'^— F'^=F"^  —  m^H'^~  G"'^-ipqr s\n<p{\~cos<p). 
Ausserdem  "ird  man  aber  solche  Combinationen  bilden  kön- 
nen, in  welchen  nur  der  Winkel  y  sich  befindet;  von  dieser  Art 
sind  die  folgenden: 

(G~P){F"~U) 

mW' =  2  (1  +  ""  »)■ 

Uebrigens  scheint  dieser  Gegenstand  im  hüchsten  Grade 
zu  verdienen,  dass  er  mit  allem  Eifer  ausgebildet  werde,  da 
man  hieraus  nicht  nur  für  die  Mechanik,  sondern  auch  fär  die 
Analysis  ausgezeichneten  Zuwachs  wird  erwarten  können. 

5.  1038,  Ehe  ich  diesen  Gegenstand  gänzlich  verlasse,  wird 
es  vielleicht  nicht  unangemessen  sein  zu  bemerken,  dass  die  drei 
Gleichungen  des  §,  1034.  ziemlich  bequem  auf  zivei  zurückge- 
führt werden  können,  indem  man  die  Veränderliche  /,  deren 
Differential  durchaus  nur  vorkommt,  eliminirt.  Diess  wird  man 
sehr  leicht  bewirken  können,    indem  man  die  erste  Gleichung 
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(liircli  }),  <!ic  zweite  durch  <j  und  die  dritte  durch  r  multiplicirf. 
Es  ergibt  sich  alsdann  folgeode  ziemlich  einfache  Gleichung: 

^'-  at—^^^!^ 

Suhstituii't  niati  diesen  Werth  nur  in  zwei  Gteicliiingen ,  so 
erhält  man  zwei  neue,  in  welchen  sich  n«i-  drei  Veränderliche 
befinden,  von  denen  mnn  je  zwei  durch  die  dritte  bestimmen 
musis.  Indessen  zeigt  sich  kein  Weg,  auf  welchem  man  diess 
hequem  ausführen  bann;  besonders  würde  auf  diese  Weise  jene 
einfache  Auflösung,  welche  schon  a  priori  bekannt  ist,  ganz  aus- 
geschlossen werden.  Weil  nändich  die  Grössen  p,  q  und  r  con- 
stant  sind,  der  Winkel  (p  aber  der  Zeit  proportional  ist,  so  kann 
dieser  unmöglich  durch  jene  Grössen  ausgedruckt  werden.  Aus 
diesem  Grunde  scheint  mau  daher  dieses  Verfahren  ganz  ver- 
lassen zu  nitissen,  besonders  da  ich  eine  vollständige  Auflösung 
dieser  Aufgabe  schon  nach  der  früher  benutzten  Methode  her- 
geleitet habe,  wobei  wir  uns  also  beruhigen  r 
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Kapitel     III. 

Fon  der  Bewegung  eines   Pendels,    welches  um  eine  cylindri- 

scke,    und  itt  einer  Gabel  von  gegebener  Form  liegende  Axe 

beioegliek  ist. 


§.  103Ü.  (Fig.  139.)  Icii  |j(itvac)ite  iiier  ein  Pendel,  wdclies 
aus  der  cylindiiscben  Ase  AAßB  und  dem  damit  in  der  Mitfe 
lest  verbundenen  Körper  EZ)F  von  beliebiger  Form  zusammen- 
gesetzt ist.  In  dem  letztern  sei  G  der  Scbwerpunkt  des  gan- 
zen zusammengesetzten  Pendels,  von  demselben  ist  normal  auf 
die  Äxe  des  Cyünders  die  Linie  GC,  welche  wir  ^c  setzen, 
gebogen,  ausserdem  bezeichne  M  die  Masse  oder  das  Gewicht 
dieses  ganzen,  aus  dem  Cylinder  AABß  und  der  Last  EDF 
zusammengesetzten  Pendels.  Durch  den  Schwerpunkt  G  denke 
man  sich  hierauf  der  Äse  des  Cylinders  parallel  die  gerade  Li- 
nie/ff  gezogen,  «nd  in  Bezug  auf  sie  sei  das  Moment  der  Träg- 
heit des  ganzen  Pendels  =^M.k^.  Man  findet  dieses  nämlich, 
indem  man  die  einzelnen  Elemente  des  Pendels,  in  so  weit  sie 
aus  Materie  bestehen,  in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  die- 
ser Linie  JK  multipHcirt  und  alle  diese  Produkte  in  Eine  Summe 
vereinisit. 

§.  1040.  Es  liege  nun  die  cylindrische  Ase  ABAB  dieses 
Pendels  mit  beiden  Enden  A  und  A  so  auf  zwei,  beiderseits 
gleichen  Gabeln,  dass  sie  beständig  horizontal  bleibe.  Das  Pen- 
del kann  alsdann  um  die  in  diesen  Gabeln  liegende  horizontale 
Axe  seine  Schwingungen  frei  ausfahren,  während  es  Iteständig 
gleich  weit  entfernt  von  beiden  Gabeln  bleibt,  wcsshalb  man  den 
Druck  gegen  diese  auf  beiden  Seiten  als  gleich  betrachten  kann. 
Ich  habe  mir  aber  voTgenonimen,  die  Bewegung  dienes  Pendels 
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hier  nur  in  so  fem  zu  erforschen,  als  seine  Schwingungen  mög- 
lichst klein  sind,  indem  grössere  Schwinginigen  uns  in  zu  be- 
schiverliche  Rechnungen  stürzen  nünlen. 

§.  1041.  (Flgnr  140.)  Wir  betrachten  zuerst  unser  Penitel 
im  natürlichen  Zustande,  in  welchem  es  beständig  in  Ruhe  blei- 
ben kann.  Das  fapier  stelle  eine  vertikale  Eb^ne  dar,  welche 
die  Axe  des  Cylinders  normal  durchschneidet,  und  es  sei  MAN 
die  Figur  der  Gabel,  in  welcher  die  Axe  des  Cylinders  AB  auf 
der  einen  Seite  liegt,  auf  der  andern  Seite  liege  sie  in  einer 
ganz  ähnlichen  Gabel.  Beide  Gabeln  JUAN  sind  kreisförmig 
nusgehühlt,  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  liegt  in  O,  der  Ra- 
dius AO  sei  =a.  Der  Kreis  AB  stellt  aber  einen  vertikalen 
Queerschnitt  der  cylindrischen  Axe  dar,  um  welche  das  Pendel 
beweglich  ist;  es  liege  der  Mittelpunkt  desselben  in  C  und  es 
sei  der  R.idius  AC=^CB  =  b.  IniZustande  des  Gleichgewichts 
oder  der  Ruhe  wird  diese  Axe  auf  dem  untersten  l*iinkte  A 
der  Gabel  liegen,  und  wenn  man  die  gerade  Linie  OCA  verlfiii- 
gerf,  wird  sicli  auf  derselben  nothwendig  der  Schwerpunkt  G 
des  ganzen  Pendels  beÜDden,  wobei  der  Abstand  GC=-c  ist, 
»ie  wir  iliri  oben  gesetzt  haben.  Auf  diese  Weise  wird  der  Zu- 
stand unseres  Pendels  vollständig  bestimmt  sein. 

§.  104'2,  Nachdem  wir  diesen  Zustand  des  Gleichgewichts 
bestimmt  haben,  denken  wir  uns,  es  werde  dem  Pendel  eine 
beliebige  möglichst  kleine  Bewegung  beigebracht,  damit  nämlich 
daraus  gleichsam  unendlich  kleine  Schwingungen  hervorgehen. 
Um  uns  aber  diese  Bewegung  gehilrig  vorzustellen,  muss  zuerst 
die  dem  Schwerpunkte  G  beigebrachte  Bewegung  betrachtet 
weiden;  die  Richtung  derselben  sei  die  horizontale  Linie  Gg, 
längs  welcher  er  zuerst  sich  zu  bewegen  anföngt.  Wir  setzen 
seine  Geschwindigkeit  ■=zn,  und  müssen  dieselbe  demnach  als 
unendlich  klein  betrachten.  Ausserdem  setzen  wir  aber  voraus, 
dass  dem  ganzen  Pendel  zugleich  eine  beliebige  Bewegung  um 
jene  horizontale  Axe  IK,  vvelclie  wir  uns  hier  normal  auf  der 
Ebene  des  Papiers  stehend  denken  müssen,  beigebracht  werde; 
diese  Winkelbewegung  sei  gleichfalls  so  klein  als  möglich,  und 
man  setze  sie  =rv.  Man  hat  hier  zu  bemerken,  dass  der  Buch- 
stabe n  den  Weg  bezeichnet,  welcher  mit  der  dem  Schwer- 
punkte beigebrachten  Geschwindigkeit  in  einer  Secunde  durch- 
laufen werden  kann;  auf  ahnliche  Weise  stellt  v  den  Winkel 
dar,  welcher  in  Folge  der  beigebrachten  Winkelgeschwindigkeit 
in  einer  Secunde  beschrieben    werden   würde.     Nachdem  daher 
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dem  Pendel  eine  solche  zweifache  BeHeaung  beigebracht  nor- 
den ist,  m«S8  man  die  ganze  Belegung  erforschen,  durch  welche 
es  hierauf  angetrieben  werden  Hird. 

§.  1043.  (Fig.  141.)  Es  sei  nun  nach  Verlauf  einer  belie- 
bigen und  in  Secnnden  ausgedrückten  Zeit  (  der  Schwerpunkt 
des  ganzen  Pendels  von  O  nach  g  gelangt,  und  man  ziehe  aus 
dem  letztern  Punkte  bis  zur  vertikalen  Linie  die  horizontale 5/7, 
Zur  Bestimmung  des  Punktes  g  setze  man  die  Coordlnaten 
Op=x  und  pg=:y,  wobei  man  bemerke,  dass  im  Anfange 

x=^a\c—h  und  jzrO 
gewesen  ist.  Jetzt  liege  aber  die  cylindrische  Axc  des  Pendels 
auf  dem  Punkte  «  der  Gabel,  und  man  ziehe  von  hier  nach  dem 
Mittelpunkte  O  der  letztern  die  gerade  Linie  aO;  dieselbe  wird 
zugleich  durch  die  Axe  c  des  Cyünders  gehen,  und  es  wird 
aO  =  a  und  ac=b.  Den  Winkel  ^O«  setze  man=:ö,  derselbe 
wird  demnach  veränderlich  sein,  und  da  cO=a  —  b  ist,  so  wird, 
wenn  man  aus  c  die  horizontale  Linie  et/  ziebt, 

c^  — (a— 6)sin0   und    Oq  =  {a-b)cosO. 

Hierauf  verlängere  man  die  gerade  Linie  cg,  bis  sie  die 
Vertikale  OG  in  A  schneidet,  und  setze  den  Winkel  Ahg^rp; 
derselbe  gibt  an,  um  wie  viel  die  Lage  des  Pendels  von  seiner 
natürlichen  Lage  abweicht,  und  es  kann  das  VerhaUniss  des- 
selben zum  Winkel  6  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden.  Da 
Op=:=a:  und  Oq=(_a~l>) cos 6  ist,  so  wird  p(j-=x  —  (a — 6)cosö 
und  pg~qc^^y-~{u  —  b)s\nO;  wir  erhalten  daher  nun,  well 
cg'^=:pg^-\-(pg~qc)^  ist,  die  Gleichung 

ca  =  [a^_-{ß-/,)cosÖ?-J-rj/-(«-6)s'"ef 
oder       c==a^a_j_^2_2(n-6)[3:cosÖ+i/sinö]  +  (n— 6)3, 

Dieselbe  stellt  eine  Relation  zwischen  den  drei  Veränderli' 
eben  X,  y  und  ö  dar.     Ausserdem  ist  aber  offenbar 

,^ pg-fjc  _V  —  ia~b)iAn() 

^-'P-     pq      -^-(a-ö)cosö' 
,           .            y  —  (a—b)  sin  e         ,                 x  —  (a—b)  cos  0 
also     sm(p=::-— — ■   und  cos95=: -— ■ 

Mitfeist  die^r  Gleichungen  werden  daher  die  in  die  Rech- 
nung eingeführten  vier  Veränderlichen  w,  y,  6  und  qi  auf  zwei 
zurückgeführt. 

§.  1044.  Nachdem  daher  die  Stellung,  welche  das  Pendel 
nach  Verlauf  der  Zeit  t  einnehmen  wird,  bestimmt  ist,  muss 
man,  um  seine  Bewegung  zu  untersuchen,  alle  die  Kräfte,  durch 
welche  es  angetrieben  wird,  gehürig  in  Erwägung  ziehen.    Zuerst 
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wird  nun  über  das  ganze  Pendel  durch  die  Kraft  der  Schwere 
angetrieben,  und  da  wir  sein  Gewicht  :=M  gesetet  haben,  so 
ivird  diese  ganze  Kraft  dieselbe  Wirkung  hervorbringen,  als  wenn 
im  Schwerpunkte  g  nach  der  vertikalen  Richtung  gf  eine  Kraft 
gfr=M  angebracht  wäre.  Da  ferner  die  eylindrische  Axe  des 
Pendels  durch  die  Gahei  im  Punkte  a  unterstützt  wird,  so  wird 
dieNe  eben  die  bestimmte  Kraft  auszuhalten  haben,  durchweiche 
man  sich  umgekehrt  das  Pendel,  in  Folge  der  Gegenwirkung, 
gleichsam  von  der  Gabel  zurückgestossen  denken  muss.  Die 
Richtung  derselben  wird  normal  auf  die  Berührung  sein,  es  wird 
mithin  der  Antrieb  längs  der  Richtung  «c  erfolgen.  Die  Kraft 
selbst  ist  auch  jetzt  unbekannt,  sie  wird  erst  aus  derEntwicke- 
lung  der  Bewegung  erkannt  werden  können.  Man  setze  daher 
diese  Kraft,  oder  den  unbekannten  in  der  Richtung  ac  antrei- 
benden Druck  ■=■11,  80  dass  w'ir  unser  Pendel  als  in  der  Wirk- 
lichkeit durch  zwei  Kräfte  angetrieben  sehen  müssen,  die  erstere 
nämlich  ■=.M  in  der  Richtung  gf  und  die  zweite  =:2T  in  der 
Richtung  ac,  wobei  wir  nämlich  von  der  Reibung  abstrahircn. 
Wäre  nämlicb  Reibung  im  Berührungspunkte  a  vorhanden  und 
ginge  der  Cylinder  auf  der  Gabel  gegen  IS  hin  fort,  so  nuisste 
man  Überdem  eine  rückwärts  gegen  A  hin  antreibende  und  dem 
Drucke  JI  proportionale  Kraft  einführen;  die  Betrachtung  der 
Reibung  lassen  wir  aber  in  der  gegenwärtigen  Untersuchung 
zur  Seife. 

%.  1045.  Nachdem  die  Kräfte  aufgestellt  sind,  durch  welche 
unser  Pendel  angetrieben  wird,  zerfällt  die  Bestimmung  der  Be- 
wegung in  zwei  Abschnitte.  Zuerst  muss  man  nämlich  die  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  erforschen,  und  nachdem  dless  ge- 
schehen ist,  muss  man  ausserdem  die  Winkelbewegung,  durch 
weiche  das  Pendel  sich  um  seine  Äse  IK  (Fig.  139)  dreht,  un- 
tersuchen. Was  aber  zuerst  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
anbetrifft,  so  muss,  weil  die  erste  Kraft  M  schou  im  Punkte  g 
angebracht  ist,  auch  die  andere  Kraft  JI  in  ihrer  Richtung  nach 
demselben  Punkte  übertragen  werden.  Zerlegt  man  hierauf  die- 
selbe nach  den  Richtungen  der  Courdinaten,  so  erhält  man  die 
vertikale  Kraft  längs  pO  oder  g^=JIcos6  und  die  horizontale 
längs  gp=:Ilsinß;  der  Punkt  g  wird  demnach  vertikal  abwärts 
durch  eine  Kraft  ^J/— JZcosß,  und  horizontal  längs  gp  durch 
die  Kraft  =11  sin  Ö  angetrieben. 

§.  1046.     Da  nun  die  vertikale  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
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puoktes  ff=-^    --eine  horizontale  aber  =-5?    u>t       so    werden 
wenn  m-in  (Hs  Zeitelement  dt  ils  constatit  befnchtet,   die  Be 
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Dieae  musa  man  durch  die  Masse  des  ^amer  Pendels  Jtl  niul 
tipiicireii  damit  die  Produkte  den  Ijeschleunigendeii  Kirrten 
multiplicirt  in  2g  gleich  «eiden  no  y  die  1  alllmhe  ^ebnerer 
Korper  in  Liner  Secunde  bezeicbntt  Hieraus  ergeben  &ii,h  lol 
sende  z«ei  Gleichungen 

Etiminirt  man  aus  denselben  die  unbekannte  Kraft  11,  so 
orbält  man  die  eine  Gleichung 

,,  fld.T.s'inO  —  ddycosÖ      ,,  ,„  , 
ßl.- -^^ =2!fM8\j>e, 

oder,  indem  man  mit  M  dividirf, 

ddx.  s\b6  —  ddn.  cosÖ 
3iä— =2j,.i,.fl. 

§.  1047,  Ferner  haben  wir  für  die  Winkelbewegung,  weil 
das  Pendel  von  der  natfirliuhen  Lage  schon  um  den  Winkel 
G/tff  ==  (p     abweicht,     seine    Winkelgeschviindigkeit    im    Sinne 

Gff^i-jT    und   die   IJescbleunigung  derselben    in   eben    diesem 

Sinne  =  T/fä"'  öiese  niüsseii  wir  durch  das  Moment  der  Träg- 
heit des  ganzen  Pendels  =^Mk^  multipliciren,  und  das  Produkt 
dem  Momente  der  antreibenden  Kräfte  in  Bezu:;  aul  disAxe  IK 
(Fig.  139.),  ebenfalls  in  2g  multiplicirt,  gleii-h  setzen  Well  aber 
die  Kraft  M  durch  den  Punkt  g  selbst  geht,  isf  ihr  Moment=0; 
das  Moment  der  andern  Kraft  LT,  welche  im  Punkte  c  ange- 
bracht ist  und  längs  cO  wirkt,  ivird  in  Bezug  auf  den  Punkt 
g=:II.cg sin  Och.  Der  Winkel  Och  ist  nun  =9  — S,  dieses 
Moment  also  =  i7c9  sin  (g?—Ö)  und  es  strebt  dasselbe  dahin,  die 
Schiefe  (p  zu  rermindern.     Hiernach  erhalten  wir  die  Gleichung 

welche  wieder  die  unbekannte  Kraft  il  enthält,  die  aber  mittelst 
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der   vorher   gefundenen   zwei   Gleichungen    fortgeschafft  werden 

kann.     Aus  diesen  folgt  nämlich 

,,  cos  6  dilx -\- sin  6  ddii      „      ,.  „ 

M.^— ^  "  ^IfiiMcose—n), 

"•'"■"'  TJ~  l\Jo^^a       nj'^"^Sd(lw+sm8ddy 

und  wcDii  man  diesen  Werfh  snbstiluirt,  hierauf  aber  durch  die 
Masse  IS  divitlirt;    so    erhält  man    diu   letzte  Gleichung  in    fol- 
gender Form: 
lfdd(p  ^.  cos  0dd.r  + sin  eddy 

g.  lOiS,  Die  ganze  Bestimmung  der  Benegung  ist  dem- 
nach, wenn  auch  der  Druck  II  unbekannt  ist,  auf  die  zwei  fol- 
genden Gleichungen  gebracht: 

1)  sin  0  ddx  — cos  6  dd>j='-2ff  sin  8  dp' 

'■i)cs\n(ip—6)[coseddx-\-s\Beddy]=A,''dd<p-i-'2ffccos$sin((p~-B)dt^. 
Mit  diesen  muss   man  aber  die  zwei  oben  gefundenen  Be- 
dingungen, nümlich 
3)  c* =«2  +  2,a„2 (a  _  j)  la;  cos  Ö  +ysin  0]  -f  («  ~  Ä)^ 

verbinden,  so  dass  wir  jetzt  vier  Gleichungen  haben,  mittelst 
welcher  man  demnach  die  vier  Unbekannten  ;r,  y,  6  und  9:1  durch 
die  Zeit  t  wird  bestimmen  können,  so  dass  man  zu  jeder  belie- 
bigen Zeit  jene  vier  üebekannten  angeben  und  so  die  ganze 
Bewegung  des  Pendels  bestimmen  bann.  Dies»  würde  zwar  im 
Allgemeinen  mit  den  griJssten  Schwierigkeiten  verknüpft  sein, 
allein  da  wir  uns  hier  nur  vorgenommen  haben,  gleichsam  un- 
endlich kleine  Schwingungen  zu  untersuchen,  so  wird  diese  Be- 
dingung die  gefundenen  Formeln  zu  einer  weit  griissern  Ein- 
fachheit bringen.  Wir  werden  nämlich  die  beiden  Winkel  0  und 
(f>  als  unendlich  klein  ansehen  kOnnen,  feiner  wird  ausserdem 
die  Ordinate  y  beständig  so  klein  als  möglich  bleiben,  während 
dla  andere  x  kaum  merkliche  Aenderungeii  erleiden  wird. 

§.  1049.  Vor  allem  ist  es  angemessen,  hioi'  zu  bemerken, 
dass  alle  Elemente,  welche  In  diese  zwei  Gleicbmigen  eintre- 
ten, auf  die  zwei  Winkel  Ö  und  q)  zurückgeführt  werden  können. 
Da  nämlich  Oc^^a  —  6  ist,  so  setze  man  diesen  Abstand  der 
Kürze  wegen  =e,  und  da  der  Winkel  AOc  =  ß  ist,  so  wird 
ci/  — csinö  und  O^  =:ecos6.  Weil  ferner  die  gerade  Linie 
ci/=c  gegen  die  Vertikale  OA  um  den  Winkel  Ahff=:<p  ge- 
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neigt  ist,  wird  der  Zwischenraum   ^/»  —  ccosgi   und  pff  —  esiad 
-f-csinqj.     Hieraus  erhalten  wir  daher 

Op = a:  =  e  cos  ö  +  c  cos  9) 
und  ^//^j/=esiü6  +  csing;. 

§.1050.  Da  wir  nun  unsere  üntersuchunge»  auf  unendlich 
kleine  Schwingungen  beschränken,  so  werden  die  beiden  Win- 
kel 6  und  q>  bestSindig  sehr  klein  bleiben,  wesshalb  wir  ohne 
Fehlei  sinö  =  Ö  und  singi  — 9  setzen  dürfen,  so  wie  cosÖ=:l 
und  cos  9=1  sein  wird.     Wir  haben  daher 

a:=:e  +  c  =  *-'Onstans  und  y^^eO  -{-C(p, 

und  weil  demnach -t^  =0  ist,    so    gehen    unsere    Differenfial- 

jfleichungen  der  zweiten  Ordnung  in  die  folgenden  über  : 
1)  0=2);  (,31— n)  oder  n=  M , 

'2)   m -j^ ^=  —  2gne=:i-igM6 

oder  edde\cddq> 


2)    ^772-=^-29'-l^ 


ider  ti^däff  „      ,         ,, 

g.  1051.  Die  ganze  Bestimmung  der  Bewegung  hHngt  dem- 
ach von  der  Auflösung  dieser  zwei  Differentialgleichungen  der 
iTciteii  Ordnung  ab : 

edde  +  cddip  __ 

1)    ä^ =-2srfl 

dfi     ~~ 

mittelst  welcher  man  beide  Winkel  Ö  und  tp  lur  jede  Zeit  (  be- 
stimmen muss.  Da  sich  aber  in  beiden  Gleiehunaen  beide  Win- 
kel 0  und  tp  beOnden,  so  ist  es  angemessen,  die  erstem  so  zu 
comliiniten,  dass  sich  eine  Gleichung  ergibt,  »eiche  nur  zwei 
Veränderliche  enthält. 

§.  1052.  Zu  diesem  Ende  multiplicire  man  die  erste  Glei- 
chnng  in  die  Constante  ./j  und  die  zvteite  in  die  Conatante  li, 
so  dass  die  Summe  beider  die  folgende  Gleichung  ergibt: 

5J3P =  -iA-Bc)»-Ber. 

Hier  muss  man  die  Constanten  A  und  ß  so  bestimmen, 
dasa  man  die  Gleichung   als  eine  nur  zwei  Veränderlichen  ent- 
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lialtende  ansehen  kunn,  und  damit  liiess  geschehen  ki'iiinc,  setzen 
wir  die  linke  Seite 

Aedde  ^-iAc^ Bk^) dd<p  =  Cddi , 
also  AeO  +  (Ac-{-B/^)ip~€i. 

Ferner  setzen  wii'  auf  der  anilcrn  Seite 
(A'-ßc)e+Bc<p=^Dz, 
alsdami  nimmt  unsere  Gleicbiing  die  Form  an: 
Cddz  ,, 

sie  enthält  also  jctsit  nur  die  zwei  Veränderlichen  z  und  i. 

§.  1053.  Nun  wollen  wir  mittelst  der  angenommenen  For- 
meln heide  Winkel  &  und  q>  durch  die  neue  Veränderliche  : 
ausdrücken.     Aus  der  ersten  findet  man 

'^—Ae^         Ae 
und  ans  der  zweiten 

Dx-Bcifi 
^-"A^^ßc^' 
diesf;  zwei  Werthe  setze  man    einander  gleich,    und  zwar  so, 
dass  eowolil  die  Theile,  neklie  die  neue  Grösse  i,  als  auch  die- 
jenigen, Vielehe  den  Winkel  qi  enthalten,  für  sich  einander  gleich 
werden.    Es  muss  daher 

_^_      ^  Ac-\^Bk^_    Be 

Ae~A^Bc     ""*'  Äe        ^  A~Bc 

sein,  und  ordnet  man  die  zweite  Gleichung,  so  geht  sie  über  in 

A'^c+(i^-~c'^—ec)AB—B'^c/c^  =  0, 
welche  quadratische  Gleichung  doppelte  Werthe  i'iir  die    Buch- 
stahen  A  und  B   ergibt.      Um  dieselben  zu  finden,  setzen   wir 

der  Kürze  wegen  c+e  — —— 2/',  so  dass  unsere  Gleichung  wird 
A^~^fAB  —  BV!^=0. 

Aus  derselhen  erhalten  wir  ^  =  S(/'J:  V/^+Zt^)  oder,  wenn 
vrir  B=zl  annehmen, 

1)  A=f+  \^r^+¥ 

diese  beiden  Werthe  können  aber  auf  gleiche  Weise  Geniige 
leisten. 

§.  10S4.  Setzen,  wir  nun  den  ersten  gefundenen  Werth  von 
A  in  die  erste  Gleichung,  so  ergibt  sich 

ß_l c 

C^e       ef+eVf^+W^ 


yGoosle 


en  zweiten  Werlh  v 


Zweite  Aulli 


ß04  Ä'«p.  ///.      Von  der  Bewegung  eines  Pendels, 

Nimmt  man  aber  den  zweiten  Werlh  von  A  an,  so  ergibt  sich 

n_ 

c~ 

Nehmen  wir  demnach 

C=ek^ 
an,  so  erhalten  wir  färO,  eben  so  nie  lur  ^,  doppelte  Werthe; 
ist  nämlich  ß^l  und  C=ek^  gesetzt,  so  haben  wir  fiic  A  und 

D  die  Auflösungen  erlangt: 

Er.te  Auflosung  j^^^,^^^_^^^.,^ 

g.  1035.  Für  die  erste  Auflösung  wird  daher  die  Relation 
zwischen  den  Winkeln  ö  und  rp,  und  der  neuen  Veränderlichen 
1  folgendermaasen  beschaflfen  sein: 

eÖ  [/■+  V/^+ä5]  +  [c/+  A2+ c  V'T^+Ä^]  9  =  eÄ^i , 
und  es  wird  die  Gleichung,  aus  welcher  man  die  ünliekanntc  t 
zu  erforschen  hat, 

g.  1056,  Indem  man  auf  ähnliche  Weise  die  zweiten  Werthe 
von  A  und  D  suiistituirt,  muss  man  zugleich  statt  t  eine  an- 
dere Veränderliche  in  die  Rechnung  einführen,  welche  i'  sei. 
Die  Relation  zwischen  9,  (p  und  i'  wird  alsdann  ausgedrückt 
durch  die  Gleichung; 

diese  Unbekannte  i'  aber  muss  gesucht  werd«n  aus  der  folgen- 
den Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung; 

§.  1057.  Auf  diese  Weise  haben  wir  zwei  neue  Veränder- 
lichen 1  und  i'  in  die  Rechnung  eingeführt,  von  welchen  jede 
durch  die  Integration  einer  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  ohne  Schwierigkeit  bestimmt  werden  kann,  wie  wir 
sogleich  aeigen  werden;  sind  sie  aber  gefunden,  so  können 
beide  Winkel  6  und  ip  leicht  durch  i  nnd  z'  ausgedruckt  wer- 
den. Addirt  man  nämlich  die  zwei  vorher  gegebenen  Gleichun- 
gen zwischen  Ö,  ip  und  :,  und  ß,  (p  und  i',  so  erhSIt  man 
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stibtraliUt  man  aber  die  zweite  von  der  ersten,  so  ergibt  sich 

Nun  subtrabire  man  diese  von  der  vorhergehenden,  alsdann 
erhält  man 

Ä^        U^z /\  ]        N      AV/l  1       \ 

und  hieraus  durch  Reduction 

c.i  vT^T^  -n-\-ez'  [V7^+jH-/'i 

Mittelst  dieses  luv  rp  gefundenen  Werfhes  erhält  man  den 
andern  Winkel 

~''    wjm^       "^      2V7h^ 

§.  105S.  Es  bleibt  daher  noch  übrig,  die  Wetthe  der  Bach- 
staben s  und  £'  aufzusuchen.  Es  ergibt  sich  aber  füc  z  die 
Gleichung 

„7-2 

oder  wenn  wir  der  Kürze  * 


Mullipliciren  wir  diese  In  rf:  und  infegriren,  so  erhält  man 

jilso  =W^-__^f_      J         ,  j /~2g__       «^'^ 

und  wenn  man  integiirt:- 

Wir  haben  demnach 


•K'V"t'+0=^ 


und  es  wird  die  bis  jetzt  unbekannte  Grüsse  :  so  durch  die  Zeit 
t  allein  ausgedrückt  werden,  dass  man 
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§,  10S9.     Auf  ahnliehe  Weise  findet  man  die  andere  ii 
kannte  Glosse  i'.     Setzen  wir  nSmIlcli  der  Kurze  wegen 


und  setzen  wir  die  durch  die  Integration  eintretenden  Constan- 
ten gleich  o'  und  ö'. 


.=.'..(<v"i+.a 


Wie  man  durch  diese  gefundenen  Grossen  die  zwei  Winkel 
ß  und  9  zu  bestimmen  hat,  haben  wir  schon  gezeigt,  so  dass 
man  diese  nach  Verlauf  einer  jeden  Zeit  (  wird  argeben  kön- 
nen. Weil  aber  die  Winkel  0  und  <p  beständig  möglichst  idein 
bleiben  sollen,  ist  es  einleuchtend,  dass  die  Coefflcienten  a  und 
a'  als  unendlich  klein  angesehen  werden  müssen. 

Eine  andere  geschicktere  Auflösung  der  oben  im 
g.  1050.  gefundenen  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung. 
5-  1060.  Statt  der  zwei  Winkel  6  und  9.  führen  wir  zwei 
andere  1  wuä  i'  in  die  Rechnung  ein,  durch  welche  jene  so  be- 
stimmt werden,  dass  man 

e=::Ai  +  A't'  und  (p=--ßi  +  B'z' 
hat.     Alsdann  sind   aber   diese  neuen  Winkel  :  nnd  1'    so    von 
<ler  Zeit  (  abhängig,  dass 

d,h  %_  _^_       t 

wird.  Aus  diesen  Gleichungen  werden  nun,  wie  wir  eben  ge- 
sehen haben,  beide  Winkel  t  und  i'  so  durch  die  Zeit  I,  be- 
stimmt, dass 

wird,  wo  «,  ß',  5  und  ö'  die  durch  die  Integration  eingetretenen 
Constanten  sind,  «nd  wobei  man  bemerken  muss,  dass  die  bei- 
den ersten  gleichsam  unendlich  klein  sind,   weil   die  Winkel  i 
und  *'  beständig  möglichst  klein  bleiben  sollen, 
g.  1061.    Hiernach  wird 
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(hie  _Adik  +  A'ddi'  _  Az  A'z- 
'2gdt^~         2ffdl^                    h         A' 

,irj<I  ^^-^  grfrft  +  B'ddi' Bz  B-%' , 

%f/di^'^         2ffdi^         ~-        h         h-    ' 

daher  wertlen  die  obigen  Gleichungen 

wen»  wir  die  eben  gefundenen  Wetihe  subslitiiiien,  die  folgen- 
den ergeben: 

k  h'      ,      h'         K  •  ~ 

II.  -^~-~--  =  ~c{B-A)z-c{B'-A')z'. 
§.  1002.     \\ei\  nun  die  Winl«!   r  und  :■  nicht  von  einander 
aliinängen  snüen,  müssen  m  beiden  Gleichungen  die  mit  i  und  i' 
behafteten  Glieder  für  sich  einander  gleichgestellt  werden,  not- 
aus  sich  folgende  \iei  Gleichungen  ergeben: 
..    Ae      Bc        . 


2,  ^^X^i=A' 

3)   ¥■=.(«-.) 

4,   ^=.(Z..-., 

a« 

B' 

nnd 

der 

Bi 

icliütahen  h  und 

h'  hergeleitet  werden 

sollen. 

§.  1063.     Divii 

lirt  man  die  erste  Glei 

chnng  durt 

■h  . 

lie  dl 

ritte 

d  eben  so  die  i. 

weite  durch  die  vierte. 

so  findet  n 

lau 

die  s 

MTci 

Gl 

eichungen 

Ae^Bc. 

A              j    A^e^•B 

-c(B-^A)    ""<■       B-U-^- 

'<;            A- 

c(B'- 

^ 

aus  welchen  man 

eine  Relation  sowohl  z 

iiischen   W 

un 

d  B, 

als 

auch  zwischen  A' 

und  B-  herleiten  muss 

.     Hat  ma( 

1  d: 

lese  ; 

iber 

S^' 

runden,  so  wird 

ß/i3                                          C'/;2 

c(ß--J)    """  "-c(ß'— ^•}' 
§.  1064.     Die  erste  jener  Gleichungen,  welche  die  üiichi 
1  A  und  jB  enthält,  wird,  wenn  man  sie  ordnet 

1  wenn  wir  zur  Vereinfachung  A'  + c'-'-— cei^Oc/  setzen. 


y  Google 


608         Kap-  IIL     Von  der  Bewegung  eines  Pendels, 
BH'^—'iABcf—A^ce^O, 

Nimmt  man  nun  A  =  c  an,  so  wird  S~/iV/^+ce. 
g.  1065.      Änf  ähnliche  Welse   geht  die  andere  Gleichung, 
weli^he  Ä'  und  B'  enthält,  wenn  man  sie  ordnet,  über  in 

welche  wie  vorhin  

B' __f-V^fp-\-ce 
A'~  t 

ergibt.  Diese  Werthe  stimmen  rollliommen  mit  den  vorher  ge- 
fundenen üherein,  und  os  wird  nur  die  Zweideutigkeit  des  Wur- 
zelzeichens einen  Unterschied  bilden;  wir  erhalten  daher,  wenn 
wir  sowohl  A^c,  als  auch  A'  =  c  setzen,  für  B  und  B'  die 
folgenden  verschiedenen  Weithe: 

B=f-{-  VTH^  """1  B'=f-Vf^T^e. 
§.  1066.     Nachdem  die  Werthe  der  Buchataben  A>  B,  A" 
und  ß',  in  weichen  man  f~- y anzunehmen  hat,  aufge- 
stellt wurden  sind,  ergeben  sich  die  beiden  noch  ausserdem  zu 
bestimmenden  Grössen  folgendermaassen : 

c{B-A)      c{f~c\Sf  f'-^ce) 
"n<l                       .._      B-k^      _    kHf-^f^7el 
*     c{B^~A'^      c(f~c~Vp+ce)' 
Diese  Ausdrücke  werden  leicht  so  umgeformt,  dass  wir  er- 
halten ^ 

.  _^(e±r±\[r±ce} 

oder  well  2t/=;A'+c' — ce  gesetzt  ist, 

h  =  e+f-i^Vp+ce 
und  indem  man  das  Zeichen  der  Wurzel  ändert, 

§.  1067.     Nachdem  wir  diese  Werthe  gefunden  haben,  wird, 
wie  wir  oben  gesehen  haben, 

und  behalten  wir  die  Buchstaben  /t  und  h',  deren  Werthe  schon 
bekannt  sind,  bei;  so  erhalten  wir,  für  jode  vom  Anfang  an  ver- 
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flossenc  und  in  Secunden  ausgedrückte  Zeit  (,  beide  Winkel  t 

lind  <p  folgend ermaassen  a asge drückt : 


r  di. 


Winbelj   so  wird  die  Stellung  i 
Zeit,   mithit)    auch   seine  Bewegung 


Kennt  r 
res  Pendels  zu  jeder 
kommen  bekannt. 

@.  1068.  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  a,  d,  d  und  S'  die 
durch  die  Integrationen  eingetretenen  Constanten  sind,  welche 
man  also  nach  der  anl^nglichen  Stellung  des  Pendels,  wo  t^O 
war,  bestimmen  muss.  Weil  wir  iiuii  angenommen  haben,  dass 
das  Pendel  sich  im  Zustande  des  Gi  eich  gen  ich  ts  befunden  habe, 
50  mfißsen  nothwendig  für  (=:ü  beide  Winkel  0  und  <p  ver- 
sehwinden; hierdurch  erhalten  wir  die  zwei  Gleichungen: 

1)  0  =  BCsin3-M^nö'   oder  0  =  «sind -l-c'sinÖ' 

2)  0=B(/-+V/=  +  ce)8ind  +  ß'(/^-V"7M^e)sinä'- 

Nach  der  ersten  wird  t('sinä'= —  asinÖ,  und  subsfltuirt  man 
diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung,  so  erhalt  man 
0  =  2tt8in^V/'a+ce, 
:s  entweder  a^O  oder  sind  =  0  ist.    Es  kann  aber 
,  weil  sonst  das  Pendel  gar   keine  Bewegung 


■oraus  folgt, 
Icht  «=0  1 
nnehmen  wf 


[rde,  und  c 


■ird  daher 

=0   und   5=0. 

e  Ausdrücke  vi« 


'>•! 


g.  1069.  Ferner  haben  wir  aber  im  Anfange  angenommen, 
dass  dem  Schwerpunkte  eine  Geschwindigkeit  =«  beigebracht 
worden    sei,     und    da    diese  Geschwindigkeit    im    allgemeinen 

ihi      edB-i-cdw  ,  ,  i-  i       i      i  j     • 

=  -7^^ T-. — —  ist;  so  muss  dieser  Ausdruck,  wenn  man  dann 

ilt  dt 

t:=0  setzt,  =n  werden.     Man  findet  aber 


;;»=„f|™,f|+,.f^...,^| 
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und  älinlicli 

wo  wir  die  Buchstaben  i?iiiid  ß'  statt  ihrer  Wertlie  /'fV/'^+w 
„,1(1  ^—V'/^s+T^  beibehalten  haheri.  Wendet  iiiaii  daher  diese 
Werthe  an,  so  ev^iht  für  t=0  diese  Bedingung  der  beigebrach- 
ten Bewegung  die  Gleichung 

Es  war  aber  h  =  c+/'+V^/'^+fe=  e+B  und  ahnlich  h'=:e  \  ß', 
mithin  nimmt  diese  Gleichung  folgende  einfachere  Form  an: 

§.  1070.  Ausserdem  haben  ivir  aber  angenommen,  dass  dem 
ganzen  Pendel  im  Anfange  auch  eine  Winkelbewegung,  deren 
Geschwindigkeit  =i',    beigebracht  worden   sei.      Well    mm   im 

allgemeinen  die  Geschivindigkcit  des  Pendels  =^~jf   ist.  so  muss 


Gleichung  __ 

\    7?  —  ß'      B'^    h  ' 

Substituiren    wir  diesen  Werth   in   die  vorhergehende  Glei- 
chung, worin  sich  noch  B  und  B'  befand,  so  erhalten  wir 
^r^B--B  .  vc(e-\-B'), 

und  weil  .ß'— B=  — 2V"7^+teund  e+E'=A'  ist,  so  ergibt  sich 


Substituirt  man  endlich  diesen  Werth,    so  wird 
'    *'     B'     'iBeV P\ce     'la\rp^r. 


2«V/^+ce     2ceV/«+«. 
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wir  haben  mithin  alle  vier  Constanten  a,  a',  ä  und  6'  aus  dem 
Anfani^szustande  bestimmt.  Man  wiril  dafaer  fßr  jede  zirliifnftisiG 
Zeit  (  sohoIjI  die  Stellung  des  Pendels,  als  auc^  seine  Uewc- 
gung  angelien  kuiinen 

Von   der  legelmässigen  Bewegung,   welche    ein   vor- 
ausgesetztes Pendel  annehmen  kann. 

"ff 


Dlld    f 


5. 1071. 


e  Sinusse  der  beiden  Winkel  (V 


+  •5 


I  Formeln 


■eiche  1 


ind  ohne  Rücksicht  ani  einen  bestimmten  Anfangszu- 
statid  betrachten  werden,  enthalten  sind,  muss  man  die  Bewe- 
gung des  Pendels  für  eine  aus  zwei  einfacheren  gemischte  hal- 
ten und  /war  hat  man  jede  der  letztern  als  aus  einem  jener 
zwei  Winkel  entspringend  zu  betrachten.  Man  ersieht  hieraus, 
dass  man  eist  dann  die  Bewegung  des  Pendels  für  eine  einfache 
halten  kann,  vtann  nur  ein  einziger  jener  Sinusse  in  die  Rech- 
nung eintritt  und  es  geschieht  diess,  wenn  entweder  «  =  0  oder 
«'=rO  ist.  Alsdann  wird  nämlich  die  ganze  Bewegung  des  Pen- 
dels der  Bewegung  eines  einfachen  Pendels  ähnlich,  welches 
alle  seine  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  ausführt. 

§.  1072.  Wir  wollen  daher  zuerst  den  Fall  entwicken,  in 
welchem  «3=0  ist  und  für  jede  Zeit  t  die  zwei  Winkel  9  und 
(p  auf  folgende  Weise  ausgedrückt  werden : 

"■"^  ^=..(^+V^7M^)sinOV'f+0' 

Aus  diesen  erhält  man  durch  Differentiation 


'  B  ""'' ; 


■  Winkelgeschwindigkeiten    ausdrücken,    mit 
wohl  um  den  Punkt  O,  als  um  den 


welchen  sich  das  Pendel  t 
Punkt  c  dreht 

g.  1073.  Verschwinden  diese  letztem  Ausdrücke,  so  wird 
das  ganze  Pendel  zum  Zustande  der  Ruhe  gebracht,  und  well 
diess  in  den  gtössten  Ausweichungen  geschieht,  pflegt  man  von 
da  ab  die  neuen  Schwingungen   zu   zählen.     Diese  Zeiten  wer- 
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den  daher  eintreten,  wann  cos'   ''^'    -- 


4] 


1-0^900  oder  =270" 


ist.  Setzen  wir  dalier  tV  -^'-f  Ö  =  y0"— 2  '  ^'*  "'"'''^  '^'^^  ^<*"" 
de!  in  diese  Stellung  gelangen  nach  Verlauf  der  Zeit 

von  hier  aber  wird  es  wieder  in  eine  solche  Stellung  gelangen 
nach  Verlauf  der  Zeit 

Hiernach  ist  die  Zwischenzeit  dieser  zwei  Momente,  wel- 
cher man  die  Dauer  Einer  Schwingung  gleich  zu  setzen  pflegt, 

und  zwar  wird  dieselbe  so  in  Seeunden  ausgedrückt  weiden. 
Es  folgt  hieraus,  dass  diese  Schwingungen  mit  denen  eines  ein- 
lachen Pendels  vnn  der  Länge  =h  isochron  sind. 

g,  1074.  Unser  Pendel  niid  demnach  eine  solche  regel- 
mässige Bewegung  annehmen  können,  weiche  mit  derjenigen 
eines  einfachen  Pendels  von  derLlinge=/(  übereinstimmt.  Wir 
haben  aber  gesehen,  dass  diese  LSnge  so  durch  die  Elemente, 
aus  weichen  nnser  Pendel  zusammengesetzt  ist,  bestimmt  wird, 
dass  wir  ___ 

h^e-i-f-i  ^^Hc- 

haben,  WO /■=—■ — 3- ist.      In   der  Wirklichkeit   wird   aber 

unser  Pendel  in  ein  einfaches  fihergehen,  wenn  /(^^^O  ist,  weil 
alsdann  die  ganze  Masse  desselben  im  Schwerpunkte  g  ver- 
einigt wird.  Ausserdem  lallt  nun  der  Punkt  O  auf  o,  indem 
alsdann  unser  Pendel  von  der  Lange  cg=c  seine  Schwingun- 
gen um  den  festen  Punkt  c  ausführen  iiird.  Macht  man  aber 
k^=0  und  e=0.  so  wird 

f—y-^c  und  k  =  c, 
was  vortrefflich  mit  der  Wahrheit   übereinstimmt.     Es  verdient 
aber  auch  im  allgemeinen  der  Fall,  in  welchem  /.^— 0  oder  die 
ganze  Masse  des  Pendels  im  SchiferjiunktL'  //  vereinigt  isl.  be- 
merkt zu  werden;  alsdann  wird  nämlich 
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welches  um  eine  cylirulriselie  und  in  einer  Vabul  ele.     üllj 

/•=^.  mithin  \rfi+r,  =  Sii  und  l,  =  c+e. 

Da  nun  Oc^e  und  gc—c,  also  0»/=c  +  e~A  is(,  so  ivird 
das  Peiid«!  seine  Schwingungen  eben  so  ausführen,  als  wenn 
es  vom  Punkte  O  heralibinge. 

§.  1075.  Offenbar  wird  die  Figur  der  Gabel  MAN  sehr  viel 
zu  dieser  Bewegung  des  Pendels  beitragen,  was  näher  zu  be- 
trachten der  nifibe  werth  sein  wird.  Wir  wollen  daher  zuerst 
de»  Fall  annehmen,  dasa  die  Oberfläche  der  Gabel  eben  und 
horizontal  sei  und  die  cylindrischo  Axe  des  Pendels  daraufliege. 
Es  wird  daher  der  Radins  JO=:a=:oD  und,  weil  ö  der  Radius 
der  Axe  ist,  auch  der  Abstand  Oc  =  p^c»,  wesshalb  der  Win- 
liel  0  nothweiidig  verschwinden  niuss,  damit  der  Raum  cö,  wel- 
cher das  Intervall  Cc  angibt,  endlich  und  so  klein  als  möglich 
bleibe.     Es  wird  alsdann 

/■=—  Vsß  +  Vzt^  H-  2^ '  P  —  '^U'i'^-  Vace—  -^ 

mithin  h^c\e  und  weil  diese  Länge  unendlich  gross  ist,  Icauii 
über  einer  ebenen  Gabel  die  Axü  des  Pendels  so  aus  ihrer  Lage 
bewegt  werden,  dass  gar  keine  Schwingungen  entstehen. 

§.  1076.  Weil  aber  die  Wurzelgrösse  \l' P\oe  auch  das 
negative  Zeichen  enthält,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  ihren  nega- 
tiven Werth  annehmen,  für  denselben  Fall  der  ebenen  Gabel 

A=- 

Hieraus  gebt  herior  da^s  nenn  nu,hl  die  ginze  Wi-"--!,  d<  = 
Pendels  in  seinem  Schwerpunkte  tereinist  ist  ein  solche  luf 
einer  ebenen  Gabel  liegendes  Pendel  auUi  ähnlich  wie  ein  ein 

faches  von  der  Länge  =  —  sdiwins^en  kann  Für  diesen  F  dl 
wo  e=50  und  /*=—  i^t  nird  die  L(,iie„ung  unseres  Pen  leK 
ausgedrückt  durch  die  Formeln 

e=ßCsinQVV+5) 

hievaus   folgt,   ilass  «   klein    genug  angenommen   worden  rauss. 
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damit  ffic  noch  so  klein  als  möglich  bleihe.      Nehmen  wir  daher 

ae= — ß  oder   a  =  -~--   an,   so   ivird 


c6  =  ~ßc8]u(jV'iff^:}-dy 


HO  -  g'^gen  e^co  vernachlässigt  ist.  Hier  geht  iiJiiiilicb,  wäh- 
rend das  Pendei  sich  in  der  gilissteii  Ausneichiing  belindeir 
wird,  die  cylindrische  Axe  Ader  der  ebenen  (üabel  durch  den 
Weg  ac=eO=ßc  zurfick  (Fig.  J42),  iind  da  die  gerade  Linie 
cff  von  dei  verlikalen  Luge  um  den  Winkel  |3  abweicht,  so  wird 
offenbar  der  Schwerpunkt  auf  die  Hauptvertikale  fallen.  Hieraus 
ersieht  man,  dass  ein  Pendel  zu  einer  snichen  Bewegung  zu- 
sammengesetzt werden  kann,  während  die  cylindrische  Axe  sich 
ausserhalb  der  Hauptvertikalen  zurückbewegt,  der  Schwerpuukt 
aber  auf  eben  dieser  geraden  Linie  in  ff  festgehalten  wird.  Wenn 
er  nämlich  alsdann  losgelassen  würde,  so  wfirde  die  gerade 
Linie  cg  sich  der  vertikalen  Lage  nähern  und  die  cylinderischc 
Axe  über  der  Gabe!  gegen  A  rücken;  diese  wechselseitige  Be- 

weaung  stimmt  mit  der  eines  Pendeis  von  der  LSnae  —  überein. 
§.  1077.  Auf  dieselbe  Weise  verhält  sich  die  Sache,  wenn 
tt=0  ist,  alsdann  wird  nämlich  unser  Pendel  gleichfalls  eine 
regelmässige  Bewegung  annehmen,  und  zugleich  »Verden  beide 
Winkel   6  und  tp  folgendermaassen  abgeändert: 


0  — 


Hier  wird  die  wechselseitige  Bewegung  mit  der  scbwingeu- 

dpu  Bewegung  eines  Pendels,  dessen  Länge  =/('  ist,   überein- 
stimmen.    Wii  haben  aber  gesehen,  dass 

ist,   wobei  wir  /=  — ~~i)~ babeii.    Uebvigens  haben  wir  die 

hieraus  hervorgebenden  Erscheinungen,  wenn  die  Gabel  als  eben 
vorausgesetzt  wird,   schon  vorher  erwähnt,  als  wir  die  Wurzel 

^ff'^■\-ee  negativ  annahmen. 

§.  1078.     Elie  wir  die  unregeimässigen  Bewegungen  in  Er- 
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ivSgiing  zielieu,  erlordert  der  oben  erwähnte  Fall,  in  irelchem 
ilie  cylinttrische  Axe  des  Pendels  auf  einer  ebenen  d  itiel  ausser 
hulb  des  Punktes  A  liegt,  während  der  Schtieipunkt  g  auf  der 
vertikalen  Linie  Ag  festgehalten  wird,  eine  ge»isse  Ueleiichfun^' 
Aus  den  gefundenen  Formeln  folgt  nSiiilich,  dass  dei  Schwer 
punkt  g  beständig  auf  der  vertikalen  Linie  Ag  verweilt,  wäh- 
rend inzwischen  die  cylindrische  Ase  auf  beiden  Seiten  sieh 
vom  Punkte  A  mit  wechselseitiger  Bewegung  entfernt  und 
Schwingungen  ausführt,  weiche  mit  denen  eines  einfachen Pendeia 

von  der  Länge  ^  —  r'ibereinstimmen.    Diess  scheint  der  Erfah- 

rnng  zu  widerspreehen,  indem  man  vielmehr  wahrnimmt,  dass 
der  Schwerpunkt  (/  um  die  unbewegte  cylindrische  Axe  Schwin- 
gungen ausffibrt.  Diese  Wirkung  muss  aber  offenbar  der  Rei- 
bung zugeschrieben  werden,  vermöge  welcher  die  cylindrische 
Axe  nictit  ohne  Schwierigkeit  (iber  der  Gabel  fortschreiten  kann. 
In  dieser  ganzen  Analyse  haben  wir  aUer  die  Eleibung  durchans 
entfernt  gehalten,  so  dass  die  cylindrische  Axe  sich  ganz  frei 
über  der  Gabei  bewegen  könne.  Hat  man  nämlich  die  Reibung 
aufgehoben,  so  wirkt  sowohl  das  Gewicht  des  Pendels,  als  auch 
der  Druck  gegen  die  Gabel  in  vertikaler  Richtung  und  es  kön- 
nen diese  zwei  Kräfte,  wenn  i«ie  am  Schwerpunkte  angebracht 
sind,  keine  Seltenbewegiing  hervorbringen,  sondern  es  muss  die- 
ser Punkt  beständig  auf  derselben  vertikalen  Linie  Ideiben. 

Von  den  unregelmässigen   Bewegungen,    welche  das 
vorliegende  Pendel  annehmen  kann. 

§.  1079.  Verschwindet  keine  der  beiden  Constanten  a  und 
a' ,  so  entsteht  eine  höchst  unregeimässige  Bewegung.  Dieselbe 
besteht  nämlich  aus  einer  doppelten  schwingenden  Bewegung, 
von    denen  die   eine  einem  einfachem  Pendel  von  der  Länge  k 


'^41 


entsprechen  wird  und  ihre  Perioden  in  der  Zeit  i  ^  /<,  ^  i, 
vollendet,  die  andere  aber  einem  Pendel  von  der  Länge  =A' 
entsprechen  vvird,  dessen  Perioden  in  der  Zeit  (=;  7t\  a- 
vollendet  werden.  Es  wird  duher  unter  dieser  Voraussetzung  je 
nach  der  Verschiedenheit  der  Grössen  k  und  h',  insbesondere 
aber  nach  dem  gegenseitigen  Verbältniss  sowohl  der  Coßflicien- 
ten  K  und  o",  als  auch  der  Winkel  d  und  5'  eine  nnermessliche 
Mannigfaltigkeit  stattfinden  können  und  man  wird  nicht  im  Stande 
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sein,  alle  vevschiedenpn  Bewegungen  auf  irgend  eine  Weise  ab- 
zuschätzen oder  aufzuzählen. 

§.  1080.  Damit  wir  diess  leichter,  wenigstens  Im  Geiste, 
zu  fassen  vetmfigen,  wollen  wir  beide  Werthe  der  Buchstaben 
h  und  fi  genauer  aus  den  ersten  Elementen,  worin  der  Zustand 
des  Pendels  enthalten  ist,  entwickeln.  Da  wir  nun  der  Kürze 
wegen  U^+c^—ce 

I-  2c 

gesetzt  haben,  so  wird 


""''  V~/M^p  =  4  '^T^^¥^'^mc~eH-c\c\er- ■ 

Es  ist  aber 

h=e  +  f+V7^+^e  und  h-  =  e  +  f-~V7^^^' 
mithin  vrird 


ta  1   „3  4_ ,.-.       1 . 

""^       A'==*-^±^±^-i  VäH2cA*(c-«)+cV+«)^- 

g.  1081.  Nachdem  diese  zwei  Werthe  aufgestellt  sititl, 
wird,    weil  oben 

k  =  e  +  B  und    A'^e-l-ß' 
war,   umgekehrt 

B^h—e  und  B'  =  h'—e. 
Hiernach  werden  beide  Winkel  ö  und  <p  für  Jede  beliebige 
Zeit  t  auf  (bigende  Weise  bestimmt  werden: 

und  _  _ 

.,=»(/.-.).,i„  0  Vl+0 + «■<'••-«)•■■»  OV^I+O- 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  auch  beide  Winkelgc- 
Bchwindigkeiten,  nämlich  —r.  und  -tt  »  um  welche  die  Winkel  ö 
und  <p  nach  der  Zeit  (  vergrössert  werden,  angeben;  es  wird 
nämlich 


y  Google 


\es  um  eine  cyKwlriscke  vnil  i 


•  Gabel  etc.    017 


fl-Ofl^O 


Durch  diese  Elemente  wird  die  ganze  liewegung  so  voll- 
ständig bestimmt,  dass  nichts  weiter  zu  wünschen  (ibrig  bleibt. 
§.  lOS'J.  Oft,  liesonders  wenn  man  den  Mittelpunkt  der 
ncr  bedeutenden  Entfernung  annimmt,  oder  der- 
nterhalb  der  Gabel  fällt,  was  nämlich  geschieht, 
mmung  der  Gabel  MAN  conves  ist,  wird  es  aii- 
I,  den  Winkel  9  aus  der  Rechnung  fortzuschaffen 
d  statt  seiner  den  Bogen  Cc,  durch  welchen  der  Mittelpunkt 
c  der  cylindrischen  Axe  schon  aus  der  natürlichen  Lage  C  fort- 


Gabel  O  in 
selbe  selbst 


gemef 


geschritten  ist,  in  die  Rechi 
diesen  Bogen  Cc  =  s,  so  wird,  w« 
ist,    dieser  Bogen 

S=CQ: 

und  damit  derselbe  einfacher  in  di. 
setzen  wir  statt  ae  und  «'e  die  Bu 


luföhreii.     Setzen  w 
1  der  Absland  0C=  Oc 


Rechnung  eingeführt  \ 
ibstaben  ß  und  ß',  so  1 


daher 


«=^  und  c<'=^ 
wird.     Hierdurch  wird  sowohl  dieser  Bogen  Cc:=s,  als  auch  die 
Schiefe   des   Pendels  oder   der   Winkel    Che  —  fp  auf  folgende 
Weise  bestimmt  werden: 

.=^o.in(;,Vf -1-0 +'=-"»0*^1+0 

Die  augenblicklichen  Aenderungen  derselben  oder  die  Ge- 
schwindigkeiten werden  aber  sein: 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  man,  damit  die  ganze  Bewe- 
gung innerhalb  unendlich  kleiner  Grenzen  eingeschlossen  werde, 
liir  ß  und  I?  unendlich  kleine  Brüche  setzen  muss. 
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üap.  lU,     Von  der  Betoeyutiff  i 


s  Pendels , 


§.  1083.  (Figur  143.)  Es  wird  der  Mfihe  werth  sein,  den 
Fall,  in  welchem  die  Gabel  oben  convex  ist,  hier  besonders  zu 
untersuchen.  Es  sei  daher  MAN  die  Figur  der  oben  convexen 
Gnbel,  ihr  Mittelpunkt  liege  in  O  und  esse!  die  Tiefe  des  letztern 
unterhalb  des  Mittelpunktes  C  der  cylindrischcn  Äse,  nämlich 
der  Zwischenraum  OC=i.  Nach  Verlauf  der  Zeit  (  hefmde 
sich  aber  der  Mittelpunkt  der  cylindrischen  Axe  in  c,  so  dass 
er  den  Bogen  Cc  :^  s  zurückgelegt  hat.  Setzt  man  nun  die 
Schiefe  des  Pendels  oder  den  Winkel  CAc^gs  und  den  Abstand 
cg=c,  so  werden  die  vorhergehenden  Formeln  diesem  Falle 
aiigepasst  werden,  indem  man  überall  — i  statt  e  schreibt.  Uie 
beiden  Crossen  h  undA'  werden  alsdann  auf  die  folgende  Weise 
(Kisgedröckt  werden: 


ml 


und 


2c 

'—         2c 
.  10S4.     Um  aber  s 
i«  bestimmen,  stellt 


+  2J  V*«+2rf«(c+i)  +  iHc-if 


I  . 


alle  niiigliclien  Beivegiitigeti  diesei 
len  wir  die  folgenden  Formeln  aul' 

+^'..i.0ff+O 


,=-»±«.lnCY|+0-^--0ft^-O^ 
zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten   die 


,.sl\. 


und 


ns 


<'fl^-0 


(fC'H 


g.  1085.  In  EetreEf  aller  dieser  Formeln  hat  man  angemes- 
sener Weise  wohl  zu  bemerken,  dass  sie-  nur  bestehen  können, 
wenn  beide  Grössen  h  und  /*  positiv  sind,  weil  sie  sonst  ima- 
ginäir  werden  würden.  Sobald  diess  aber  eintritt,  ist  es  ein 
Zeichen,  dass  ein  solches  Pendel  über  einer  Gabel  durchaus 
keine  schwingende  Bewegung  annehmen  Uiinn,  sondern,  wenn 
ihm  eine  Bewegung  beigebracht  worden  ist,  herabfallen  wird. 
Diess  ist  besonders  hinsichtlich  der  Grösse  />',  in  dem  letztern 
Falle  einer  oben  convexen  Gabel,  zu  befürchten. 
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Anhang  über   die   wackelnde   oder    seh  wankende  Be- 
wegung,   durch    welche    die    Wiegen    angetriehen    zu 
werde,,  pflegen. 

§.  1086.  ÜL'ber  diese  Bewegung  habe  ich  schon  früher  eine 
Abhandlung  veröffentlicht,  wo  ich  besonders  die  wechselnde 
Bewegung  der  Wiegen  auf  einem  ebenen  Äesfrich  betrachtet 
und  nach  der  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  ausführen  würde,  geforscht 
habe.  Offenbar  wird  aber  die  gegenwärtige  Behandlung  auf  die- 
sen Fall  ztirücligefiihrt,  «enn  wir  die  ganne  Masse  des  Pendels 
als  über  einer  Gabel  stehend  voraussetzen,  so  dass  kein  Theil 
desselben  sich  bis  innerhalb  der  Gabel  erstrecke. 

g.  1087.  (Fig.  144.)  Es  stelle  daher  der  Kreisbogen  MAN 
die  Figur  des  Aestrichs  dar,  Sber  welchem  die  Wiegen  sich 
bewegen  sollen,  der  unterste  Punkt  desselben  liege  in  A  und 
der  Mittelpunkt  der  Krümmung  in  O,  und  das,  was  wir  vorhin 
die  cyündrische  Äxe  des  Pendels  genannt  haben,  wird  hier  vor- 
züglich den  Kiirper  der  Wiegen  ausmachen,  dessen  Mitteljiunkt 
sich  im  S^ustande  des  Gleichgewichts  in  C  befinde.  Es  ist  hier- 
bei einleuchtend,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der  Grund* 
tische  der  Wiegen  kleiner  sein  inuss,  als  der  Radius  .^O,  wenn 
nämlich  der  Aestrich  nach  oben  zu  concav  ist  Man  setze  daher 
wie  vorhin  den  Abstand  OC=e,  und  weil  der  ganze  Kürjier 
sich  oberhalb  des  Aestrichs  befindet,  setzen  vilr  toraus,  dasa 
im  Zustande  des  Gleicbgewichts  der  Sthnerpunkt  des  ganzen 
Körpers  in  G,  unterhalb  des  Bewegung*.niittel[)unktes  (!  und  im 
Abstände  CG  =  c  liege.  Befände  er  sich  nämlich  obeihalb  C. 
so  würde,  wie  man  leicht  einsehen  kann,  keine  wechselseitige 
Bewegung  entstehen  können. 

@.  1088.  Nach  Verlauf  der  Zeit  t  sei  nun  der  Mittelpunkt 
der  Krümmung  der  Wiegen  nach  c  gelangt,  indem  er  den  Bo- 
gen Cc=s  durchlaufen  bat,  so  dass  die  aus  O  duich  c  gezo- 
gene gerade  Linie  Oc  den  Aestrich  im  Berührungspunkte  treffe. 
Her  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  befinde  sieh  aber  jetzt  in 
ff,  wohe'i  Cff=^<:  ist,  und  nenn  man  diese  gerade  Linie  rücknarts 
verlängert,  bis  sie  die  Vertikale  AO  in  A  schneidet,  wird  der 
Winkel  A&c=(p  die  Schiefe  der  Wiege  angeben,  deren  Körper 
in  der  Figur  fälschlich  durch  einen  ganzen  Kreis  angedeutet  ist. 
Es  ist  nämlich  genügend,  dass  die  Grundfläche,  welche  auf  dem 
Aestrich  steht,  eine  aus  dem  Mittelpunkte  c  beschriebene  Krüm- 
mnng  habe,  indem  wir  hier  nur  unendliche  kleine  Schwingungen 


y  Google 


620      Kap.  III.     Von  der  Bewegung  eines  I'endeh  etc. 

oder  Schwankungen  bciracliten  ;  es  wird  um  so  angemessener 
sein,  djess  zu  bemerken,  iveil  sonst  der  Sehwerpunkt  G  kaum 
unterhalb  C  fallen  wurde.  Endlich  haben  wir  das  Moment  der 
Trägheit  des  ganzen  Körpei's  der  Wiege  wie  oben  :=:Mk^  ge- 
setzt, wo  M  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  bezeichnet,  des- 
sen Verhältniss  wieder  aus  der  Rechnung  herausgetreten  ist, 

§.  1089.  Nachdem  wir  diesen  Zustand  der  Wiegen  festge- 
stellt haben,  ist  es  nun  klar,  dass  unendlich  viele  wechselseitige 
Bewegungen  mehr  stattfinden  können,  als  ich  früher  angegeben 
habe,  wo  ich  nändich  die  ganze  Untersuchung  nur  auf  die  regel- 
mässigen Schwingungen  heschrSokt  hatte.  Ausserdem  aber  hatte 
ich  dort  einen  ebenen  Aesti'ieh  angenommen;  die  gegenwärtige 
EntwJckelung  dieses  Gegenstandes  ist  nicht  nur  viel  allgemei- 
ner, sondern  umfasst  auch  alle  möglichen  Bewegungen. 

§.  1090.  Um  den  Zustand  der  vorausgesetzten  Wiegen  ge- 
hörig kennen  zu  lernen,  kommt  die  ganze  Arbeit  auf  drei  Ele- 
mente zurück,  deren  erstes  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des 
Aestrichs  O,  vom  Mittelpunkte  der  Wiege  C,  welchen  wir 
:=OC~e  gesetzt  haben.  Das  zweite  Element  ist  die  Tiefe 
des  Schwerpunktes  G  unter  dem  Mittelpunkte  der  Bewegung  C, 
diese  haben  wir  =GC=(jc^c  gesetzt.  Das  dritte  Element 
ist  aber  das  Quadrat  k\  durch  welches  die  ganze  Masse  multi- 
plicirt  wird,  um  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Körpers 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  G  oder  g  zu  bilden. 

§.  1091,  Setzt  man  nun  den  vom  Mittelpunkte  der  Bewe- 
gung beschriebenen  Weg  Cc~s  und  die  Schiefe  der  Wiege 
oder  den  Winkel  Clie=(p,   so  werden,   nachdem  man 

A=^i^^  +  ^  V^H^F^c~e)-\-c%c+e)^ 

und  ^^.^  AM^cc  ^  l^  ^,.^2c^.(,,,^+,.(,^,j. 

bestimmt  hat,  fflr  jede  gegebene  Zeit  (  die  Buchstaben  s  und  ^ 
folgendermaassen  bestimmt: 


und 


Ist  aber  der  Aestrieh  convcx,  so  muss  man  — i  statt  t 
tzen,  wodurch  sich  die  §.  1084.  angeführten  Formeln  ergeben. 
Uebrigens  bat  man  hier  dasselbe  zu  beobachten,  was  oben  aus- 
führlich auseinander  gesetzt  worden  ist. 
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Ergänzung, 

din  iliii'ch  die  Ueiking  gestufte  Bewegung  betrefTeiiil. 


y  Google 


y  Google 


K  a  p  i  t  o  I     I. 

Von  der  Iteibting  im  AUgei 


§.  1092.  Die  Reibung  ist  der  Widerstand,  welchen  ein 
über  einer  rauhen  Oberfläche  fortschreitender  nnd  dieselbe  strei- 
fender Körper  bei  seiner  Bewegung  erleidet.  Es  ist  duher  die 
Reibung  eine  der  Richtung  der  Bewegung  entgegengesetzte  und 
an  der  GrundflSche,  mit  iielcher  der  Körper  die  OberflSche  be- 
rührt, angebrachte  Kralt. 

Zusatz    ]. 
g.  1093.      So    lange  der  Körper  sich  in  Ruhe  befindet.   Übt 
die  Reibung  durchaus  keine  Kraft  aus,  sobald   aber  jener  sich 
bewegt,    entsteht  plötzlich  ihre  der  Bewegung  immer  entgegen- 
gesefzto  und  daher  dieselbe  vcrziigernde  Kraft. 

Zusatz  2. 
§.  lOM.  Wird  ein  Körper  durch  irgend  eine  Kraft  angetrie- 
ben,  so  widersetzt  sich,  wenn  jener  auch  ruhet,  die  Reibung 
dieser  Kraft,  weil  sie  sogleich  bei  der  ersten  Erzeugung  der  Be- 
wegung cxistirt,  und  nur  wenn  die  antreibende  Kraft  die  Rei- 
bung überwiegt,  wird  der  Körper  sich  bewegen  können. 

Zusatz  3. 
§.  109S.  Weil  die  Richtung  der  Reibung  der  Richtung  der 
Bewegung  stets  entgegengesetzt  ist,  wird  mit  der  Aenderung 
der  letztern  zugleich  die  Richtung  der  Reibung  eine  andere. 
Sobald  aber  der  Körper  zur  Ruhe  gebracht  wird,  verschwindet 
plcitzlich  die  Reibung  ebenso,  wie  die  Hlchfung  der  Bewegung 
aufgehoben  wird. 


y  Google 


624  Kap.  I.     Von  der  Rci/rnng 

Erliiuferuns. 
g.  1096.  Um  «liess  die  Reibung  Betreffende  deutlich  zu  ma- 
chen, wird  es  angemessen  sein,  alle  Umstünde  zu  beachten, 
welche  irgend  etwas  mir  Reibung  beitragen  zu  können  scheinen, 
wenn  auch  noch  keinesweges  klar  ist,  was  jeder  derselben  zu 
bewirken  im  Stande  ist.  Zuerst  muss  man  die  Oberfläche  be- 
trachten, über  welcher  die  Bewegung  geschieht  und  es  kommt 
wenig  darauf  an,  ob  diese  eben  ist  oder  nicht,  weil  man  zu 
jeder  Zeit  auf  die  Stelle  der  Beruhning  zu  sehen  hat.  (Fig.  145.) 
Es  sei  daher  EF  die  Oberfläche,  welche  wir  als  eine  Ebene 
betrachten,  indem  man  nämlich  leicht  das  Urtheil  von  dieser 
auf  convexe  und  concave  Oberflächen  wird  ausdehnen  künnen. 
Die  Rauhigkeit  dieser  Fläcbe  wird  demnach  einen  vorzüglichen 
Platz  unter  den  Ursachen  der  Reibung  einnehmen,  denn  wenn 
dieselbe  vollkommen  polirt  und  glatt  wäre,  so  würde  gar  keine 
Reibung  stallßnden  können;  hieraus  schliesst  man,  dass  die 
Reihung  desto  grösser  sein  rauss,  je  rauber  die  Oberfläche  ist. 
Ferner  ist  die  GrnndflSche  des  Körpers  Aß,  in  welcher  die 
Berührung  geschieht,  in  die  Recbnmig  einzuführen.  Ob  deren 
Grösse  und  Figur  etwas  znr  Reibung  beilrage,  ist  noch  nicht 
entschieden,  ihre  Rauhigkeit  aber  in  Verbindung  mit  der  der 
Oberfläche  hat  man,  so  wie  sie  vorzüglich  ein  Hlnderniss  der 
Bewegung  ist,  als  die  Reibung  erzeugend  zu  betrachten.  In 
Betreff  des  Körpers  ABCD  endlich  ist  ausser  seiner  Masse 
und  den  übrigen  EigenecbafteD,  sein  Druck  gegen  die  Oberfläche 
ohne  Zweifel  von  der  grössten  Wichtigkeit;  denn  wenn  er  durch 
gar  keine  Kraft  gegen  dieselbe  gedrückt  würde,  so  würde  auch 
gewiss  gar  keine  Reibung  da  sein  und  der  Körper  sich  eben 
so  bewegen,  als  wenn  die  Oberfläche  fehlte.  I)a  mau  endlich 
die  Reihung  nur  bei  der  Bewegung  vrahrnimmt,  würde  man  auch 
die  Geschwindigkeit  als  ein  ausgezeichnetes  Moment  der  Rei- 
bung ansehen  können,  allein  gegen  die  Erwartung  werden  wir 
sehen,  dass  die  Geschwindigkeit  auf  keine  Weise  zur  Bestim- 
mung der  Reibung  etwas  beiträgt  Diess  ist  um  so  mehr  zu 
heivundern,  als  mit  Aufhebung  der  Geschwindigkeit  sicher  alle 
Reibung  aufhört.  Bewegt  sich  demnach  der  Körper  nach  der 
Richtung  BF  über  der  Oberfläche,  so  wird  eine  Kraft  da  sein, 
welche  ihn  nach  der  entgegengesetzten  Seite  AK  antreibt  und 
diese  Kraft  nennt  man  die  Reibung. 

Anmerkung. 
5.  101)7.     leb    werde   hier   zuerst   die  Reibung  als  eine  Er- 
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scheinuns  betrachten,  deren  Grösse  und  Natur  uns  die  Er- 
fahrung kennen  gelehrt  hat,  worauf  ich  nach  ihren  ürs*chen, 
80  weit  es  angeht,  forschen  werde.  Da  nämlich  hier  die  phy- 
sischen Eigenschaften  der  Körper,  zu  welcher  Art  die  Rauhig- 
keiten der  Oberflächen  und  die  Weise,  nach  welcher  zwei  ge- 
geneinander gedrückte  Oberflächen  sich  wechelseitig  ausweichen 
und  mit  ihren  kleinsten  Theilchen  gewisse  Eindrücke  hervor- 
bringen, gehören,  gleichsam  die  ganze  Arbelt  ausmachen;  so 
müssen  wir,  weil  eine  solche  Kenntnlss  der  Körper  uns  fehlt, 
uns  begnfigen,  die  Erscheinungen  der  Reibung  so  anzunehmen, 
wie  die  Erfahrung  sie  uns  darbietet,  eben  so  wie  wir  den  Ur- 
sprung anderer  KrSfte,  deren  Wirkung  wir  in  der  Mechanik  ent- 
wickeln, keinesweges  durchschauen.  Wir  wollen  daher  kurz  er- 
wägen, was  uns  durch  die  Erfahrung  in  Betreff  der  Natur  der 
Reibung  bekannt  geworden  ist. 

Erscheinung  1. 
g.  lO'JS.  Unter  übrigens  gleichen  Umständen  ist  die  Rei- 
bung nicht  von  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  abhängig,  sie 
übt  vielmehr,  mag  der  letztere  geschwinder  oder  langsamer  fort- 
schreiten, dieselbe  Kraft  aus,  deren  Richtung  immer  der  Rich- 
tung der  Bewegung  entgegengesetzt  ist. 

Zusatz  1. 
§.  1099.  Die  Reibung  kann  demnach  nicht  als  eine  gewisse 
Function  der  Geschwindigkeit  betrachtet  werden,  da  sie  stets 
dieselbe  Grösse  beibehält,  mag  die  Bewegung  eine  sehr  ge- 
schwinde oder  sehr  langsame  sein.  Indessen  verschwindet  sie 
jedoch  plüfzlicb,  wenn  die  Bewegung  durchaus  aufhört, 

Zusatz  2. 

g,  IJOO.  Wenn  auch  die  Reibung  keinesweges  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  Bewegung  abhängt,  so  wird  doch  ihre  Rich- 
tung einzig  und  allein  durch  die  Richtung  der  Bewegung  be- 
stimmt, indem  sie  nämlich  dieser  entgegengesetzt  und  an  der 
B  er übrungs stelle  selbst  angebracht  ist. 
Anmerkung. 

g.  1101.  Diess  ist  von  der  absoluten  Bewegung  des  Kör- 
pers zu  verstehen,  wenn  die  Oberfläche,  über  welcher  der  letz- 
tere fortschreitet,  absolut  ruhet;  wenn  aber  diese  Oberfläche  selbst 
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sicii  bewegt,  muss  man  (las  Urtheii  aus  der  respecEiven,  auf  (!ie 
Olterflgche  bezogenen  Bewegung  des  Kürpers  ableiten.  Befindet 
sich  nämlich  der  Körper  in  Bezug  auf  die  Oberfläche  in  Ruhe,  mag 
er  auch  absolut  sich  beliebig  bewegen,  so  ist  keine  Reibung  vorhan- 
den ;  bewegt  er  sich  aber  in  Bezug  auf  die  Oberfläche,  so  erlangt 
die  Reibung  diejenige  Grösse,  welche  die  umstände  erfordern 
und  es  trägt  die  GvOsse  der  Bewegung  nichts  hierzu  bei.  Die 
Richtung  der  Reibung  wird  aber  beständig  durch  die  respective 
Richtung  des  Kürpers  in  Bezug  auf  die  Oberfläche  bestimmt, 
und  man  darf  daher  hier  nicht  die  Bewegung  nach  zwei  oder 
drei  Richtungen  zerlegen  und  für  eine  jede,  als  ob  sie  allein 
da  wäre,  die  Reibung  bestimmen  und  daraus  auf  die  ganze 
Reibung  schliessen.  So  wie  vielmehr  die  Grösse  der  Reibung 
nicht  von  der  Grösse  der  Bewegung  abhängig  ist,  muss  man 
auch  immer  ihre  Richtung  durch  diejenige,  nach  welcher  der 
Körper  auf  der  Oberfläche  fortschreitet,  bestimmen. 

Üebrigens  wird  diese  Erscheinung  nicht  so  genau  durch 
Versuche  angegeben,  dass  sie  durchaus  keinem  Zweifel  unter- 
worfen wäre,  vielmehr  scheinen  sehr  geschwinde  Bewegungen 
ein  wenig  von  dieser  Regel  abzuweichen.  Stimmt  diess  mit  der 
Wahrheit  üherein,  so  wollen  wir  es  eher  einer  andern  Ursache 
zuschreiben,  als  die  aufgestellte  Bezeichnung  der  Reibung  ab- 
ändern; und  da  die  Abweichung  sehr  gering  ist,  vernachlässi- 
gen wir  sie  um  so  mehr,  als  wir  manche  andere  sehr  kleine 
Kräfte,  welche  aus  derselben  Quelle  als  die  Reibung  zu  ent- 
springen scheinen,  zu  vernachlässigen  gezwungen  werden.  Hier 
will  ich  nämlich  nur  die  Wirkungen  untersuchen,  welche  man 
als  aus  der  Reibung  wie  gewöhnlich  entstanden  anzusehen  pflegt, 
ohne  mich  um  andere  Hindernisse  der  Bewegung  zu  bekümmern. 

Erscheinung  2. 
§.  1102.  Unter  übrigens  gleichen  Umständen  ist  die  Grösse 
der  Reibung  weder  voii  der  Figur,  noch  von  der  Grösse  der 
Grundfläche,  mit  welcher  der  Körper  die  Oberfläche  betiihrf, 
abhängig;  sondern  es  übt  die  Reibung,  mag  die  Grundfläche 
grösser  oder  kleiner  und  von  beliebiger  Gestalt  sein,  immer  die- 
selbe Kraft  aus. 

Susatz  1. 
5.1103.  (Fig.  145.)  Setzen  wir  demnach  die  Grundfläche,  womit 
der  Körper  die  Oberfläche  berührt  oder  AB  =  b^,  so  tritt  diese 
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Grüsse  nicht  in  den  Ausdruck  der  Reibuug  ein,  eben  s 
als  die  Ge-scliivlndigkeil:  des  Körpers. 


g.  ]104.  Es  ändert  sich  auch  nicht  die  IJeiljwng,  im  Fall 
die  Berührung  in  einem  einzigen  Punkte  erlolgt,  w  an  geschieht, 
wenn  der  Körper  eine  Kugel  i'-t  oder  eine  cooiese  Grunclflüche 
hat;  wenn  nur  der  Körper  die  Obeiflache  stieitt 

Anmerkung. 
§.  1105.  Diese  Erscheinung,  obgleich  sie  durch  die  sicher- 
sten Versuche  bestätigt  wird,  erleidet  doch  eine  Ausnahme, 
wenn  der  Körper  in  eine  sehr  scharfe  Spitze  ausgeht,  womit 
er  in  die  Oberfläche  eindringen  kann,  in  welchem  Falle  er  ohne 
Zweifel  ganz  festgehalten  werden  würde.  Es  sind  nämlich  die 
Fälle  auszunehmen,  in  welchen  die  OberÜäclie  durch  den  dar- 
über fortgehenden  Kürper  eine  Beschädigung  erleidet,  welche 
wir  hier  auch  nicht  behandeln  werden,  üebrigens  erscheint  es 
sehr  paradox,  dass  aus  der  in  einem  einzigen  Punkte  erfolgen- 
den Berührung  eine  eben  so  grosse  Reibung  hervorgehen  kann, 
als  aus  einer  ziemlich  grossen  Grundfläche,  da  die  Keibung 
durch  die  Rauhigkeit  der  beiden  Oberflächen,  welche  sieb  wech- 
selseitig streifen,  herrorgebracht  wird,  hei  einer  ausgedehnten 
Berührung  aber  mehr  Rauhigkeit  überHunden  werden  muss. 
Dieser  Zweifel  wird  aber  bald  verschwinden,  wenn  wir  zeigen, 
auf  welche  Weise  die  Reibung  sich  in  Bezug  auf  den  Druck 
verhalten  muss. 

Erscheinung  3. 

§.  1106.  unter  übrigens  gleichen  Umständen  ist  die  Rei- 
bung der  Kraft  proportional,  durch  welche  der  Kcirper  gegen 
die  Oberfläche  gedrückt  wird  und  ist  einem  desto  grossem  Theiie 
dieses  Druckes  gleich,  je  grösser  die  Rauhigkeit  der  wechsel- 
seitig einander  streifenden  Oborllächen  ist. 

Zusatz  1. 
§.  llOr.    Wird  der  Körper  tlnrch  gar  keine  Kraft  gegen  die 
Oberfläche,  über  welcher  er  fortgeht,  gedrückt,  so  erleidet  er 
auch  keine  Reibung;  diese  wird    aber  desto  grösser,   je  mehr 
der  Druck  zunimmt. 
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Zusafa  2. 

g.  llO'i  I«t  demnach  die  Hauhigkeit  dieselbe,  so  wird  die 
Reibung  welche  die  über  den  OberdSchen  fort  {gehenden  Kiirper 
erleiden,  einem  gewi— en  besfimmten  Theile  des  Druckes  gleich 
und  ist  dieser  Iheil  bekannt,  so  wird  die  Grüsse  der  Reihung 
voilstiindig  bestimmt. 

Zusatz  3. 

g.  1109.  (Fig.  145.)  Wird  demnach  der  Körper  ^ßCÖ  durch 
eine  Kraft  =/*  gegen  die  Oberfläche  gedrückt  und  gebt  er  über 
derselben  in  der  Richtung  BF  fort,  so  wird  die  Reibung  =SP, 
wo  ö  jenen  erwähntei)  Theil  bezeichnet  «nd  es  wird  der  Körper 
durch  dieselbe  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  AE  zurück- 
gezogen. 

Anmerkung  1. 

g.  1110.  Dieses  ist  ganz  klar,  wen«  der  Körper  mit  fort- 
schreitender Bewegung  über  der  Oberfläche  einhergeht,  in  wel- 
chem Falle  die  Reibung  der  Richtung  der  Bewegung  entgegen- 
gesetzt ist.  Bat  aber  der  Körper  überdem  eine  gewisse  dre- 
hende Bewegung,  so  niuss  man  daraufsehen,  in  welcher  Rich- 
tung die  Basis  die  Oberfläche  streift  und  dieser  wird  die  Rich- 
tung der  Reibung  entgegengesetzt  sein.  Da  nun  die  Grösse 
derselben  aus  dem  Drucke  sich  ergibt,  so  wird  man  ihre  Wir. 
kling  in  Bezug  auf  die  Störung  der  Bewegung  des  Körpers  nach 
den  oben  aufgestellten  Principien  bestimmen  können.  Da  übri- 
gens die  Reibung  allein  aus  dem  Streifen  des  Körpers  und  der 
OberSäcbe  an  einander  entspringt,  so  wird,  wenn  der  Körper 
sich  dermaassen  wSizend  fortbewegt,  dass  gar  kein  Streifen  exi- 
stirt,  welche  Bewegung  eine  vollkommene  Fortwälzung  genannt 
wird,  auch  keine  Reibung  stattfinden.  Sobald  aber  die  wälzende 
Bewegung  ein  wenig  geschwinder  oder  langsamer  wird,  als  jene 
Bedingung  erfordert  und  so  eine  wenn  auch  sehr  geringe  An- 
reibung  sich  einmischt,  übt  sogleich  die  vollständige  Reibung 
SP  ihre  Wirkung  aus.  Die  hieraus  entspringenden  Erscheinun- 
gen müssen  daher  einen  grossen  Sprung  enthalten,  da  für  eine 
bestimmte  Art  der  Bewegung  alle  Reibung  plötzlich  aufgehoben 
wird,  hingegen,  wenn  die  Bewegung  nur  um  ein  weniges  davon 
abweicht,  mit  voller  Wirkung  vorhanden  ist. 
Anmerkung  2, 
§.  mi.     Eine  ausgezeichnete  Abkürzung  der  Rechnung  er- 
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langen  wiv  dadurcli,  dass  die  Reibung  so  einfach  au^gedifickt 
wird  und  nur  von  dem  Drucke  P  nehst  dem  Bruche  8,  welchen 
die  Rauhigkeit  hestimint,  abhängt.  Wäre  sie  nämlich  tiheidem 
so  wohl  von  der  Geschwindigkeit  des  Körpers,  als  auch  von 
Beiner  Grundfläche  abhängig,  so  würden  v>i\  leicht  in  unent- 
wickelbare  Rechnungen  versinken.  Wollen  wir  aber  die  Rech- 
nung ijer  Praxis  anpassen,  so  wird  die  ganze  Arbeit  auTdie  Be- 
stimmung des  Werthes  von  ö  zurückgeführt  und  es  genügt,  den- 
selben durch  einen  einzigen  Versuch  für  die  einzelnen  Arten 
von  Körpern  zu  ermitteln.  Für  Körper  von  Holz  zeigen  aber 
die  Versuche,  dass  man  dem  Buchstaben  S  einen  Werth  von 
ungeföhr  Yj  beilegen  inuss,  wenn  nämlich  ihre  OberflSche  mit- 
telmSssig  behauen  ist;  ist  sie  aber  ziemlich  roh  und  rauh,  so 
ergibt  sich  ein  grösserer  Werth.  Umgekehrt  erfordern  metalli- 
sche gehörig  polirte  Körper  für  den  Buchstaben  S  den  Werth 
V4,  also  einen  kleinern.  Aus  dem  Folgenden  wird  sich  aber 
ergeben,  auf  ivelcheWelse  man  in  jedem  Falle  durch  Versuche 
den  angemessenen  Werth  des  Bruches  S  leicht  ermitteln  kann. 
Durch  die  Erfahrung  haben  wir  aber  gelernt,  dass  keine  Ober- 
Sache  noch  irgend  ein  Körper  so  vollkommen  polirt  werden  kann, 
dass  die  Reibung  gänzlich  verschwinde;  vielmehr  findet  man, 
dass  sie  immer  noch  einem  ziemlich  bemerkbaren  Theile  des 
Druckes  gleich  ist.  Dasjenige,  was  wir  oben  in  Betreff  der 
Bewegung  der  Körper  Ober  einer  höchst  polirten  Ebene,  so  dass 
keine  Reibung  entsteht,  angeführt  haben,  flndet  in  der  Praxis 
beinesweges  statt. 

Aufgabe  1. 
g.  1112.  Ein  auf  einer  beliebigen  Oberfläche  liegender  Kör- 
per befindet  sich  in  Ruhe  und  wird  zugleich  durch  beliebige 
Kräfte  angelrieben;  man  soll  die  Fälle  unterscheiden,  in  wel- 
chen er  entweder  zur  Bewegung  angetrieben  wird  oder  in  Ruhe 
verharret. 

Auflösung. 
(Figur  145.)  Alle  Kräfte,  durch  welche  der  Körper  .4ßCO 
angetrieben  wird,  zerlege  man  in  je  zwei,  von  denen  die  eine 
normal  gegen  die  Oberfläche,  die  andere  ihr  parallel  ist.  Es 
sei  P  die  Summe  aller  auf  die  Oberfläche  normalen  Krfifte,  als- 
dann wird,  in  so  fern  als  der  Körper  durch  sie  gegen  die  Ober- 
fläche gedrückt  wird,  P  der  Druck  und  SP  die  Reibung  sein. 
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wenn  der  Körper  sich  bewegt.  Was  nun  die  andern  Kräfte 
anbetrifft,  so  betrachten  wir  hier  nur  den  Fall,  in  welchem  dein 
Körper  durch  sie  eine  fortschreitende  Bewegung  beigebracht 
werden  würde,  wenn  keine  Reibuug  vorhanden  wäre;  weil  die 
drehende  Uewegung  eine  weitere,  später  zu  unternehmende  Ent- 
Wickelung  erfordert.  Da  nun  der  Körper  keine  andere  Bewegung 
als  nach  der  Richtung  der  Oberiiäche  annehmen  kann,  so  be- 
trachte man  die  der  letztern  parallelen  Kräfte  als  in  Einem 
Punkte  angebracht  und  suche  die  ihnen  gleich  geltende  Kraft. 
Es  sei  diese  =  V  und  es  treibe  dieselbe  den  Kürper  längs  der 
Richtung  BF  an;  alsdann  wird  offenbar  der  Körper  so  lange  in 
Ruhe  verharren,  als  V  <.SP  ist  und  er  wird  sich  nur  dann  be- 
wegen können,  wenn  die  antreibende  Kraft  V  grösser  als  8P 
ist.  Wir  haben  demnach  für  die  antreibende  Kraft  Fdie  Grenze 
SP,  ist  sie  kleiner  als  diese,  so  erfolgt  keine  Bewegung,  ist  sie 
aber  grösser,  so  wird  dann  erst  eine  Bewegung  hervorgebracht. 

Zusatz  1. 
§.  1113.  Da  der  Körper  in  Ruhe  zu  verharren  fortfiihrt,  so 
lange  V<,6P  ist,  so  hat  man  anzunehmen,  dass  die  Reibung 
eine  V  gleiche  wnd  entgegengesetzte  Kraft  ausübe.  Triebe  sie 
nämlich  stärker  an,  so  würde  der  Körper  sich  nach  der  entge- 
gengesetzten Seife  AE  bewegen  müssen,  was  absurd  wäre,  da 
er  nach  der  Seite  BF  hin  angetrieben  wird. 

Zusatz  2. 
g.  1114.  Während  demnach  der  Körper  ruhet,  übt  die  Rei- 
bung eine  nicht  bestimmte  Kraft  aus,  aber  in  jedem  Falle  eine 
so  grosse,  als  erfordert  wird,  um  den  Körper  in  Ruhe  zu  erhal- 
ten, wenn  es  nicht  einer  grössern  Kraft  als  SP  bedarf.  Wird 
daher  der  Körper  durch  keine  Kraft  zur  Bewegung  angetrieben, 
so  übt  auch  die  Reibung  keine  Kraft  aus. 

Zusatz  3. 
§.  1115.  So  lange  daher  die  Bewegung  durch  eine  Kraft, 
welche  nicht  grösser  als  SP  ist,  verhindert  werden  kann,  ergibt 
auch  die  Reibung  eine  Kraft,  und  zwar  nach  der  Richtung, 
welche  zur  Verhinderung  der  Bewegung  erforderlich  ist.  Erfor- 
dert aber  die  Erhaltung  der  Ruhe  eine  grössere  Kraft,  so  wird 
eine  Bewegung  erzeugt  werden ,  weil  die  Reibung  nicht  so  viel 
leisten  kann. 
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§.  1116.  Da  wir  oben  gesagt  halien,  dass  es  bei  der  Ruhe 
der  Kürper  keine  Reibung  gibt,  so  ist  diess  nur  von  der  wah- 
ren Rübe  zu  verstehen,  in  welcher  der  Körper  verharren  wurde, 
wenn  auch  keine  Reibung  da  wäre.  Sobald  aber  der  Körper 
durch  Kräfte  angetrieben  wird,  welche,  wenn  keine  Reibung  da 
wäre,  ihn  in  Bewegung  setzen  ivürden;  so  kämpft  die  Reibung 
dieser  Erzeugung  der  Bewegung  entgegen,  wenn  auch  der  Kör- 
per sich  noch  in  Ruhe  befindet.  Es  ist  daher  die  Reibung  im 
Verhälfniss  zur  Bewegung  als  zurRnhe  so  zu  erklären,  dass  sie, 
während  der  Kürper  sich  bewegt,  beständig  eine  äP  gleiche 
kl  alt  in  einer  der  Beiregung  entgegengesetzten  Richtung  aus- 
übt Wahrend  aber  der  Körper  ruhet,  übt  sie  eine  nicht  durch 
sieb  bestimmte,  aber  nur  so  grosse  Kraft  aus,  als  zur  Verhin- 
derung der  Bewegung  ausreicht,  wenn  es  nicht  etwa  hierzu  einer 
grussein  Kraft  ab  SP  bedarf.  Alsdann  widersteht  sie  nämlich 
der  Hervorbringung  der  Bewegung  nur  mit  der  Kraft  SP,  und 
da  diese  die  Bewegung  nicht  zu  verhindern  vermag,  wird  die 
letztere  wirklich  erzeugt  werden.  Die  Kraft  dP  ist  nämlich  die 
giosste,  womit  die  Reibung  wirken  kann,  womit  sie  in  der  That 
immei  dei  Bewegung  widersteht  und  womit  sie  auch,  wenn  es 
nothii;  ist,  der  Erzeugung  der  Bewegung  entgegenUämpft.  Reicht 
ibei  eine  kleinere  Kraft  hin,  so  übt  sie  auch  nur  eine. kleinere 
aus;  oder  so  oft  es,  um  die  Erzeugung  der  Bewegung  zu  ver- 
hindern, einer  nicht  grössern  Kraft  als  dP  bedarf,  wird  die  Rei- 
bung diese  Kraft  liefern.  Diess  ist  aber  nur  in  Betreff  der  fort- 
schreitenden Bewegung  festzuhalten,  wenn  nämlich  eine  drehende 
hinzukommt,  vorzüglich  wenn  die  Diehungsaxe  gegen  die  Ober- 
fläche geneigt  ist;  so  ist  diess  eine  Sache  höherer  Forschung 
und  weil  in  diesem  Falle  nicht  alle  Elemente  der  Grundfläche 
sich  nach  derselben  Richtung  beilegen  und  die  Oberfläche  strei- 
fen, muss  man  die  Reibung  der  emzeinen  Elemente  in  Uetracht 
ziehen,  wesshalb  auch  die  Figur  und  Grösse  der  Grundfläche 
in  die  Rechnung  eintritt.  Auf  die'^en  umstand  haben  wir  oben, 
wo  wir  die  Figur  der  Grundfliche  bei  dei  Bestimmung  der  Rei- 
bung beseitigten,  keine  Rücksicht  genommen. 

Anmerkung  2. 

§.  II]?.  Es  ist  freilich  schwierig,  die  Ursache  der  Reibung, 
wie  wir  sie  hier  mit  der  Erfahrung  übereinstimmend   aufgestellt 
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haben,  anzugeben,  leicht  ist  es  aber,  die  Ursachen,  welche  etwa 
im  Geiste  aufstosseii,  zu  widerlegen.  Es  ist  nämlich  klar,  dass 
weder  aus  einer  gewissen  Abschahung  der  Theilchen,  noch  aus 
einer  Niederdrückung  der  Fasern,  während  der  Körper  über  der 
Oberfläche  einhergeht,  die  Reibung  entspringen  kann,  weil  als- 
dann iiotbwendig  die  Grösse  der  Grundfläche  in  die  Rechnung 
eintreten  würde.  Dasjenige,  was  wir  der  Reibung,  so  weit 
sie  der  Erzeugung  der  Bewegung  widersteht,  zuschreiben, 
scheint  auf  folgende  Weise  nicht  unpassend  erklärt  werden  zu 
Irinnen.  (Fig.  14Ö.)  Während  nämlich  der  Kürper  ABCD  auf  der 
Oberfläche  EF  liegt,  hat  man  sich  die  Berührung  nicht  längs 
der  Ebene  AB,  wie  es  die  Sinne  zeigen,  zu  denken,  sondern 
wegen  der  sehr  kleinen  Erhöhungen  und  Vertiefungen  an  bei- 
den Seiten,  längs  der  faltigen  und  gleichsam  wellenfürniigen 
Oberfläche  ababab,  während  in  Folge  des  Druckes  die  Erhobun- 
gen des  einen  Körpers  In  die  Vertiefungen  des  andern  eindrin- 
gen. Gibt  man  diess  zu,  so  kann  der  Körper  sich  nicht  bewe- 
gen, ohne  dass  er  zugleich  ein  wenig  über  die  Oberfläche^ß 
gehoben  wird,  oder  es  muss  der  erste  Eindruck  der  Bewegung 
nicht  längs  der  ^J?  parallelen  Richtung  OV,  sondern  längs  einer 
geMissen  geneigten  Ricbfung  OS  erfolgen;  die  letztere  wird 
nämlich  gleichsam  dem  grüssten  Abhänge  an  jener  faltigen  Be- 
rti hrungsstelle  parallel  sein.  Dieser  Abhang  oder  diese  Schiefe 
entspricht  der  Rauhigkeit  beider  Oberflächen  an  der  Berübrungs- 
stelle  so,  dass  ffir  eine  grössere  oder  kleinere  Rauhigkeit  der 
Winkel  VOS  grösser  oder  kleiner  gedacht  werden  muss.  Man 
setze  daher  VOS^t,  und  es  werde  der  Körper  gegen  die  Ober- 
fläche durch  die  Kraft  OP=^P  gedrückt,  alsdann  wollen  wir 
sehen,  einer  wie  grossen  längs  der  Kichtung  OV  wirkenden 
Kraft  es  bedarf,  damit  der  Körper  sich  aus  seiner  Lage  zu  be- 
wegen vermag.  Es  sei  demnach  die  Kraft  O  V=:  V  wirksam, 
in  Folge  welcher  der  Körper  nach  der  Richtung  OS  durch  eine 
Kratt  =Fcos£  angetrieben  werden  wird;  die  Kraft  des  Druckes 
OP^P  widersteht  aber  dieser  Wirkung  mit  einer  Kraft  =::Psin£. 
Wenn  daher  nicht 

Fcos£>Psing  oder    V>Ptg^ 
ist,  wird  der  Körper  nicht  aus  der  Ruhe  gebracht  w  erden ;  oder 
so  lange  als  die  antreibende  Kraft 

V<Ptgi; 

ist,  wird  der  Körpyr  in  Ruhe  verharren.     Diess  stimmt  vortreff- 
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iich  mit  dem  Obigen  überein,   indem  wir   statt  jenes  Bruches 
d  liier  die  Tangente  eines  gewissen  Winkels  J  liaben. 

Ich  muss  aber  gestehen,  dass  ich  hieraus  nicht  ersehe, 
warum  während  der  Bewegung  des  Körpers  die  dieser  entgegen- 
gesetzte Kraft  der  Reibung  auch  Ptgt  gleich  sein  muss.  Da 
nämlich  die  Grundfläche  des  Körpers  sich  wechselweise  aus 
jenen  Vertiefungen  entfernt  und  in  sie  eindringt,  so  sieht  man 
nicht  deutlich  ein,  einen  wie  grossen  Verlust  die  Bewegung 
hierdurch  erleiden  wird.  Well  jedoch  die  aufgestellte  Hypo- 
these hierdurch  nicht  umgeefürzt  wird,  wollen  wir  bei  ihr  ver- 
harren und  die  hier  angegebene  Ursache  als  von  der  Wahrheit 
nicht  abweich«nd  attsehen. 
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Kapitel    IL 

Von  der  durch  die  Reibunff  f/ehinderten  forlschreiieuden 
ßewegnnfi  schwerer  Körper. 


Aufgabe  2. 
g.  1118.     Ein  echweror  Körper  geht  über  einer  horizoiitaleü 
Ebene  mit  fortschreiten  der  Bewegung  fort;  man  soll  die,  ans  der 
lieibuiig  entspringende  Verzögerung  der  letztem  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  147.)  Es  sei  M  die  Masse  oder  das  Geniclit  des 
Körpers,  welcher  die  horizontale  Ebene  EF  mit  seiner  Grnnd- 
fläelie  AB  berührt,  und  zwar  rauss  die  letztere  gleichfalls  hori- 
zontal sein.  Man  betrachte  des  Körpers  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit O,  in  ivelchem  man  sich  sein  Gewicht  M  vereinigt  denkt, 
so  dass  der  Korper  abwärts  durch  die  Kraft  OP=M  angetrie- 
ben wird,  und  da  diese  auf  die  Ebene  EF  normal  ist,  so  wird 
der  Körper  gegen  die  letztere  durch  eine  eben  so  grosse  Kraft 
gedruckt.  Hierbei  bemerke  ieh  zuerst,  dass  die  fortschreitende 
Bewegung  nur  stattfinden  kann,  wenn  die  gerade  Linie  OP  in- 
nerhalb der  Grundfläche  AB  Aea  Körpers  fällt.  Aber  diess  reicht 
nocli  nicht  hin.  Da  nämlich  der  Körper,  wenn  er  nach  der  Hich- 
tung  BF  fortschreitet,  in  Folge  der  Reibung  nach  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  BE  durch  eine  Kraft  ^=SM  zurückgezogen 
wird,  wo  1  :  li  das  Verhältniss  des  Druckes  aur  Reibung  be- 
zeichnet; so  hat  diese  Kraft  das  Bestreben,  dem  Körper  um  eine 
horizontale  und  durch  O  gehende  Axe  eine  drehende  Bewe- 
gung beizubringen,  deren  Moment  =zSM.OP  ist.  Wenn  der 
Körper  dieser  Kraft  Folge  leistete,  würde  im  ersten  Augenblick 
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rier  Punkt  A  der  Grundfläche  sich  zu  erheben  anfant^en,  so  dass 
der  ganze  Körper  sich  auf  den  Endpunkt  B  der  Grundfläche 
stützte  und  es  wurde  hierdurch  auch  der  Druck  fiberlragen  wer- 
den. In  diesem  zur  Drehuntr  geneigten  Zustande,  hat  man  an- 
zunehmen, wird  der  Kiirper  in  B  aufwärts  gedrängt  durch  die 
Kraft  SyH—itf,  woraus  das  der  Drehung  widerstehende  Moment 
=^M.BP  entspringt;  ist  diess  nicht  griisser  als  jenes  SM.OP, 
80  wird  der  Körper  in  Wirklichkeit  sich  zu  drehen  anfangen. 
Da  wir  nun  hier  nur  die  fortschreitende  Bewegung  hetrachten 
wollen,  so  ist  ausserdem  die  Bedingung  erforderlich,    dass 

BP->ä.dp 

sei,  welche  wir  daher  als  stattfindend  annehmen.  Es  sei  dem- 
nach im  Anfange  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  nach  der 
Richtung  EF=c  gewesen,  er  habe  nach  Verlauf  der  Zeit  (  den 
Weg  -=.8  zurückgelegt  und  besitze  alsdann  die  Geschwindigkeit 
=  1!,  Weil  nun  die  Kraft  SM  der  Bewegung  entgegen  gesetzt 
ist,    haben  wir 

dv   _       SM_ 
'Jffdt-~  M  -"^' 

Weil  ferner  ds~vdt  ist,  wird 

n^ct—äfffi. 

Die  Bewegung  wird  aber  nur  so  lange  d 
per  zur  Knhe  gebracht  ist,  z«  welcher  Ze 
[ilöfzltcb  Mnfhört;  der  Körper  wird  demnach 
nach  Verlauf  der  Zeit 


äuern,  bis  der  Kör 
t  die  Reiljung  älh 
cur  Ruhe  gelangei 


nid  nach  Durchlaufung  des  Weges 


Zusatz  1. 
g.  1119.  Damit  ein  schwerer  Körper  also  über  einer  hori- 
zontalen Ebene  mit  fortschreitender  Bewegung  einhergehen  könne, 
niuBS  das  aus  dem  Mittelpunkte  der  Trägheit  O  auf  die  Ebene 
gefällte  Perpendikel  OP  nicht  nur  innerhalb  der  Grandfläche 
AB  fallen,  sondern  auch  von  dem  vordem  Ende  ß  der  letztern 
so  weit  entfernt  sein,   dass 
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Zusatz  2. 

§.  1120,  Zieht  man  daher  aus  dem  Mittelpunkte  der  Träg- 
heit O  ausser  dem  Perpendikel  OP  nach  dem  vordem  Ende  B 
der  Grundfläche  die  gerade  Linie   OB,  so  muss  der  Winkel 

BOP>tLTcAs,S 
sein.    Isl  desahalb  8=1%,  so  muss  ÄOP>  18"  26'  sein.    Wäre 
er  kleiner,  so    würde  der  Kilrper   heim  Fortschreiten   zugleich 
fortgewälzt  werden, 

Zusatz  3. 

§.  1121.  Wenn  aber  der  Körper  mit  einer  reinen  fortschreiten- 
den Bewegung  vorwärts  geht,  so  wird  seine  Bewegung  eine  gleich- 
furmig  verzögerte  und  derjenigen  ähnlich  sein,  mit  welcher  ein 
mit  der  Geschwindigkeit  c  aufwärts  geworfener  Körper  aufstei- 
gen würde,  indem  eine  Kraft,  welche  sich  zu  seiner  Masse  wie 
fi  :  1  verhält,  ihn  abwärts  antriebe;  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  hier  der  zur  Ruhe  gebrachte  Körper  beständig  in  dersel- 
ben verharren  wird. 

Anmerkung  1. 

§.  1122.  Damit  einem  solchen  ruhenden  Körper  Bewegung 
beigebracht  werde,  muss  er  nach  der  horizontalen  Jtichtung 
durch  eine  Kraft  angetrieben  werden,  welche  grösser  als  S.M 
ist.  So  lange  eine  kleinere  Kraft  ihn  antreibt,  wird  er  in  Ruhe 
verharren,  wenn  er  nicht  etwa  zur  Fortwälzung  angeregt  wird 
und  wann  diess  eintreten  muss,  wollen  wir  genauer  untersu- 
chen. Es  werde  demnach  zuerst  der  Körper  nach  der  durch  sei- 
nen Mittelpunkt  der  Trägheit  O  gehenden  horizontalen  Richtung 
durch  eine  Kraft  OS=S  angetrieben ,  so  dass 

sei;  alsdann  wird  die  Reibung  mit  einer  gleichen  Kraft  iS  längs 
BA  entgegenwirken.  Die  Beurtheilung,  ob  er  um  das  Ende  B 
sich  fortwälzen  wird,  erlangt  man  aus  dem  Momente  der  Rei- 
bung S.OP  und  dem  Momente  des  nach  ß  Übertragenen  Druckes 
M,  welches  =:M.BP  ist.     Wenn  daher 

S  0P->  M.BP 
ist,  so  wird  der  Körper  fortgewälzt  werden,  ist  aber 

S.OP<,M.BP, 
so  wird  er  in  Ruhe  bleiben,  indem  nämlich  die  im  Mittelpunkte 
der  Trägheit  0  angebrachte  antreibende  Kraft    0S=:  S  nichts 
hierzu  beiträgt.    Es  sei  nun  S  unterhalb  des  Mittelpunktes  der 
Trägheit   in  R  angebracht;    weil   hieraus   das  der  Fortwälzung 
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entgegengesetzte  Moment  ^S.OR  entspringt,    so  inuss,  damit 
der  Körper  nicht  fortgewSlzt  werde, 

S.OR-i-M.BP^S.OP  oder  S.PR<,M.BP 
sein.     Hieraus  ergibt  sich  zugleich,    dass,  im  Fall  die  horizon- 
tale Kraft  .^  Jiliher  in  r  angebracht  ist,  der  Körper  der  Fortwäl- 
zung nicht  unterworfen  sein  wird,  wenn 

S.Pr<.M.BP 
ist,  wobei  wir  S^SM  angenommen  haben.  Dasselbe  wird  noch 
deutlicher,  wenn  wir  den  Punkt  B  als  feste  Axe  und  den  Klir- 
per  als  um  sie  beweglich  betrachten.  Alsdann  ist  nämlich  das 
Moment  der  Kraft  rv=S  im  Sinne  DC~S.Pr,  es  entspringt 
aber  aus  dem  in  O  vereinigten  Gewichte  des  Körpers  M  das 
Moment  im  entgegengesetzten  Sinne  —M.BP;  es  wird  daher 
der  Körper  fortgewälzt  werden,  wenn 

S.Pr->M.BP 
und  ruhen,  wenn  S.Pr<.M.ßP. 

Anmerkung  2. 
§.  1J23.  Ist  aber  die  Kraft  rv=S  grösser  als  6M,  so  wird 
dem  Körper  eine  fortschreitende  Bewegung  eingefliisst  durch 
den  Ueberschuss  S  —  5M,  weil  jetzt  die  Reibung  nur  mit  der 
Kraft  ^SM  längs  der  Richtung  BE  entgegenwirkt.  Ob  aber 
der  Körper  zugleich  eine  drehende  Bewegung  annehmen  wird, 
oder  nicht,  wird  man  auf  folgende  Weise  erkennen.  Indem  ich 
nSmlich  die  fortschreitende  Bewegung  zur  Seite  lasse,  nehme 
ich  an,  dass  dem  Körper  keine  andere  drehende  Bewegung  bei- 
gebracht werden  könne,  als  um  eine  horizontale,  durch  den  ]V 
telpunkt  der  Trägheit  O  gehende  und  auf  die  Richtung  der  I 
wegung  OS  normale  Axe.  Um  diese  Bewewegung  zu  erforschi 
wird,  da  der  Punkt  B  der  Grundfläche  immer  in  der  horizonta- 
len Ebene  bleibt,  sobald  der  Punkt  A  sich  zu  erheben  anfän; 
der  ganze  Druck  im  Punkte  B  ausgeübt  werden,  so,  dass  man 
alsdann  in  demselben  Punkte  die  aufwärts  treibende  Kraft  BM 
=M  hat.  Nun  erhält  man  aus  den  Kräften  rv^S,  BE=SM, 
OP—M  und  BM=M  das  die  Umwälzung  hervorbringende 
Moment  =  S.Or+SM.PO  ~  M.BP; 

damit  daher  der  Körper  allein   mit  (ortschreitender  Bewegung 
fortgeführt  wefde,  ist  die  Bedingung  erforderlich,  dass 

S.Or  +  SM.PO<M.BP 
sei,  wobei  nach  der  Voraussetzung  S^dM  ist.    Ist  die  horizon- 
tale Kraft  S  unterhalb  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  in  Ji  an- 
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gebracht,  so  wird  der  Kurper  der  Umwälzung  nicht  uoterwoifeii 
seiii,  wenn 

äM.PO<,M.BP+S.OR  oder  S.OK+  M.BP':>  3M.P0 
ist.  Hieraus  ersehen  wir  deutlich,  wieviel  sowohl  die  Ausdeh- 
nung der  Grundfläche  oder  der  Abstand  des  aus  dem  Mittel- 
punkte der  Trägheit  gefällten  Perpendilcels  O/-*  von  ihren  End- 
punkten, als  auch  die  Hühe  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  über 
der  horizontalen  Ebene  und  ferner  die  Hühe,  in  welcher  die 
horizontale  Kraft  angebracht  ist  und  die  Reibung  selbst  dazu 
beifragen,  dass  keine  Fortwiilzung  zu  befürchten  sei. 

Aufgabe  3. 
§.  1124.     (Fig.  148.)     Wenn   der    schwere    Körper   ABCD 
auf  der  geneigten  Ebene  EF  liegt,   soll   man  die  Bedingungen 
bestimmen,  unter  denen  er  in  Folge  der  Reibung  in  Kühe  blei- 

ÄuflÜsung. 

Es  sei  der  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene  EF  mit 
dem  Horizonte  GF  bildet  oder  GFE=t<  die  Masse  des  auflie- 
genden Korpers  =^M,  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  beünde  sich 
in  O  und  es  liege  der  Körper  mit  der  Grundfläche  AB  auf  der 
geneigten  Ebene.  Man  ziehe  die  vertikale  gerade  Linie  OQR, 
längs  welcher  der  Körper  als  In  Folge  der  Schwere  durch  die 
Kraft  =;M  angetrieben  gedacht  werden  muss  und  man  zerlege 
die  letztere  nach  deri  Richtungen  OP  und  OC,  jene  auf  die 
Ebene  EF  normal,  diese  ihr  parallel;  alsdannn  wird,  weil  POQ 
=  GjPJS=f  ist, 

OP=Mcnst  und  OC=Msmt 

Durch  jene  Kraft  OP  wird  der  Körper  gegen  die  Ebene  EF 
gedrückt,  wesshalb,  wenn  er  sich  bewegte,  die  Reibung  =dj1/cos£ 
sein  würde;  durch  diese  Kraft  OC  wird  aber  der  Körper  zur 
Bewegung  längs  der  Richtung  EF  der  geneigten  Ebene  ange- 
trieben. Der  Körper  wird  daher  nur  dann  eine  fortschreitende 
Bewegung  erlangen,  wenn 

ist  und  damit  er  in  Ruhe  bleibe,  muss 

itfsin£<5iWcosg  oder  lgä<5 
sein.     Die  erste    zur  Erhaltung   der  Ruhe  erforderliehe  Bedin- 
gung ist  demnach,  dass 

tgF=tg£<a 
sei,   wo  der  Bruch  6   die  Reibung  bestimmt.     Ferner  ist  aber 
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iiffenbar  erforderlich,  dass  die  vertikale  gerade  Linie  OQ  inner- 
halb der  Grundfläche  AB  liege.  Damit  nämlich  der  Körper 
nicht  lim  das  EncIeB  fortgewalzt  «erde,  muss  das  Moment  der 
Kraft  OQ=M\n  Bezug  auf  den  Punkt  B,  welches  ^MBQcosg 
ist,  positiv,  also  BQ  posillv  sein  oder  der  Punkt  Q  innerhalb 
der  (Jrundfläche  AB  liegen.  Dless  kann  auch  folgend ermaasseo 
mittelst  der,  um  den  Punkt  O  zu  erzeugenden,  drehenden  Be- 
wegung gezeigt  werden.  Denken  wir  uns  nämlich,  dass  der 
Körper  schon  eine  solche  drehende  Bewegung  anfange,  und 
während  der  Punkt  ^  sich  erheht,  der  ganze  Druck  Tlfcos^  nach 
B  übertragen  werde.  Der  Körper  wird  daher  nun  in  B  ange- 
trieben, erstens  durch  die  Kraft  BM^Mcas^,  in  Folge  der 
Reibung  aber  zweitens  durch  die  Kraft  BA^31  s'in^,  und  es 
wird  hiernach  das  die  drehende  Bewegung  erzeugende  Moment 

=  il/ sin  £.OP-;)i  cosg.ÄJp 
sein.   Damit  nun  aber  eine  solche  Bewegung  nicht  entstehe,  muss 

/*ß.cos?>  OPsing  oder  BP>  O/^tgC 
oder  weil    OPtgS=PQ  'st. 

BP->PQ,  d.  h.  BQ  positiv 
sein.     Damit   also  der   auf  der  geneigten    Ebene  EF  liegende 
Körper  ^ßC/J  In  Ruhe  bleibe,  ist  erstens  erforderlich,  dass  die 
Vertikale  OQ  innerhalb  der  Grundfläche  jJß  falle  und  zweitens, 
dass  die  Tangente  des  Neigungswinkels  F  kleiner  als  S  sei. 

Zusatz  I. 
§.  1125.  Hieraus  erlangen  ivir  daher  eine  sehr  leichte  Weise, 
die  Reibung  oder  den  Bruch  d  zu  erforschen.  Man  erbebe  näm- 
lich die  Ebene  FF  so  weit,  dass  der  Körper  auf  ihr  herabzu- 
steigen  anfangt;  alsdann  wird  die  Tangente  des  grössteu  Win- 
kels F,  bei  welchem  der  Körper  noch  in  Ruhe  verharret,  den 
Werth  des  Bruches  ö  ergeben. 

Zusatz  2. 
g.  1126.  Ist  3=V3-  so  "■"■d  «ler  Körper  so  lan^e  in  Ruhe 
verharren,  als  der  Erhebungswinkel  GFE  nicht  grosser  als  18«  26' 
wird.  Ist  aber  S^y^,  so  muss  dieser  Winkel  kleiner  als  'MPI' 
sein,  und  es  wird  demnach  durch  diesen  Winkel  umgekehrt  der 
Werth  von  3  bekannt. 

Zusatz  3. 
§.  1127.     Damit  aber  der  Körper  auf  der  geneigten  Ebene 
in  Ruhe  bleibe,  genügt  es  nicht,  dass  i%GFE  kleiner  als  t>  ist. 
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sondern  es  raasa   auch  die  GrundHäche  des  Ktirpers  so  ausge- 
dehnt sein,  dass 

BP'>OPigGFE 
oder  der  Winkel  BOP  grOsser  als  GFE  werde. 

Anmerkung. 
@.  1128.  In  der  Figur  wird  ein  Tcrtikaler  Schnilt  des  Kör- 
pers dargestellt,  welcher  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit 
O  gelegt  und  zugleich  auf  die  geneigte  Ebene  normal  ist;  in 
demselben  Ist  daher  die  gerade  Linie  OP  auf  jene  Ebene  per- 
pendikulär  und  es  wird  OC  die  Richtung  der  fortschreitenden 
Bewegung,  welchen  die  Schwere  dem  Körper  oinzuflüssen  strebt. 
Es  ergibt  sich  aber  aus  dem  Gesagten,  dass  die  fortschreitende 
Bewegung  gehemmt  wird,  wenn  X^F<^8  ist.  Um  nun  die  Be- 
urtheilung,  ob  der  Körper  eine  drehende  Bewegung  annehmen 
werde,  durchzuführen,  genügt  es  nicht,  den  Durchschnitt  .^£C/) 
und  seine  Basis  AB  allein  zu  betrachten;  da  es  möglich  ist, 
dass  in  diesem  Durchschnitt  der  Korper  nirgends  auf  der  Ebene 
liegt,  sondern  die  Berflhrung  nur  in  den  Endpunkten  des  Kör- 
pers stattfindet.  Alsdann  muss  man  daher  die  ganze  Berührung 
betrachten  und  untersuchen,  auf  welche  Weise  und  um  welche 
Linie  eine  Umwälzung  entstehen  kann,  was  allerdings  nach  der 
Figur  der  Grundfläche  beurlheilt  werden  muss.  Wenn  man  dem- 
nach so  unregelmässige  Körper  anwendet,  dass  dieses  Urtheil 
zu  schwierig  ausfällt,  so  ist  es  angemessen,  die  Erfahrung  zu 
Rathe  zu  ziehen,  ob  der  Körper  zur  Fortwälaung  geneigt  sei. 
Der  frühere  Schluss  in  Betreff  des  Winkels  F  bleibt  aber  ste- 
hen,   und  hängt  keinesweges  von  dieser  Unregelmässigkeit  ab. 

Aufgaüe  4. 
g.  112%.     Wenn  die  Erhebung  der  geneigten  Ebene  zu  gross 
ist,  als    dass    der  schwere   auf  ihr   liegende  Körper  ABCD  in 
Ruhe  bleiben  kann,   so  soll  man   die  Bedingungen  bestimmen, 
unter  welchen  er  allein  mit  fortschreitender  Bewegung  über  der 
geneigten  Ebene  EF  herabsteigen  wird. 
Auflösung. 
(Figur  I4S.)  Es  sei  wie  vorhin  die  Masse  oder  das  Gewicht 
des  Körpers  =jtf,   sein  Mittelpunkt   der   Trägheit  befinde  sich 
in  O  und  es  sei  S  der  Reibungsexponent.     iSefzt  man  den  Er- 
hebuDgswinkel  (jiFE=t,  so  wird  nach  der  Voraussetzung 
tg£>Ä. 
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Aus  tler  Kraft  der  Schwere  OQH  =  M  scliliessen  wir  mm  auf 
einen  Druck  gegen  die  geneigte  Ebene  =  ^cosS=  OP,  und  auf 
eine  zum  Herabs  feigen  antreibende  Kraft  =  ^sinj'zr  OC.  Da  nun 
dieser  die  Reibung  mit  der  Kraft  =  öTWcosg  entgegenwirkt,  so 
wird  der  Kiirper  in  Wirklichkeit  zum  Heralisteigen  angetrieben 
werden  durch  de»  unterschied  beider  Kräfte 

31  s]n  t—SM cost=Mis\nt~Scost), 
wodurch  eine  fortschreitende  Bewegung  hervorgebracht  wird, 
wenn  nur  ausserdeai  keine  drehende  Bewegung  im  Körper  ent- 
steht. Wir  wollen  demnach  sehen;  unter  welchen  Bedingungen 
im  Körper  eine  drehende  Bewegung  um  eine  horizontale,  auf 
die  F.bene  COP  normale  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Träg- 
heit O  gezogene  Äxe  erzeugt  werden  kann.  Sobald  der  Körper 
eine  solche  Bewegung  beginnt,  wird  sogleich  der  ganze  Druck 
il/cos£  nach  B  übertragen,  so  dass  jetzt  der  Körper  durch  die 
Kraft  B31=Mcost  und  wegen  der  Reibung  durch  die  Kraft 
J5^  =  a^cos£  angetrieben  wird,  woraus  das,  die  Drehung  im 
Sinne  BADC  erzeugende,  Moment  sich 

=  d.Wcos£.  OP-M cos  t-  BP 
ergibt.     Damit  also  der  Körper  der  Fortwälzung  nicht  unterwor- 
fen sei,  muss  diese  (Grösse  negativ,  niithiu 

BP>S.OP  oder  fgßOP>Ö 

Zusatz  I. 
g.  1130.  Weil  die  gefundene  Bedingung,  dass  tgBOP>d 
sei,  nicht  ron  der  Neigung  der  Ebene  EF  abhüngig  ist,  so 
wird,  wenn  der  Körper  bei  einer  kleinem  Neigung  der  Fortwäl- 
zung nicht  unterworfen  ist,  auch  bei  einer  grossem  Neigung 
keine  Fortwälzung  zu  befürchten  sein. 


§.  1131.    Ist  demnach  ö  — '/ij,  so  wird,  wenn  nur 

BOP>is'>m' 

ist,  der  Körper  keine  wälzende  Bewegung  annehmen,  sondern 
entweder  auf  der  geneigten  Ebene  ruhen,  oder  allein  mit  fort- 
schreitender Bewegung  herabsteigen. 


§.  J132.  Bei  dieser  Beurtheilung  hat  man  aber  für  den 
inkt  B  nicht  den  Endpunkt  in  dem,  durch  den  Mittelpunkt  der 
fägheit  O  gelegten,  Schnitte  ABCD  anzunehmen,  sondern  sich 
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in  der  ganzeo  Grundfläche,  in  welcher  die  Berührung  geschieht, 
eine  Linie  durch  die  am  weitesten  von  P  entfernten  Endpunkte 
gezogen  zu  denken  und  hierauf  den  Abstand  desselben  von  P 
als  den  Zwischenraum  PB  anzunehmen. 

Aufgabe  5. 
5.  1333.     Ein  Kürper  ist  so  heschaffen,  dass  keine  Fortwäl- 
zung  zu  befürchten  steht;  man  soll  seine  niedersteigende  Bewe- 
gung über  der  geneigten  Ebene  EF  bestimmen, 

Auflösung. 
Es  werde  die  Masse  des  Körpers  oder,  was  dasselbe  ist, 
sein  Gewicht  ^M  und  die  Erhöhung  der  Ebene  über  den  Ho- 
rizont ober  der  Winkel  GFE  =  %  gesetzt,  so  dass  tg£>^  ist, 
weil  sonst  der  Körper  in  Ruhe  verharren  würde.  Es  habe  nun 
der  Körper  in  der  Zeit  =t  auf  der  geneigten  Ebene  den  Weg 
=s  zurückgelegt,  wobei  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ab  be- 
gonnen hat;  weil  nun  die  beacblennigende  Kraft  =  il/sinj^,  welche 
aus  der  Schwere  entspringt,  die  verzögernde  und  aus  der  Rei- 
bung hervorgehende  Kraft  aber  =dA#co»f  ist,  so  erlangen  wir 
hieraus  die  Gleichung 

dds        Msint-SMcost,        ...        . 
^gdt^^  M  ~^'"^      ^''"'^ 

und  hieraus  durch  Integration 

J^^2i-((5in?-5cos£). 

0er  letzte  Werfh  drückt  die  in  dieser  Zeit  (  erlangte  Ge- 
schwindigkeit aus,  und  es  wird  der  inzwischen  zurückgelegte 
Weg  s=firf'Csinf~Äcos;:}. 

Zusatz  ]. 
g.  1134.  Die  Reibung  verhindert  daher  den  Körper  nicht, 
auf  der  geneigten  Ebene  mit  gleichförmig  beschleunigter  Bewe- 
gung herabzusteigen,  da  die  Geschwindigkeiten  im  Verhältniss 
der  Zeiten  wachsen.  Sie  nehmen  aber  in  einem  viel  kleinern 
Verhältniss  zu,  indem,  wenn  die  Reibung  aufgehoben  wäre, 

s=gf^^\nt 
«ein  würde. 

Znsatz  2. 
g.  1135.     Beobachtet  man  die  Zeit  (,   in  welcher  ein  gege- 
bener Weg  s  zurückgelegt  wird,   und  hat  man  zugleich  die  Er- 
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hrihiiiig  der  Eliene  oiler  den  Winkel  £  bestimmt,  so  kann  man 
daraus  auf  den  Relbuiigsexponenleii  3  schliossen,  indem 

sein  iiird. 

§.  1136.  Auf  diese  Weise  uird  man  erforschen  können,  ob 
sich  für  die  Kühe  dersellte  Werth  des  Exponenten  6  ergibt,  als 
fiir  die  Bewegung,  und  zwar  wenn  die  letztere  geschwinder  oder 
langsamer  ist.  Derartige  Versnebe  sind  aber  bedenklich,  weil 
ein  geringer  in  der  Beobachtung  der  Zeit  t  begangeuer  Fehler 
eine  grosse  Sttirung  hervorbringt.  Ferner  muss  man  aber  auch 
auf  den  Widerstand  der  Luft  Rücksicht  nehmen,  weil  dieser  be- 
sonders bei  den  geschvviiidern  Bewegungen  ein  ausgezeichnetes 
Moment  hervorbringen  kann.  Mau  wird  daher  nur,  nachdem 
man  sehr  viele  Versuche  mit  der  hiichsten  Sorgfalt  angestellt 
hat,  auf  etwas  Sicheres  in  dieser  Sache  schliessen  können.  Da- 
mit aber  der  Widerstand  der  Luft  keine  Verzögerung  bewirke, 
ist  es  angemessen,  die  Ehe  e  n  if  el  her  de  Zustand  der 
Ruhe  zu  erheben,  weil  be  ie  hu"  a  en  Be  egungen  ihre 
Wirkung  sehr  gering  ist.     M  a  he  dl  er  al    lann  den  Körper 

so  schwer  als  möglich,  iiiden  an  e  St  k  Ble  nuerhalb  sei- 
nes Cmfanges  einschliesst,  jedocl  so  daä  d  e  C  undOache  aus 
derjenigen  Materie  bestehe,    I  ren  1  e  h  ne  crlorschen  will. 

Be  p  el 
§.1137.  Gesetzt,  die  Län  c  Ie  1  f  I  L/  J  ef  e  6  Fhss  und 
es  werde  die  Zeit  (  beobachtet,  in  welcher  der  Korper  beim 
Niedersteigen  diese  ganze  Länge  zurücklegt;  alsdann  wollen  wir 
sehen,  ein  wie  grosser  unterschied  in  der  Zeit  t  sich  ergehen 
muss,  wenn  die  Reibung  S  sich  um  ein  weniges  ändert.  Da 
nun  p=15%  Fuss  ist,  so  wird  die  Zeit  des  Niedersteigens 

V"'^        "    48      ' 
I25(sin£-ÖcosD' 
Setzen  wir  nun  S^^^  und,  weil  fg£>  %  sein  niuss,  r=20o, 
so  finden  wir  die  Zeit  des  Niedersteigens  (=::3'',652,  oder  sehr 
nahe  i:::=3%  Secunden. 

.1 
Es  sei  nun  d  um  ein  Geringes  grösser,  nBmlich  d^i/g-l-jj^, 

wobei  ^^20"  bleibt,  alsdann  ergibt  sich  die  Zeit  (=4'',45  =  42ji 
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Secundeti.    Wäre  d— yg  —  Tr^und  unverändert  £=20**,  so  würde 
die  Zeit  (  =  3,171  =  3ye  Secuuden  werden. 

Der  hundertste  Theil  der  Einheit  im  Wertlie  von  3  erKeugf 
daher  einen  Zeitunterschied  von  %  Secunden  in  jenem  und  nur 
YaSecunde  in  diesem  Falle,  wesshalb  man  bei  der  Beobaclitiing 
der  Zeit  sehr  aufmerksam  sein  muss.  Gibt  man  der  Ebene  eine 
geringere  Erhebung,  so  dass  eine  viel  langsamere  Bewegung 
entsteht;  so  ist  es  zweifelhaft,  ob  wir  den  Beobachtungen  gros- 
ses Vertrauen  schenken  können.  Die  geringste  Ungleichheit  in 
der  Öhertläche  wird  nümlich  das  Niedersteigen  sehr  zu  stören 
vermögen,  so  dass,  wenn  man  denselben  Versuch  einige  Male 
wiederholt,  die  Erscheinungen  sehr  von  einander  abweichen  kön- 
nen. Wegen  dieser  Ursache  werden  wir,  wenn  ich  auch  hier  die 
Rechnung  auf  die  hinsichtlich  der  Reibung  aufgestellte  Voraus- 
setzung gründe,  doch  eine  keincsweges  vollständige  Ueberein- 
stiminung  erwarten  können,  im  Fall  wir  die  daraus  abgeleiteten 
Schlüsse  mit  der  Erfahrung  vergleichen. 
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Von  der  durch  die  Reibung  verzögerten  drehenden  Uewei/ung 
schwerer  Körper  um  eine  feste  Axe. 


Aufgabe  6. 

§.  JI3S.  Man  soll  beivirken,  dass  ein  Kürper  eich  um  eine 
feste  und  durch  seinen  Mittelpunkt  der  Trägheit  gehende  Ase 
drehen  kOnne. 

Auflösung. 

(Figur  149.)  Soll  der  Körper  sich  um  die  Ase  GG  drehen, 
so  muss  er  an  beiden  Seiten  mit  cylindrischen  Zapfen  CEFD 
versehen  sein,  durch  deren  Mitte  die  Alte  GG  geht,  so  dass 
diese  zugleich  die  Ase  beider  Cylinder  ist.  Ich  nehme  hier  nun 
ferner  an,  dass  die  Axe  GG  durch  des  K'irpers  Mittelpunkt  der 
Trägheit  /  gehe,  obgleich  dieselbe  Struktur  beobachtet  werden 
rnuss,  wenn  die  gerade  Linie  nicht  durch  den  Schwerpunkt  des 
Körpers  gehen  soll.  Dass  während  der  Dauer  der  Bewegung 
diese  gerade  Linie  GG  fest  bleibe,  kann  auf  mehrfache  Weise 
erreicht  werden.  Erstens  können  die  cytindrischen  Zapfen  in 
feste  Ringe  von  derselben  Weite  eingefügt  werden,  innerhalb 
welcher  sie  sich  frei,  wenigstens  mit  Ausnahme  der  Reibung, 
umzudrehen  vermögen.  Wenn  aber  die  Weite  der  Rhjge  die 
der  Cylinder  CEFD  nicht  übertrifft,  so  ist  zu  befürchten,  dass 
in  Folge  der  zu  engen  Einfügung  ein  grosser  Widerstand  ent- 
stehe urii!  wenn  jene  cylindrischen  Zapfen  nur  ein  wenig  an- 
schwellen,  die  ganze,  Bewegung  gehemmt  werde. 

(Figur  150.)  Zweitens  können  die  cylindrischen  Zapfen  auf 
beiden  Seiten  in  den  Kanal  MLN,  welcher  quadratfJirmig  aus- 
gehöhlt ist,  gelegt  werden,    so  dass  die  Berührung  nur  in  den 
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drei  Puiiklen  £,  //  und  F  gcschielit;  wühreiid  nämlich  der  Kür- 
per  sich  innerhalli  dieser  Hriblutigen  heriimdreht,  iileibt  die  Axe 
GG  unbewegt.  Damit  aber  die  Beilegung  nicht  zu  sehr  gehin- 
dert werde,  ist  es  nicht  niithig,  dass  beide  vertikale  Wände  M 
und  IV  den  Cyliiider  berühren,  sondern  sie  können  um  einen 
grossem  Zwischenraum  von  einander  abstehen.  Sobald  nämlich 
der  Kiirper  sich  dreht,  werden  die  cylindrischen  ZapTen  eich  an 
eine  der  beiden  Wunde  anlegen  nnd  es  ist  eben  so,  als  ob  dJe 
andere  fehlte:  diese  wird  daher  nur  hinzugefügt,  damit  der  Kör- 
per, wenn  er  sich  etwa  im  entgegengesetzten  Sinne  drehen 
sollte,  sich  auf  gleiche  Weise  an  sie  anlegen  kOnne. 

{Figur  ]5I.)  Drittens  fe5nnen  die  cyllndrischen  Zapfen  auch 
auf  beiden  Seiten  in  die  Höhlung  ßlLN,  welche  aus  den  zwei 
geneigten  Ebenen  <1iZj  und  iVi  gebildet  i.it,  gelegt  werden.  Auf 
diese  Weise  wird  die  Berührung  hestfindig  in  den  zwei  Punk- 
ten E  und  F  erfolgen  und  die  Axe  GG  in  Ruhe  bleiben,  nenn 
nur  die  Neigung  jener  Ebenen  so  gross  ist,  dass  die  cylindri- 
sehen  Zapfen  sich  nicht  übet  sie  erheben,  weiche  Bedingung 
wir  später  untersuchen  werden. 

(Figur  152.)  Viertens  kann  man  auch  beide  cylindrlsche 
Zapfen  in  Gabeln  legen,  welche  in  der  cyllndrischen  Form  MLN 
ausgehöhlt  sind,  in  denen  der  Körper  während  der  Ruhe  so  liegt, 
dass  die  Berührung  in)  untersten  Punkte  H  erfolgt.  Dreht  er 
sich  aber,  so  wird  die  Berührung  in  einem  andern  höher  gele- 
genen Punkte  erfolgen,  und  da  dieser,  wie  wir  zeigen  werden, 
immer  derselbe  bleibt;  so  wird  die  Axe  GG,  so  lauge  die  drehende 
Bewegung  in  demselben  Sinne  dauert,  unbeivegt  bleiben.  Es  ge- 
nügt hier,  dass  der  Radius  des  Kreises  JOLN  grösser  sei,  als 
der  Radius  der  cyllndrischen  Zapfen,  es  muss  aber  dieser  Höh- 
lung eine  so  grosse  Tiefe  beigelegt  werden,  dass  man  ein  Ueber- 
steigen  des  Körpers  über  die  Grenzen  M  und  ZV  nicht  zu  be- 
fürchten habe- 

Zusatz   ]. 

5.  1139.  Während  der  Körper  auf  diese  Welse  beiderseits 
in  solchen  Höhlungen  liegt  1  u  kt  e  e  en  sie  vermöge  seines 
Gewichts,  und  befindet  s  ch  le  M  ttelpunkt  der  Trägheit  1  in 
der  Mitte,  so  wird  auf  beide  Sete  e  gleicher  Druck  ausge- 
übt. Befindet  er  sich  abe  ht  de  Mitte,  so  Ist  der  Druck 
dem  Abslande  umgekehrt  p  p  t  I  lie  Summe  aber  dem 
ganzen  Gewichte  gleich. 
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§.  1140.  Dreht  sich  der  Körper  aber,  so  hängt  der  Druck 
Dicht  mehr  allein  von  seinem  Gewichte  ah,  sondern  wird  siuh 
in  Folge  der  Reibung  ändern  und  muss  daher  nach  dem  Ver- 
hältniss  der  letztern  hestimmt  ti'erden,  woraus  auch  im  letztern 
Falle  der  Berührungspunkt  hergeleitet  werden  mues. 
Anmerkung. 

5. 1141.  Der  Druck  und  daher  auch  die  Reibung  wird  sehr 
durch  Kräfte  gestört,  welche  den  KOrper,  während  er  sich  dreht, 
ausser  der  Schwere  antreiben.  Um  nun  diesen  Gegenstand  deut- 
lich zu  behandeln,  wollen  wir  zuerst  von  solchen  Krüften  ab' 
strahiren  und  den  Kürper  nur  als  einen  schweren  ansehen,  wel- 
chem im  Anfange  eine  drehende  Bewegung  beigebracht  worden 
ist;  wir  wollen  alsdann  untersuchen,  wie  stark  die  letztere  in 
Folge  der  Reibung  verzögert  werden  muss.  Ferner  wollen  wir 
aber  auch  annehmen,  dass  die  Drehungsaxe  GG  durch  des  Kör- 
pers Mittelpunkt  der  Trägheit  I  gehe  und  da'ss  beide  Zapfen 
gleich  weit  von  ihm  entfernt  seien,  so  dass  der  K(ir(ier  eine 
auf  beiden  Seiten  ahnliche  Gestalt  hat.  Damit  ferner  nicht  schiefe 
Kralle  die  Rechnung  stören,  setzen  wir  fest,  dass  die  gerade 
Linie  GG  zugleich  eine  Hauptaxe  des  Körpers  sein  soll.  Es 
erscheint  nämlich  keinesweges  rathsam,  indem  wir  dem  Körper 
eine  zu  unregelmässige  Form  beilegen,  unsere  Untersuchungen 
durch  schwierige  Rechnungen  zu  verwickeln,  da  die  bis  jetzt 
aufgestellten  Principien  auch  für  die  Entivickelung  dieser  Fälle 
ausreichen,  wenn  Jemand  diese  Arbeit  unternehmen  will.  Der 
in  der  Figui  150.  dargestellte  Fall  ist  in  der  Figur  ]51.  enthal- 
ten, wenn  die  eine  Ebene  vertikal  und  die  andere  horizontal 
wird ;  ferner  werden  wir  sehen,  dass  auch  der  Fall  der  Fig.  152. 
nach  jenen  beurtheilt  werden  kann. 

Aufgabe?. 

§.  1142.  (Figur  153.)  Die  cylindiischen  Zapfen  des  in  der 
Figur  149.  dargestellten  Körpers  werden  auf  beiden  Seiten  zwi- 
schen üwei  beliebig  geneigten  Ebenen  ML  und  NL  unterstützt 
und  es  wird  der  Körper  zur  Drehung  mit  einer  beliebigen  Ge- 
schwindigkeit angetrieben;  man  soll  die  Reibung  und  ihre  Wir- 
kung auf  die  Verzögerung  der  Bewegung  des  Körpers  bestimmen. 
Auflösung. 

Well  wir  den  Miltelpunkt  der  Trägheit  /  in    der  Mitte  der 
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Axe  GG  liegend  annehmen,  so  wird  in  Bezug  auf  die  cylindri- 
sehen  Zapfen  auf  beiden  Seiten  alles  gleich  sein.  Es  sei  daher 
für  den  einen  Zapfen  der  Radius  der  kreisförmigen  (>r»ndfläche 
GE^^GF^f,  und  es  seien  E  und  F  die  Berührungspunkte. 
Zieht  man  nun  die  Vertikale  GH,  so  setze  man  die  Winkel 
EGH=^  und  FGH=7i,  durch  welche  die  Lage  der  Ebenen 
ML  und  NL  bestimmt  wird;  ferner  drehe  sich  der  Körper  nach 
Verlauf  der  Zeit  t  im  Sinne  EF  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
=  ß,  welche  im  Anfange  =£  gewesen  sei.  Weil  nun  auf  die- 
ser Seite  der  Körper  in  den  Punkten  £  und  F  unterstützt  wird, 
so  seien  E  und  F  die  Kräfte,  mit  welchen  der  Körper  gegen 
die  Eheiien  drückt  und  durch  welche  er  umgekehrt,  längs  der 
auf  die  letztem  normalen  Richtungen  EG  und  FG  angetrieben 
wird.  Die  Reibung  wird  ferner  in  den  Punkten  E  und  F,  wo 
die  Berührung  stattfindet,  so  ausgeübt,  dass  der  Körper  in  E 
längs  EM  durch  eine  Kraft  =dE,  und  in  F  längs  FL  durch 
eine  Kraft  =SF  angetrieben  wird  und  man  wird  demnach  auf 
dieser  Seite  die  vier  Kräfte  haben; 

EG=E,  FM=3E,  FG=F  m»\  FL  =  SF, 
und  eben  so  viele  gleiche  auf  der  andern  Seite.  Man  setze  da- 
her die  Masse  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Gewicht  des  Körpers 
=:^M  und  weil  nun  jede  fortschreitende  Bewegung  ausgeschlos- 
sen wird,  so  müssen  diese  am  Mittelpunkte  der  Trägheit  ange- 
brachten  Kräfte  sich  gegenseitig  auflieben.  Man  schliesst  aber 
aus  diesen  vier  Kräften  auf  die  vertikale  aufwärts  gerichtete  Kraft 

Ecos  £  -(-  f  C0S1]  -f  aEsinS— ÖFsin  ij 
und  die  horizontale  nach  der  rechten  Seite  gerichtete 

£sinf— Fsin^— ä£cos?— öFcosi?; 
die  letztere  mnss  verschwinden,  die  erstere  dem  halben  Gewichte 
des  Kurpcrs  gleich  sein.     Hieraus  erhalten  wir  die  Gleichungen ; 

" Esmt-  Fs\n-r,=S(Ecos^  +  Fcas^) 
und  {l  +  S"-){Ecüst-\-Fcosri)~%M;    ' 

M 


E  cos  ^-{-F  cos  11:=^ 
Esin£- 


2(l-fÖ2) 


-i>(l"+ö--')' 
Aus  diesen  Gleichungen  leiten  wir  ab: 

^(sin^+acos^)  _^(sing-^cos£) 

*'-2(l+5^)sin(£+»,)  ""^  '^-2a+d')sin{£-H)' 
lind  weil  die  Kräfte  E  und  F  nicht  negativ  sein  können,  so  hat 
man   hier  sogleich  zu  bemerken,  dass 
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sint>äcose   oder    tgt>d 
sein  muss.    Nun  stelle  man  die  aus  der  Reibung  entspringenden 
Momente  dar,  welche  sein  werden 

der  doppelte  Werth  des  letzten  Ausdrucks  wirkt  der  Bewegung 
entgegen.  Wenn  daher  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers 
in  Bezug  auf  die  Axe  GG  =  Ma^  ist,  so  erhalten  wir  die  Glei- 

und  wenn  man  integrirt, 

2ygf[sin£-|-sin7;-^cosg+dcosjf] 

Zusatz  ]. 
§.  1143.  Je  kleiner  demnach  f  ist  oder  je  dünner  die  cylin- 
drischen  Zapfen  sind,  desto  geringer  ist  die  Wirkung  der  Rei- 
bung. Man  darf  nher  diese  Zapfen  nicht  nach  Belieben  ver- 
kleinern, weil  sie  stark  genug  sein  müssen,  um  die  Last  zu 
tragen,  and  es  muss  die  GrOsse  f  fast  im  halben  VerhäNniss 
des  (iewiehts  M  stehen. 

Zusatz  'l. 
§.  1144.    Ist  ?=Ö0"  und  ij  =  0,    wie  in  Figur  150-,  so   ist 
das  Moment  der  Reibung 

_^3^1+^ 

- "  i+<s^    ■ 

Ist  aber  v\  =  l,  oder  haben  die  Elienen  MLwwAlSh  gleiche 
Neigung  gegen  den  Horizont,  so  wird  das  Moment  der  Reibung 

2,l}/a/sin  g      ;  Mhf 

~(H-ö^)sin2|;-(l-M^)cosr 
wobei  tg£>^  soin  muss. 

Zusatz   3. 
g.  1145.     Am  kleinsten  wird  aber  das  Moment  der  Reibung, 
wenn  man  tgg=iJ  annimmt,  alsdann    wird    nämlich  F=0    und 

^^^wm^i  ^  WTW^ ""'' ''"'"' ''"'  ^''"'"'*  '^"'  '^'""'"-^ 

msf 

"  V^l+lä' 
In  diesem  Falle  stützt   sich  also  der  Körper  allein   auf  die 
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Ebene  ML,  und  es  tritt  die  andere  NL  gar  nicht  in  die  Rech- 
nung ein. 

Zusatz  4. 
§.  1146.  Hieraus  entwickelt  man  leielif  den  Fall  der  Figur 
152.,  wie  auch  immer  die  Gestalt  der  Höhlung  MLN  sein  mag. 
Die  cylindrischen  Zapfen  werden  sich  niimiich  in  einem  Punkte 
O  anlegen,  wd  die  Tangente  mit  dem  Horizonte  einen  Winkel 
bildet,  dessen  Tangente  =S  ist  imd  es  wird  das  Moment  der 
Eeibiing  _     M&f 

~  vr+T^  ■ 

Anmerkung. 
§.1147.  Es  ist  demnach  angemessen,  die  cylindrischen  Za- 
pfen so  zu  unterstützen,  das»  die  ßerührung  auf  heiden  Seiten 
in  einem  einzigen  Punkte  geschehe,  weil  alsdann  das  Moment 
der  Reibung  am  kleinsten  wird.  Zu  diesem  Ende  wird  man  sie 
passend  in  Höhlungen  HiLIS  (Figur  152.)  legen,  welche  die 
Form  eines  Halbkreises,  der  ihre  Dicke  nieht  viel  übertrifft,  ha- 
ben, damit  die  Lage,  welche  sie  hei  der  Bewegung  einhalten, 
wenig  von  der  Lage  der  Ruhe  abweiche.  Ferner  muss  man 
aber  diese  cylindrischen  Zapfen  mögliehst  dflnn  machen,  so  weit 
es  nämlich  ihre  Festigkeit,  im  Vergleich  mit  der  zu  tragenden 
Last,  gestattet.  Ausserdem  pflegen  auch  diese  Zapfen  mit  Oel 
oder  einer  andern  schlüpfrigen  Materie  eingeschmiert  i^u  werden, 
damit  die  Anreihung  desto  mehr  vermindert  und  dem  Bruche  ö 
ein  kleinerev  Werth  verschafft  weide.  Indessen  wird  doch  in 
dem  von  uns  betrachteten  Falle  die  Bewegung  bald  aufhören, 
was  nach  Verlauf  der  Zeit 

. E(I+d')«''sin(£+7i) 

'-2%[sln£+sin^~dc<.s£+3eos^j 
geschieht.  Wendet  man  aber  zur  Erhaltung  der  Bewegung  Kräfte 
an,  so  kann  nach  denselben  Piincipieo  ihre  Uriisse  bestimmt 
werden,  damit  die  Bewegung  gleiclifürmig  bleibe.  Man  pflegt 
ferner  solche  Maschinen,  während  sie  zur  Drehung  angetfieben 
werden,  zur  Hebung  von  Lasten  einzurichten,  und  damit  diese 
Operation  mit  gleichlurmiger  Bewegung  ausgeführt  werde,  be- 
darf es  so  grosser  Kräfte,  dass  sie  nicht  nur  den  Widerstand 
der  Last,  sondern  auch  die  Reibung  zu  ubertvinden  vermügen. 
Wir  wollen  diesen  Fall,  welcher  im  gemeinen  Leben  sehr  häuGg 
vorkommt,  hier  entwickeln. 
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Aufgabe  8. 
§.1148.     Man  wendet  einen  Cylinder  (Fig.  J49.)  zur  Hebung 
Irgend  einer  Last  aii  und  soll  die  an  ihm  anzubringenden  Kräfte 
bestimmen,  damit  mit  Rücksiclit  auf  dio  Reibung  die  Bewegung 
eine  gleichförmige  bleibe, 

Aufiiisung. 
{Figur  134,)  Es  liege  der  eine  cylindrische  Zapfen,  dessen 
Radius  GE=GF=f  ist,  auf  den  zwei  geneigten  Ebenen  ML 
und  NL,  welche  mit  dem  Horizonte  die  Winkel  S  und  i;  bilden. 
Den  letztem  sind  die  Winkel  gleich,  welche  die  nach  den  Be- 
rührungspunkten £  und  F  gezogenen  Radien  mit  der  vertikalen 
Linie  GÄ^  bilden.  Während  aber  der  Körper  sich  im  Sinne  £F 
dreht,  hebe  er  mittelst  eines  in  der  Mitte  umgergllten  Seiles 
eine  Last  —Q,  welche  durch  ihr  Gewicht  Q  am  horizontalen 
Hebel  GS=s  längs  der  vertikalen  Richtimg  SQ  der  Bewegung 
widerstrebt.  Ferner  sei  am  Radius  GR^r,  welcher  von  der 
Vertikalen  GA  um  den  Winkel  AGR  —  0  abweicht,  bestandig 
eine  auf  denselben  normale  Kraft  RP~P  angebracht,  deren 
Grösse  man  sucht,  damit  die  Bewegung  gleichffirmig  bleibe  und 
wobei  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  GG  =  s  ist.  Man 
setze  das  Gewicht  des  Körpers,  durch  dessen  Mittelpunkt  der 
Trägheit  die  Axe  GG  geht,  wie  vorhin  ~M  und  die  Kräfte, 
durch  welche  der  eine  cylindrische  Zapfen  von  den  Ebenen, 
auf  denen  er  in  E  und  Fliegt,  zurfickgestossen  wird,  nämlich 
die  längs  EG=E  und  die  längs  FG^F.  Aus  denselben  ent- 
springen die  Reibungen  Ifings  EM=iSE  und  längs  FL  =  8F, 
und  wie  wir  oben  gesehen  haben,  ergibt  sich  hieraus  die  verti- 
kal aufwärts  gerichtete  Kraft 

=  Ecost  +  Fcos^-i-6(Esm^—Fsm'>i) 
und  die  horiznntale  nach  rechts  gerichtete 

=  £sinj— Fsiii»)-Ä(£cos?+Fcosij); 
beide  muss  man,  weil  der  cylindrischcn  Zapfen  je  zwei  da  sind, 
verdoppeln.  Ferner  erbalten  wir  aus  dem  Gewichte  des  Kör- 
pers die  vertikal  abwärts  strebende  Kraft  :^M  und  aus  der  zu 
hebenden  Last  die  Kraft  ^  Q.  Aus  der  antreibenden  Kraft  P 
entspringt  aber  die  abwärts  treibende  Kraft  =Psinö  und  die 
horizontal  nach  links  gerichtete  =PcosB.  Alle  diese  Kräfte 
inijssen  sich  gegenseitig  aufheben,  und  wir  erbalten  daher  die 
Gleichungen  : 

Ei:ost+Fcosri-\-ö(Es\nt-Fsin-y,)^y^M+y^Q+y^Psa<e 
JSsint— Fsini;--iä(Ecos£+Fcosi?)^V2''cosö. 
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Ec 


2(1+«') 

iinii            _  .    .      ,,  .          ««+JÖ+äP»in6  +  Pco.8 
£s,n5-fm,,= mW) 

ferner 

^-  "  2(l  +  d«).mft+,) 

.ind 

(i¥+  a  +  Pgin  »)  («in  £- «  c»s a -  P(eii» ?H »in  B  cos  6 
■'■-  2(l+««).lii  tt+1) 

Weil  wir  aber  ausserdem  eine  gieiehlnrmige  Bewegung  ver- 
langen, müssen  die  Momente  der  Kralle  in  Bezug  auf  die  Dre- 
liungsaxe  sieli  aufliebeu.  Es  ist  aber  das  l>eschleunigende  Mo- 
ment =:  Pr ,  ferner  sind  die  entgegenstellenden  Mameiite 
—iS(E+F)f+Qs,  wesshalb  nofbwendig 

I«  (iB-f  0-l-Psin  «)  (sin  £  -F  sin  ,  -äcos£-|-&os,)  j 
1     -fiP(oos.,-e.s£-J.in,-a,i.Ocose     I  , 
Pr-Q,=  j-j^  j,j  sbJTFHJ  ' 

sein   muss.     Durch   die  letzte  Gleichung  kann  man    die  antrei- 
bende Kraft  P  bestimmen. 

Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  cylindrischew  Zapfen  in 
kteisfürmigen  Höhlungen  unterstützt  werden,  wobei  die  Berüh- 
rung an  einem  einzigen  Orte  geschieht,  nämlich  da,  wo  die  Tan- 
gente gegen  ilen  Horizont  unter  einem  Winkel  =£  geneigt  ist; 
so  wird   F=0,  also 

{m^-Q-[■Psia6  —  äPcos&)^.gS~3(Mi-Qi-Ps\ae)-^-Pcose 
und  ^_M+Q+Ps<nd-SPccB8 

*■"  '.>(l+öa)cosS 

Aus  der  ersten  dieser  zwei  Gleichungen  folgt 

D (^+Q)(J-tg£) 

'■^— (sinÖ-dcos9)tg£-cosÖ-^siKÖ' 
und  substifuirt  mau  diesen  Werth  In  die  obige  Gleichung,  welche 
jetzt  Pr-Qs^2SEf 

ist;  so  ergibt  sich 
(M-t-Q)  Sf  cos  8=  (M+Q)r  (siiit-äcosO 

.+  es[(sin(9-.Scose)sin£-CcosÖH-&in0)rosa. 
Nun  setzen  wir  S^  tgi,  alsdann  geht  diese  Gleichung  über  iu 
<i)/-|-e)Ain»cos8  =  («-fe)rsin(!:_i)_Oscos(f+()-l), 
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woraus  der  Winkel  g  ermitlelt  werden  muss.     Hat  man  diesen 
gefunden,  so  wird 

(ll/+0)»in(£-t) 
'^-    co.ff+S-i) 
oder  „     Q,     {M{-Q)fAi.lme 

'^-  r'^    rcra(£+8-l)     ' 

§.  1149.     Liegt  der  cyliiidfische  Zapfen    an    einer  einzigen 
Stelle  der  hohlen  Unterlage,    so  ergibt  sich,    wenn  man  für  P 
seinen  Werth  substitiiirt,  der  Druck  an  derselben  Stelle 
(»+g)coa))  ^  («+Q)co.teos8 

*'~2(!+d2)cüsicos(?+e— Ä)        'ieo8(Me~A)    ' 
wobei  d— tili  gesetzt  ist.    Dieser  Drnek  verschwindet  demnach 
in  dem  Falle,  dass  cos9=0,  voransgesetzt  dass  nicht  zugleich 
cos(He  — i)=0  ist, 

Znsatz  2. 
g,  1150.     Setzt  man  aber  e^W,    so  wird 

(iH+e)r.in(£-J)  +  e.sin(J-l)  =  0, 
mithin  in  diesem  Falle  t=l  oder  tg£^d  und 


O' 

aber  nnn 

-■'-2(1+4»)  cosJ 

ä(M+e+J2/_ 
(Hd»)cosl    -1.'"  +  «+ 

,.    Q.+(«-i-a)Ai"' 


A— Qj: 


Znsatz  3. 
g.  1151.     Setzen  wir  ö=-90",  so  wird  zuerst,  weil  F=0 
t,  (.Wl-0-P)tgf=J(«+0-P), 

eil  aber  ferner 

JB+O-P 
*-2(l  +  ä«)co.l;' 

"       «•-    (J4.J>)c„sä; 

Nimmt  man  daher  P=  71/1- Q  an,  so  verschwindet  der  Druelr 
od  also  auch  die  Reibung  und  man  muss 
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iiehmeri. 

Zusatz  4. 
§.  1152.     Wenn  man  aber  in  diesem  Falle,  wo  6—  -90"  ist, 
nicht  P^M^^Q  setzt,    so.  «ird  fgS=d  und 

lind  hieraus  Qs  ■]-{M-\-Q)fa\nk 

^^  r  +  /-shii 

Man  muss  aber  r  so  annehmen,  dass  der  Werth  von  £  nicht 
negativ  wird;  in  diesem  Falle  würde  nämlich  die  JJiiteistCitzniig 
Ton  der  entgegengesetzten  Seite  her  geschehen  und  dort  eine 
Reibung  entstehen. 

Anmerkung  1. 
§.  J1S3.  Auf  diese  Weise  würde  demnach  die  Heibung  ganz 
aufgehoben  werden  küiinen,  indem  man  die  Kraft  P  so  anbrächte, 
dass  sie  mit  dem  Gewichte  des  Kürpers  M  und  der  Last  Q  im 
Gleiehgewitlit  wäre.  Dieser  Fall  würde  aber  in  der  Praxis  ge- 
ringen Nutzen  haben,  weil  die  cylindrischen  Zapfen  innerhalb 
ihrer  Verliefungen,  weiche  weiter  als  sie  sein  müssen,  hin-  und 
herwackeln  nnd  dieser  Fehler  mehr  als  die  Reibung  der  Bewe- 
gung hinderlich  sein  würde.  Ferner  pflegen  aber  die  meisten 
Maschinen  dieser  Art  so  eingerichtet  zu  werden,  dass  die  an- 
treibende Kraft  P  viel  kleiner  als  die  zu  hebende  Last  Q,  mit- 
hin noch  weit  mehr 

P<.M^^Q 
ist.  Wollte  man  nämlicli  eine  der  Last  gleiche  Kraft  anwen- 
de», Sil  konnte  die  Arbeit  ohne  Maschine  ausgeführt  werden, 
wesshalb  man  sich  nicht  darüber  wundern  darf,  dass  mau  in 
diesem  Falle  den  üewinn  der  Reibung  erlangen  kann.  Nimmt 
man  aber  die  Kraft  P  als  gegeben  an,  so  leitet  man  aus  unsern 
Formeln,  zur  Bestimmung  des  Ortes  ihrer  Anbringung,  die  Grösse 
rher;  wenn  daher  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Maschine  =c 
ist,  so  wird  die  Last  mit  der  Geschwindigkeit  h  gehoben  wer- 
den, die  antreibende  Kraft  aber  mit  der  Geschwindigkeit  tr  wir- 
ken.  Wäre  daher  die  Reibung  uicht  der  Bewegung  binderlich, 
so  wurde  Pir—Qss 

sein,  jetzt  aber  wird  in  Folge  der  Reibung 
Ptr-~Qi:s=-2öeEf 
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sein.  Hierbei  Ist  es  angemessen  zu  bemerken,  dass  Per  die 
Wirksamkeit  der  antreibenden  Kraft,  Qis  aber  die  Grösse  der 
in  Einer  Secimde  hervorgebrachten  Wirkung  bezeicbnet,  indem 
!r  und  Ei  die  in  derselben  Zeit  zur iiukge legten  Wege  sind. 
Diess  muss  man  aber  zur  Theorie  der  iMaschinen  reclinen,  welche 
man  angemessener  Weise  besonders  behandelt. 


§.  1154.  Ist  die  antreibende  Kraft  P  nebst  dem  Winkel  ö 
gegeben,  und  sucht  man  den  Abstand,  in  welchem  sie  ange- 
bracht werden  muss  oder  die  Länge  des  Hebels  GR  =  r;  so 
findet  man  sogleich  aus  der  ersten  Gleicbuni?  den  Winke!  J  oder 
den  Punkt  E,  wo  in  der  Hiihlung  die  Berührung  geschehen 
vf'nA,  nämlich 

.    „      a(;t/+QfPaine)-fPcosfl 
*ä^  ^  -^  /lEf  +  Q +/»sin  e  "  SPcos  6  ' 
Um  denselben  zu  erkennen,  stelle  man  zwei  Winkel  iund  g 
auf,  so  dass 

tgA=ö   und  ts^= 


yM+y+/>siu, 


Hieraus  ersieht  man,  dass  S>i  sein  wird,  wenn  cosö>0, 
d,  h.  wenn  die  gerade  Linie  Gfi  aufwärts  gerichtet  ist;  ist  sie 
aber  abwärts  gerichtet,  so  wird  C<A  sein  und  in  diesem  Falle 
konnte  möglicherweise  die  Berührung  im  untersten  Punkte  er- 
folgen,   wenn  nümlich 

'^■-"-cosÖ  — Äslnö 
wäre.    Man  erhält  ferner  den  Druck 

F  _  (^+Q+Psine— aPcose)cos;i' 

_PcosJ.cosfl 

-       üsini 

=  VaCosAV'(j1i+erH-2P(i)!/+0)sine+/>2, 
und  hieraus  schliesst  man  auf  die  Länge  des  Pendels 

GR^r=^^+^-^ViM+Q)-^-V2P{ia-iQ)sm6+P^. 
Damit  nun  för  dieselbe  antreibende  Kraft  P  der  Druck  E, 
also  auch    die  Reibung  so  klein  als  möglich  werde,   muss    der 
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Winkel  0^  —  90»  sein,  oder  man  hat  angemessener  Weise  den 

Hebel  GR  auf  dem  Kadius  GS  anzunehmen.      In  diesem  Falle 

wird,  wie  wir  schon  gesehen  haben, 

l=Ü,  also  t=l,  E^%rM+Q-P)cosX 

und                   „„            Qn.nM+Q-Pjsw}, 
Oli~r  =  ^+ p— . 

Wir  wollen  nun  auch  die  Bewegung  eines  Pendels  unter- 
suchen, welches  auf  ähnliche  Weise  an  cyllüdrlschsn  Zapfen  auf- 
gehängt ist,  ivobei  die  letztern  näiidich  auf  beiden.  Seiten  anf 
je  zwei  geneigten  Ebenen  liegen.  Weil  diese  Bewegung  eine 
wechseinile  ist,  wird  es  angemessen  sein,  diese  Eheuen  als 
gleich  gegen  den  Horizont  geneigt  vnrauszusetzen. 
Aufgabe  9. 

§.  1155.  Ein  Pendel  schwingt  um  eine  hovizoritale  feste  Axe, 
deren  cyllndrische  Zapfen  auf  beiden  Seiten  auf  je  zwei  gleich 
geneigten  Ebenen  liegen;  man  soll  seine  in  Folge  der  Reibung 
gestörte  Bewegung  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  155.)  Es  sei  AEBF  die  Grundfläche  des  einen  cy- 
llndristhen  Zapfens,  welcher  auf  den,  unter  dem  Winkel  ä' gegen 
den  Horizont  geneigten  Ebenen  ML  und  NL  liegt,  alsdann 
werden  die  Berfihrungspunkfe  in  E  und  F  liegen,  so  dass  die 
Radien  GE  und  GF  mit  der  Vertikalen  Jßifl  den  Winkel  =f 
bilden.  Alles  diess  mag  auf  der  andern  Seite  sich  eben  so 
verhalten,  damit  die  Drehungsaxe  die  horizontale  gerade  Linie 
GG  sei.  Ferner  sei  die  Gestalt  des  Pendels  auf  beiden  Seiten 
einander  ähnlich,  und  es  weiche  jetzt,  nach  Verlauf  der  Zeit  t, 
der  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  des  Pendels  von  der  vertikalen 
Lage  um  den  Winkel  JIGI=(p  ab,  von  hier  aus  nähere  er  sich 
der  vertikalen  Lage  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =J2,  so 
dass  die  drehende  Bewegung  im  Sinne  £fii'' erfolge.  Die  ganze 
Masse,  oder  was  dasselbe  ist,  das  Gewicht  des  Pendels  sei 
=  iU,  der  Absfand  G/=A  und  sein  Moment  der  Trägheit  in 
Bezug  auf  die  Drehungsaxe  GG=^Mk\  Was  nun  die  Wirk- 
samkeit der  Schwere  betrifft,  so  darf  man  eich  das  gan/e  Ge- 
wicht M  im  Punkte  /  vereinigt  denken.  Man  setze  den  Radius 
der  cylindrischen  Zapfen  oder  GE=GF:=f,  ferner  seien  die 
Kräfte,  mit  welchen  die  Ebenen  diese  unterstützen,  längs  EG=:E 
und  längs  FG  =  F,  wonach  die  Reibung  längs  EM=dE  und 
längs  FL—öF  sein   wird.     Aus  diesen  Kräften  entspringt  nun 
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wie  oben  @.  1142.,  wobei  i)=g  ist,  en^teos  die  vertikale  aufwärts 
gericbtete  Kraft  —(E-i- F)cosS+S{E~  F)^mS,  zweitens  die 
horizontale  nacb  rechts  gerichtete  =(E — F)sin£— d(£+F)cos£; 
das  Geiiicht  ergibt  ferner  die  abwärts  gerichtete  Kraft  =yW, 
Hiernach  haben  wir  für  die  fortschreitende  oder  die  Bewegung 
des  Mittelpunktes  der  Trägheit  /  erstens  die  vertikal  abwärts 
gerichtete  Äraft 

1)  M-2(E+F)cost—2SiE-F)Bint=P, 
zweitens  die  nach  rechts  gerichtete  horizontale  Kraft 

2)  2{E-F)  sin  ?- 2ä(£ ^■  F)  cosS^  Q. 

Da  aber  die  Geschwindiglteit    des   Mittelpunktes  der  Träg- 
heit =AA  ist,  so  ist  die  vertikale  abwärts  gerichtete  Geschwin- 
digkeit dieser  Bewegung   ^^hSls'iaip    und  die   horizontale  nach 
rechts  gerichtete  ^hSlcosgi;  hieraus  schliessen  wir  (§.305),  dass 
h  sin  <p  dSl  +  h£l  cos  rpdqt  ^  P 
^>                    "ifjdt  ~M 

,      ,,    k  cos  ipdSl  —  hSlsiaanlip       Q 
md     4)    2^jj =  jj 

ist,  wobei  wir  Sldt^—drp  haben. 

Da  ferner  der  Körper  sich  um  die  feste  Ase  GG  dreht,  in 
Bezug  auf  welche  das  Moment  der  auf  Beschleunigung  wirken- 
den Kräfte  =Mhsmq> -23 (E+F)f  ist,  so  wird  (§.585.) 
"  "    _Mhsia<p—2S(E-tF)f 


5) 


'Igdt 


Substituiren  wir  diesen  Werth  in  die  beiden  vorhergehen- 
den Gleichungen,  so  erhalten  wir 

Mh^sm<p''—2Ö(E+F)ßsm<p      kSl^costp  _  P 

'*'  lak^  2g     ~m 

,     „.     Mk''smq>costp^2d(E+F)ßeos<p  .  Ai^^siny       Q 
Müd     7)    — ~        -        jtfAs  +       2f~-Tl' 

also  hieraus 

Mh'^sin>p-'23iE+F)fh_Pün^  +  Qcosq> 

'^>  Mk^  —        m 

,     „,     k£l^      Qs\n>p-Pcascp 
und     9)     -2^  =  - ^ 

Mittelst  dieser  Werthe  hat  man  die  Kräfte  E  und  F  zu 
bestimmen.  Da  aborP+öe  =  iI/— 2(I+d*)(£-Hf)cos£ist,  so  wird 
M— 2(l  +  a2)(E-fF)cos& 

_  itfA'siny(sin9i-f  dcosy)— 23(.EH-F)/7t(sincp-l-a'cosy) 
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und  hieraus 

=  mfi^Mh^sin<p(sm<p+6cos<p)+ '  ^^^ ^■ 

Substiluirt  man  KUH- den  hieraus  sicli  für  jE-|-/^  ergebenden 
Werfh  in  die  obige  Gleichung  5),  so  erhalten  wir 

durch  welche  Gleichung  die  Bewegung  des  Pendels  mittelst  der 
Formel  £ldt  =  —  dq) 

beslimmt  "erden  kann. 

Zusatz  1. 
g.  1136.     Hinsichtlich  des  Druckes  in  E  ist  es  nicht  zwei- 
felhaft,  dass  er  positiv  wird,  der  Druck  in  F  wird  aber  durch 
die  folgende  Gleichung  bestimmt: 

2F[(l+^^)sm2£+^?cos£cos-j>-^-^-cos£sing,J 
^.T/fsiM£-ÄcosS  +  ^cos9,] 


+  —^z-~\^S'f(S-'<p)  -  <^ cos (S—  <p)  -\-  -f^  cos icp  J. 

Hieraus  muss  sich  ein  positiver  Werth  von  F  ergeben,  was 
geschieht,  wenn  nur  tg£>ö  und  tp  ein  kleiner  Winkel  ist. 


§.1157.   Ist  die  Reibung  nicht  vorhanden  oder  (J=0,  so  wird 
dil      /isiii  ip 
^     2gdt~     k^     ■ 
woraus  man   die   oben  bestimmte  Bewegung  der  Pendel    leicht 
herleitet.     Zur  Bestimmung  der  Kräfte  £  und  F  erhalten  wir 
aber  die  Gleichungen: 

2)  2(£-^/.■•M«cos  £-  M  j^Ä^  -  li'  slj.  9.2  +  /i^^i|^^^^"] 

3)  2fA-2sin2g 

=  /Hl  A^sinf— A^sinqjosCf— g))-f g--^ — ^  I, 

und  indem  man  (3)  von  (2J  X'2ein£  abzieht. 
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drehenden  Bewegung  scktoerer  Körper  um  rli 

=  mV Ifl  sin  i-i-/i^  sin  q>  cos  (t+ (}))  +  - 
Beide  Kräfte  E  und  F  werden  positiv,  wt 


tg£> 


'JffA^siny  cos  y-t-M'^ü'si 


K'obei  mau  ; 


igk^  —  'igh^  sin  ^p^  +  hk'^Sl^  cos  (p' 
bemevken  hat,   dass  k^^h^  ist. 


.Zusatz  3. 
§.  1158.     Die  gefundene  Differentialgleichung  (§.  1155.,  Gl. 
11)  geht,  weil  dt=--^  ist,  in  die  folgende.  Form  über: 
0=ßrfß  [(1+02)  Ä-a  cos  J-d/Ä(sii]q5+^cosq5)] 

—  ÖfhSl^dtp  \casip  —  äsinqj]  +  ^i(\-{ö'^)ghcos^s»tipdq>  —  2Sfgil<p, 
und  multiplicirt  mau  di«se  durch 

(i+^)&Host-Sfk(s'mq>-i-äcos'p), 
so  wird  sie  integrabel  und  man  erhült: 
C=Si.'^[a+6-^/^cost-Sß(sm<p-i-Scos<p)]^ 
+  igfd(p[(Hä^)kcostsir,v~m  [(l+3^fi^co.-t~Sß(sin^-töcos(p)}. 
Anmerkung. 
§.  1159.  Wenn  wir  dieses  integral  entwickeln,  so  linden  wir; 

~4ö(l+a^l/5jt>cosS-4ö2/=5A(co8ip-äsin,j>). 

Nehmen  wir  daher  an,  dass  der  Winkel  HGI  im  Anfange 
=  9  gewesen  sei  und  dass  zugleich  das  Pendel  seine  nieder- 
steigende Bewegung  von  der  Kühe  ab  begonnen  habe;  so  wird 
die  Constante  C  so  bestimmt,  dass  wir  haben: 
C=—4(l+5^)'^ghk^cosC''cQs6-S(l+S^)fgk^osSC26~sia2e-Scos26) 
—  AS{\-\-ä-^)fgfe^  e  cosf  —  iS^Pgk  (cosö—  dslnfl). 

Substituirt  man  diesen  Werth,  so  wird  das  Pendel  auf  der 
andern  Seite  so  lange  aufsteigen,  bis  wieder  .^  =  0  wird;  allein 
diese  Bestimmung  kann  man  im  Allgemeinen  nicht  unternehmen. 
Wir  haben  aber  auch  die  Aufgabe  selbst  nicht  im  weitesten 
Sinne  aufgelöst,  so  dass  sie  sich  auf  alle  Pendel  von  beliebiger 
Gestalt  erstreckt,  sondern  wir  haben  erstens  angenommen,  dass 
die  beiden  cyjindriscben  Zapfen  vom  Schwerpunkte  gleich  weit 
entfernt  seien.  Zweitens  haben  wir  einen  solchen  Bau  des  Pen- 
dels vorausgesetzt,  dass  die  durch  den  Mitteli>mikt  der  Träg- 
heit /  der  Drchungsaxo  GG  parallel  gezogene  gerade  Linie  zu- 
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gleich  eine  Hanptaxe  des  KiJrpers  sei.  Fände  diese  Bedingung 
nicht  statt,  so  tviirde  man  nicht  sogleich  die  Momente  der  Kräfte 
auf  die  Urehungsaxe  GG  übertragen  dürfen,  sondern  auch  auf 
die  schiefen  Krüfte,  nclche  an  den  Zapfen  der  Äxe  ungleichen 
Druck  hervorbrächten,  Rücksicht  haben  nehmen  müssen;  en 
würden  sich  daher  auch  die  Formeln  viel  verwickelter  ergeben 
haben.  Um  daher  hieraus  et«as  für  den  Gebrauch  herzuleiten, 
setzen  wir  die  Schwingungen  als  sehr  klein  voraus  und  wollen 
nun  sorgfältig  untersuchen,  auf  welche  Weise  ihre  Beivegung 
durch  die  Reibung  gestört  wird. 

Aufgabe  10. 
§.  1160.  (Figur  155.)  Ein  nuf  dieselbe  Weise,  wie  wir  in  der 

vorliergehendeu  Aufgabe  angenommen  haben,  aufgehängtes  Pen- 
del führt  sehr  kleine  Schwingungen  aus;  man  soll  seine  durch 
die  Reibung  gestörte  Bewegung  bestimmen.- 

Aariösung. 
Es  bleibe  alles,  wie  wir  es  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
aufgestellt  haben,  und  wenn  im  Anfange  das  Pendel  unter  dem 
Winkel  HGI:=(i  geneigt  gewesen  ist,  so  mag  es  seine  Bewe- 
gung in  dieser  Stellung  von  der  Ruhe  ab  begannen  haben.  Nach 
Verlauf  der  Zeit  (  sei  der  Winkel  HGl^rp  und  die  Winkel- 
geschwindijrkeit  im  Sinne  IH=^Sl.  In  der  gegenwärtigen  Hypo- 
these w.erden  die  Winkel  d  und  ip  sehr  klein  sein  und  man  kann 
sie  statt  der  Sinusse  und  Cosinusse  so  einführen,  dass  ihre 
Potenzen,  welche  höher  als  das  Quadrat  sind,  vernachläs- 
sigt werden.  Hiernach  nimmt  die  im  vorhergehenden  g.  herge- 
leitete Integralgleichung  die  folgende  Form  an  : 

-4(l+da)«.9AAacos£2(l-i^q,a)  _,_  6^i\+d^}fffh^a-2<p'')<:oBS 

wo  die  Constante 

C=-4(l-fd2)VA'cosf'a-V2ea)  +  da(i.^5a)^y,a(i_2ö2)cosi; 

-4Ö(H-äi')^i,A3ecos?— 4d»/a5A(l-Äe-yjea) 
Ist.     Entwickelt  man  daher  diese  Gleichung,  so  erhalten  wir 
iia[(l-hö«)Äi'cose^dVÄ]^ 

'-  4%  [{I  +'5*)  A'cos  e-d2/Ä]  (e^-p). 
Hierbei  habe  ich  in  dem  Coefficienten  von  ü^  den  Winkel  (p 
vernachlässigt,   weil  er  in  der  Entwickelung  zu  höheren  Poten- 
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zen  geführt  haben  würde.  Um  diese  Gloichring  auf/.uiiiseii,  setzen 
"ir  der  Kürze  wegen: 

und  (l+ä2)ä/:2cos£2-öa(i4.d2)/Xcos£+62/^=ß, 

na  Aass  wir  erhalten: 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  fl=0,  so  finden  wir,  wie 
weit  daa  Pendel  aufsteigen  wird,    bis   es  wieder  zur  Ruhe  ge- 
langt,     üividiren  wir  aber  durch  2(7(6 — <p),  so  erhalten  wir 
BhiB-\-<p)-^ASf=i^, 

oder   es  wird  das  Pendel  auf  der  andern  Weite  jcnseilfi   //  nur 
dureh  den  Winkel 

-lAlif 
""  Uli 
aufsteigen. 

um   ferner    die    Dauer    dieser    Schwingung    zu    erlurseheii, 
haben  wir,  weil 


£1  = 

üt=-- 


\flBgk{lrß  -  <jfl)  —  iA&fy{H  -  qj)  _      d^ 


V'2  Bgkiß^  -  rp^) — iASfff(6-<p) 

Hieraus  (indet  man  durch  Integration 

A  /Bh(p—ASf\ 

Setzt  man  nun  nach  dem  Obige» 

'iASf      ,       'ph^~ASf 
^  =  '^  +  -ßh     '"^^'    Bhb-Afr-^- 
so  ergiljl  sich  die  Zeit  einer  ganzen  Schwingung 

1=  ~A= 

\/2Bgli' 
welche  also  nicht  von  der  Weite  der  Schwingung  o-bhängt,  so 
dass  alle  sehr  kleinen  Schwingungen  isochron  bleiben,  eben  so 
als  ob  keine  Reibung  da  wäre.  Sie  werden  aber  nicht  in  glei- 
cher Zeit  ausgeführt.  Um  nämlich  zu  bestimmen,  wie  sehr  die 
Reibung  auf  die   Dauer  einer  jeden  Schwingung  störend  ein- 
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wirkt,  suche  man  den  Werfh  m 

der  eylindrischen  Zapfen  oJer  /  als  selir  klein  lietradifen.  Es  ist 
V"ß  ~  (1  +  Ö2)/-co^£  +  2(r-\-äJH-^  cos  S' ' 


^fB  2{l-f-52}Aco8£ 

j  Zeit  Einer  Schwingung  oder 

IS  ersieht  man,  dass  in  Folge  der  Reibung  die  Sehwii 
a  vermindert  werden- 


g.  1161.     Isf   der    Radius  f  der  eylindrischen  Zapfen   sehr 
klein  im  Vergleich  mit  den  Grössen  k  und  h,  so  wird  sehr  nahe 

Ist  daher  der  erste  Bogen  der  niedersteigenden  Bewegung 
=6,  so  wird  der  folgende  Bogen  der  aufsteigenden  Bewegung 

und  es  ist  dieser  zugleich  der  Bogen   der  niedersteigenden  Be- 
wegung in  der  zweiten  Schwingung- 


g.  1162.     Die  auf  einander  folgenden  Schwingungen  werden 
sich  daher  auf  die  folgende  Weise  verhalten: 
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»  C  22, 


<E.  «  s:  ¥ 


3S  I  1         I 


l-N^  II 


gSSSgS 
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g.  1164.  Damit  demnach  das  Pende!  wenigstens  Eine  Schifiu- 
giing  ausführe,  muss 

"^  Bk 

sein,  wo   ii=  ,,  .  t,,— — ^  ist.      Damit    es   zwei    Scliwiiisunaeii 
'  /(       (l-|-ö')cos£  "     '^ 

ausführe,   innss  SASf 

^^  Bh   ' 

damit  es  drei,  ,, .  &ÄSf 

'^>"Br 

und  im  allgemeinen  muss,    damit  es  n  Sehningungeii  ausführe, 

"^'"B* — 

sein,  Hierhei  darf  man  aher  die  Zyhl  n  nicht  grüsser  anneh- 
men, als  dass  der  Winkel  0  noch  klein  genug  bleibe. 

Anmerkung  1. 
§.1165.  Was  die  Verminderung  der  einzelnen  Schwingungs- 
Zeiten  betrifft,  so  ist  es  angemessen,  zu  bemerken,  dass -^  den 
Abstand  des  Schwingungsmifteipuuktes  von  der  Drehungsaxe 
bezeichnet  und  setzt  man  denselben  7=1,  so  wird  die  Zeit  Ei- 
ner Schwingung 

Hier  bemerke  man  aber  zuerst,  dass  tgj!>-Ä  genommen  wer- 
den muss,  damit  die  Axe  GG  unbewegt  au  ihrem  Orte  bleibe. 
Ist  daher  ;  =  3Fuss,  In  welchem  Falle  das  Pendel,  wenn  die 
Reibung  nicht  im  Wege  stände,  fast  in  den  einzelnen  Secunden 
seine  Schwingungen  ausführen   würde;  so   sei   der  ßadius   der 

kleinen   Axen  oder  /"— ijjTj  und  man   nehme   ferner  5=.^!^    und 

£  =  20"  an.     Alsdann  wird  die  Zeit  Einer  Schwingung 

"  V^V     'isl'Jiy'' 

so  dass  wegen  der  Reibung  erst  nach  28191  Schwingungen  oder 
nach  fast  8  Stunden  ein  Fehler  von  1  Secunde  entsteht.  Damit 
in  eben  diesem  Falle  das  Pendel  n  Schwingungen  ausführen 
könne,  ehe  es  zur  Ruhe  gelangt,  rauss 
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fl>^^~"g-  oder  Ö>  4,3905(2«-!)  Secuntlen 
sein.   Soll  es  also  100  Schwingungen  ausführen,  so  mus  ö>874" 
oder  >  14'  34"    angenommen    werden.       Nimmt   man    demnach 
0=5**  an,    so  wird  das  Pendel  '2050  Schwingungen  ausführen, 

ehe  es  zur  Ruhe  gelangt.  Ist  /  grüsser  oder  kleiner  al»  ^^t 
so  ergibt  sich  die  Wirkung  der  ßeibung  in  demselben  Vethält- 
niss  grösser  oder  kleiner. 

Anmerkung  2 

§.  1166.  Da  wir  jetzt  die  Bewei;uri?  der  Korpei  um  eine 
feste  Axe  bestimmt  halten,  so  gehen  «ir  zu  andern  Arten  der 
Bewegung  fiher,  bei  vvelehen  der  Kliriier  wahrend  er  oich  be 
wegt,  eine  gewisse  Oberfläche  streift  Hier  muss  man  daher 
vorzüglich  die  Figur  des  Korpers,  in  so  lein  nach  nnd  nach 
andere  und  andere  Theile  die  Oberflache  beruhien  »n  Betracht 
ziehen,  woUei  uns  zuerst  solche  Kfirper  aufstossen,  welche  be- 
ständig in  einem  und  demselben  Punkte  die  Oberfläche  beruh, 
ren.  Uiess  ist  nämlich  der  Fall  der  in  eine  Spitze  ausgehen- 
den Kreisel,  mit  welcher  Spitze  sie  beständig  auf  der  Oberfläche 
stehen;  es  wird  angemessen  sein  ku  bestimmen,  wie  sehr  die 
Bewegung  dieser  Kreisel  in  Folge  der  Reibung  der  Spitze  ge- 
stört wird. 

Ferner  stossen  uns  Körper  auf,  welche  zwar  nur  in  einem 
einzigen  Punkte  die  Oberfläche  berühren,  wobei  aber  dieser 
sich  beständig  verändert,  wie  dieas  geschieht,  wenn  Kugeln 
und  andere  sphäroldische  Körper  sich  über  einer  gewissen 
Oberfläche  bewegen,  und  ausser  der  fortschreitenden  mit  einer 
beliebigen  drehenden  Bewegung  fortrücken.  Um  in  diesen.Fäl- 
len  die  Wirkung  der  Reibung  kennen  zu  lernen,  muss  die  Rich- 
tung der  Bewegung,  bei  welcher  der  Berührungspunkt  die  Ober- 
Bäche  streift,  in  jedem  Augenblicke  betrachtet  werden,  weil 
dieser  die  Richtung  der  Reibung  entgegengesetzt  ist. 

Es  folgen  nun  die  Fälle,  in  welchen  der  Körper  zwar  im- 
mer mit  derselben  Grundfläche  die  Oberfläche  berührt,  wie  dieas 
bei  der  fortschreitenden  Bewegung  geschieht,  wobei  aber  der 
Körper  sich  zugleich  um  eine  auf  die  Grundfläche  normale  Axe 
dreht,  so  dass  eben  diese  Grundfläche  sich  über  der  Oberfläche 
herumdreht.  Hierauf  wollen  wir  zur  Bewegung  cylin  drisch  er 
Körper  über  ebenen  Oberflächen    fortschreiten,    wobei    die  Üe- 
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i'ütining  etete  längs  einer  geraden  Linie  geschiebt,  durch  deren 
Bewegung  und  Druck  die  Reibung  bestimmt  werden  inuss.  Ha- 
ben aber  Körper  eine  «o  irinklige  Figur,  dass  während  ihrer 
Bewegung  stets  andere  Ecken  die  Oberfläche  berühren,  so  kön- 
nen wir,  weil  ein  Zusammenstoss  eine  solche  Bewegung  beglei- 
tet, so  bald  eine  neue  Ecke  aur  Berührung  gelangt,  die  Bewe- 
gung derselben  hier  noch  nicht  entwickeln,  sondern  müssen 
vorher  die  Art  des  Zusammenstosses  darsteilen. 

Nach  dieser  Eintheiiung  wollen  wir  daran  gehen,  die  Be- 
wegung der  in  eine  Spitze  ausgehenden  Kreisel  über  einer  ho- 
rizontalen Ebene  'zn  bestimmen. 


y  Google 


Kitp.  tV,    Von  der  Bewegiiuff  der  i 


Von  der  Bewegung  der  in  eine-  Spitze  ausgehenden   Kreisel 
über  einer  horizontalen  Ebene,  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung. 


Aufgabe    11. 
§.  1107.     Ein  Kreisel  beivegt  sich  aui'  beüebij^e  Weise  ü))er 
einer  liorizontalen  Ebene,   und  es  ist  in   de»  einzelnen  Augen- 
blicken sein  Druck  gegen  die  Ebene  gegeben;  man  soll  die  Rei- 
bung und  die  fortschreitende  Bewegung  des  Kreisels  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  156.)  Es  stelle  das  Papier  die  horizontale  Ebene  vor, 
über  welcher  der  Kreisel  fortgeht,  dessen  durch  den  Mittelpunkt 
der  Trägheit  und  die  Spitze  gehende  Ase  jetzt  nach  Verlauf 
der  Zeit  t  die  Lage  AIP  einhält,  so  dass  /  der  in  der  Höhe 
liegende  Mittelpunkt  der  Trägheit,  F  aber  die  Spitze  ist,  welche 
die  horizontale  Ebene  berührt;  man  setze  den  constanten  Zwi- 
schenraum lF=^f.  Aus  /  fälle  man  auf  die  Ebene  das  Perpen- 
dikel IG,  und  indem  man  in  der  Ebene  die  gerade  und  nach 
einer  festen  Weltgegend  gerichtete  Ase  OV  annimmt,  ziehe 
man  auf  dieselbe  aus  G  und  F  die  normalen  Linien  GX  und 
FZ,  imd  eben  so  durch  G  die  Linie  KL:\^OV.  Man  setze 
den  Winkel  FIG=i},  derselbe  drückt  die  Abiveichung  der  Krei- 
selaxe AF  von  der  vertikalen  Lage  aus,  ferner  den  Winkel 
KGH^^tp,  welcher  die  Abweichung  der  vertikalen  Ebene,  ivorhi 
jetzt  die  Axe  des  Kreisels  sich  befindet,  von  einer  über  OV 
oder  LK  errichteten  vertikalen  Ebene  darstellt.  Es  wird  dem- 
nach GI=fcQSQ  und  GF=fBinQ, 
ferner             G7V=: /'sin  p  cos  ^  und   FN^ f sin  Qsh^q^. 
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Ausserdem  sei  OXz^x  und  SG^:=y,    vvoDacli  zur  Bestim- 
miiiig  des  Punktes  F 

OX=x — /"sinjcosg)   untl    ZF^ i/-if^inQsiuq> 
ist  und  woraus  inttn  auf  die  ßenegung  der  Spitze  F  schlieeseu 
kann.     Die  Geschwindigkeit  derselben  iiacli  der  Richtung    0  V 

Oller  IV6r  ist  dx — /V/.  sing  cos  ip 

~  dt  ''■ 

und  nach  der  Richtung  NF 

rfiy-f /ij.singainqj. 


dt 

neun  diese  beiden  nicht  verschwinden,  wird  sich  die  Spitze 
über  der  Ebene  bewegen  und  eine  Reihung  hervorbringen,  um 
die  Richtung  der  letztem  zu  finden  sei  Ff  die  Richtung,  nach 
welcher  die  Spitze  fortschreitet  und  verlängert  man  dieselbe 
rückwärts  «ach  L,  so  gibt  FL  die  Richtung  der  Reibung  an. 
Setzt  man  zur  Bestimmung  der  Lage  dieser  Linie  den  Winkel 
FLG=w,  so  wird 

"  dx — fii.  sin  5  cos  (p 
rs'un  sei  der  Druck,  H'elchen  die  Spitze  gegen  die  Ebene 
ausübt,  =-?7,  wobei  das  Gewicht  des  ganzen  Kreisels  =:i)l/ ist; 
alsdann  wird  in  Folge  der  R«ibung  der  Kreisel  in  F  nach  der 
Richtung  FL  durch  eine  Kraft  =  Sil  angetrieben  und  zerlegt 
man  dieselbe,    so  ergeben  sich  die  Kräfte 

längs  AO^ÄJIcosto  und  längs  FZ  =  Sn>»aa. 
Um  demnach  die  fortschreitende  Bewegung  des  Mittelpunk- 
tes der  Trägheit  I  zu  bestimmen,  denke  man  sich  ausser  die- 
sen Kräften  der  Reibung  die  abwärts  längs  IG  antreibende 
Kraft  =M-~n  an  ihm  angebracht;  alsdann  erhalten  wir  nach 
den  Principien  der  Bewegung  folgende  drei  Gleichungen: 

ddx dllcosa        ddy   __       flITsin  o> 

■2gdfi~  ^1      '    "igdt^  ~  ~      M 

woraus  man  sogleich  die  Gleichung 

sin  mddx=  cos  addy 
ableitet.     Mittelst  dieser  Gleichungen  bestimme  man,  wenn  man 
die  Winkel  q  und  w   zur  Zeit  t  als    bekannt  betrachtet,  zuerst 
■^,  hieiauf  die  Differentiale  dx  und  dy   und  mittelst  derselben 
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endlich  den  Winkel  ra  aus  der  Gleicliuiig 

^      _dy+fd. sin  Q  singt  ^ 
°        dx — fd .  sin  Q  cosqj* 

Zusatz   I. 
§.  1168.     Sulistituirt  man  statt  -ü  den  durch  @  ausgedrück- 
ten Werth,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grössen  x  und  y 
diese  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

ddx:=  —  23g  cos  oj  dP"  ~  Sfcos  a  dd .  cos  5 
und  ddy:=:~'^iögs\niodl^ — 5fs,\a(odd.cos(i. 

Zusatz  2. 
§.  1169.  Zur  Bestimmung  der  Richtung  der  Reibung  oder 
der  Linie  FL  in  Bezug  auf  die  gerade  Linie  FH  wird,  da  der 
Winkel  LGF=q>  und  f'Z,G=a. ist,  der  Winkel  GFL^l&y—p—a. 
die  Reibung  selbst  aber  ^^SII;  ausgenommen  wenn  die  Geschwin- 
digkeit der  Spitze  F  Null  wird,  in  welchem  Falle  die  Reihung 
plötzlich  verschwindet.  Diess  geschieht,  wenn  wir  haben 
dx  =^fd. sin ^ cos g}  und  dy=i — /W.sinpsingj. 

Anmerkung. 

§.  1170.  Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  noch  nichts 
schllessen,  da  eine  Relation  der  Veränderlichen  w  und  J7  oder 
Q  zur  Zeit  t  bis  jetzt  nicht  bekannt  ist,  diese  vielmehr  erst  aus 
der  drehenden  Bewegung  hergeleitet  werden  muss.  Hat  man  diese 
aber  gerundon,  so  wird  man  durch  die  hier  gegebenen  Formeln 
die  Veränderlichen  x  und  y,  und  so  die  fortschreitende  Bewe- 
gung des  Mittelpunktes  der  Trägheit  I  bestimmen  können.  Wir 
wollen  daher  den  Winkel  a>  in  die  Bestimmung  der  drehenden 
Bewegung  einfuhren,  wenn  auch  seine  Relation  zu  den  Winkeln 
Q  und  <p  und  der  Zeit  angegeben  weiden  kann.  Da  nämlich 
coswd^+Z'cosmtLsin^sing)— siniada:-|-/sinMrf.sinpcos9)  —0 
ist,  so  setzen  wir,  damit  man  x  und  g  um  so  leichter  fortschaf- 
fen kiinne, 

fcos  oiiZ.sin  jsin  9)  + /sin  cad.sio  q  cos (p=^sdt, 
wodurch  wir  erhalten 

1)     cos  wrfy— sin  0)  dx-\-sdt  ;=  0. 

Diffetentiirt   man  diese   Gleichung,    so    erhalten   wir,    weil 
iLOsmddy=:s\u(i)ddx  ist, 

•2)    -.i„„„,-,».rf,+'||'=0. 
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Dlfferentiirt  man  auch  diese  wieder,  so  ergiebt  sich,  weil 

, ,     .             , ,            2Sgndt^  .  , 
sintaddi/  -\- cos  iüdda:=: ■■„    "•  'stj 

Ol   — ~o"— — cosro«ytto3+ sinci)rf;caM+ rii«. -7~=U. 
Zu  dieser  addire  man  die  durch  da  multiplicicte  Gleichung 
1),  und  dividire  hierauf  durch  dt,  alsdann  erhalten  wir 

Diese  Gleichung  drflcfet  eine  Relation  zwischen  s,  w,  11  und 
t  aus,  welche  vielleicht  in  der  Folge  in  Gebrauch  kommen  kann. 
Es  enthält  aber  s  die  Winkel  q,  tp  und"  m  und  es  ist 

TT      ^     fdd  .cosp 

}0  ^    "*"     'igdt'^     ' 
so  dass  hier  noch  die  vier  Veränderlichen  q,  (p,    w  und  t  vor- 
handen sind. 

Aufgabe  12, 
g.  1171.     Während  ein  Kreisel  sich  beliebig  über  einer  ho- 
rizontalen  Ebene  bewegt  und  Reibung    erleidet,  soll   man  die 
Momente  der  Kräfte,  welche  ihn  antreiben,  in  Bezug  auf  seine 
Hauptaxc  bestimmen. 

Aufllisung. 
(Figur  157.)  In  der  um  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  1  des 
Kreisels  beschriebenen  Kugel  stelle  der  Kreis  GZH  eine  verti- 
kale Ebene  vor,  in  welcher  jetzt  die,  durch  den  Mittelpunkt  der 
Trägheit  /  und  die  Spitse  F  gezogene,  Ase  des  Kreisels  AIF 
sich  befindet.  Dieselbe  sei  zugleich  eine  Hauptaxe  des  Krei- 
sels, und  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  der  Trägheit  =31a% 
die  üwei  übrigen  Hauptasen  mögen  aber  von  /  aus  die  Punkte 
B  und  C  der  Kugel  treffen  und  in  Bezug  auf  sie  die  einander 
gleichen  Momente  der  Trägheit  =Mc^  sein,  so  dass  in  unsern 
allgemeinen  Formeln  b'^  —  c^  ist,  wie  wir  schon  oben  angenom- 
men haben.  Wird  Z  als  der  Scheitelpunkt  der  Kugel  voraus- 
gesetzt, so  wird  der  Bogen  ZA=^q;  wir  wollen  aber,  indem 
wir  die  Bogen  ZB  und  ZC  ziehen,  wie  oben  ZA  =  l,  ZB  =  m 
und  ZC=^n  setzen,  so  dass  Qr=l  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen sind  die  Kräfte,  durch  welche  der  Kreisel  angetrieben 
wird,  erstens  sein  Gewicht  M,  welche  im  Mittelpunkte  der 
Trägheit  /angebrachte  Kraft  keine  Momente  liefert;  zweitens 
ist  der  Druck  vorhanden,   mit  welchem  die  horizontale  Ebene 
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der  Spitze  F  entgegen  wirkt  und  deren  Rlchfiiug  die  vertikal 
nach  oben  gezogene  Linie  FH  ist.  Setzt  man  diese  Kraft  =il, 
so  haben  wir,  wie  wir  gesehen  haben, 

n        fdd.cosQ 

m~    '^     2ffdf      ■ 

Endlich  wird  der  Kreisel  in  F  durch  die  Reibung  =§II  an- 
getrieben, wenn  die  Spitze  nicht  etwa  ruhet,  die  Richtung  die- 
ser Kral't  ist  die  horizontale  Linie  FL.  Zur  Bestimmung  ihrer 
Lage  ziehe  man  den  horizontalen  grüssten  Kreis  GAH  und 
nehme  auf  demselben  nach  §.  1169.  den  Bogen  H./l=miy>~<p-a 
oder  GAr=  rp  -\-ia  an,  wo  tp  die  Abweichung  der  Ebene  GLH 
von  einer  gewissen  festen  vertikalen  Ebene  bezeichnet.  Der 
Winkel  a  niuss  aber  durch  die  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
gegebenen  Formeln  bestimmt  werden,  und  es  wird  die  Richtung 
FL  dem  Radius  lA  parallel  sein.  Um  nun  die  Momente  dieser 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  Hauplasen  zu  ermitteln,  zerlege'  man 
zuerst  die  Kräfte  nach  den  Riclitungen  dieser  Axen,  zu  welchem 
Ende  man  sie  als  im  Mittelpunkte  der  Trägheit  angebracht  be- 
trachte. Die  in  der  Richtung  IZ  angebrachte  Kraft  Fn^  Tf 
ergibt  aber  die  folgenden  Kräfte; 

längs  lA,  ncosZA~ncosl 
längs  IB,  J7cos2S=  Jlcnswj 
längs  IC,  nmaZC=  Hcosn. 

Hierauf  zerlege  man  die  in  lA  angebrachte  Kraft  FL=SII 
in  die  Kräfte: 

1)  Vän^s  lA,  =SncoaAA, 

2)  längs  IB,  —SllcaäB/i 
und                3)     längs  IC,  ^SncosCA. 

Um  diese  aber  zu  entwickeln,   sei  ZA' jener  feste  vertikale 
Kreis,  also  der  Winkel  JiZA  =  ip,  ausserdem  setzen  wir  wie  oben 
(g.  857,),   die  Winkel  XZA=)..  XZB=^    und  XZC=v,    so 
dass  ^  =  1  wird.     Weil  nun  AZA=\m°—k~a  ist,    so  wird 
XZA  =  \m''—a    und    hieraus   BZ^  =  fi+m-180"  und    CZA 
~1800--v  — ra;  also,  weil  ZA  ein   Quadrant  ist, 
cos  4vi  =  — sin/cos  (i  +  (u), 
cosBA  =  — 5injiieos(((-|-M) 
und  cosCA=  -smncosiv+oi). 

Wir  erhalten  demnach  die  Kräfte 

längs  W  =  -ffc<)8/-^//sin/cos(Ä-^(^) 
längs  IB  =  -7Tcos)B — öTTsini/icosCfA+D}) 
und  längs  /C=  n  cos  n  —  ö  11  sinn  cos  (vi- la), 
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welcbo  mau  sich  aber  als  im  Punkte  F  angebracht  zu  denken 
hat  und  wobei  IF  =  f  ist.  Hieraus  schliesst  man  auf  ihre  Mo- 
metite  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen,  und  da  wir  dieselben  oben 
durch  P,  Q  und  H  bezeichnet  haben,  so  erhalten  «ir 

Q  =  JJ/-cos«— d/'JTsinHcos(v+p) 
/e=  ~JJ/'cosm  +  Ö/'irsinmcos(n+«). 

Aufgabe   13. 
g.  117"2.  Nachdem  diese  Momente  der  Krnfte  gefunden  sind, 
soll  man  die  Gleichungen  darstellen,    in  welchen  die  durch  die 
Reibung  gestörte  Bewegung  eines  über  einer  horizontalen  Ebene 
fortgehenden  Kreisels  enthalten  ist. 

Auflösung. 
(Figur  J37.)  Es  halte  zuerst  iiir  die  drehende  Bewegung 
nach  Verlauf  der  Zeit  (  der  Kreisel  die  in  der  Figur  dargestellte 
Lage  ein,  wobei  alle  eben  aufgestellten  Bezeichnungen  diesel- 
ben bleiben.  Es  drehe  sich  ferner  der  Kreisel  jetzt  um  dteAxe 
10  im  Sinne  ABC  mit  der  Winkelgeschnindigkeif  =  Sl,  und 
es  seien  zur  Bestimmung  des  Punktes  O  die  Bogen  AO^=a, 
BU  =  ß  und  CO  =  y.  Ferner  setze  man  .Sicoso;=3^,  ücos(5=j/ 
und  ücos)'=i,  welche  Grössen  durch  die  eben  gefundenen  Mo- 
mente so  bestimmt  werden,  dass 

llx^O,    also  j;  zi:  Const. 
sei.     Setzt  man  demnach  x^i,  so  werden  nir  zur  Bestimmung 
der  Grössen  y  und  i  die  Gleichungen  haben: 

und 
dz~''^^hydt=--ff^\<iOsm--SBmmcoB(i.\m)-\{^.m.). 

Ferner  haben  wir   gezeigt,    dass   man  zur  Bestimmung  der 
Bogen  /,  m,  n  und  der  Winkel  A,  ;*,  v  die  Gleichungen  hat: 
sin/(//=[3/cosH  — j:cosm]rfi 
sin  wi  «im = [s  cos  / — h  cos  i*]  dt 
»in  n  dn ^[h cos m~j/ cos l]  dt 
emPdK=-—[ycosm+zconn]dt 
s'min^dii  =  —  [z  cos  n  +  A  cos  l\  dl 
s\nnMv=—[kcosl-\-ycosm\dt 
Hierbei   hat  man  ausserdem  folgende  Relationen  zu  merken  : 
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■iber  e 

ine; 

r  hoThc 

^7^t 

sin /sin  1 

-« 

sin(f»- 

-l)  = 

-; 

iin  Ismi 

-l)z= 

_! 

cos /cos 

III 

sin/sin 

sin  (v  - 

~l)  = 

+ 

cos,n 

_, 

talcH  Ebene  etc.  fi73 


(iiittelst  deren  die  Winkel   fi  «nd  v  folgendermaasseii  diircli  A 
|J€sfimnit  werden; 

cos  fi 


—  sin  A cos 

/cosj/i — ( 

[oslcosn 

;inlsinm 

—  cosicüs 

Icosn — * 

ihacosm 

''                        1 

i>in/sin>i 

-sinAcosi 

!cosM  +  ci 

isicosOT 

£in/si 
Hierbei  ist  noch 

Der  Winkel  w  ist  aus  der  fortschreitenden  Bewegung  ein- 
getreten, setzen  wir  nun  in  der  Figur  156.  der  ünterseheidung 
wegen  die  dem  Mittelpunkte  der  Trägheit  I  angeliürigen  Coor- 
dinaten  OX^^XunA  XG^=y,  wobei  Gl^fcosl  ist;  so  müssen 
wir  zu  den  obigen  Gleichungen  noch  die  folgenden  hinzufügen : 

ddX  Sn  ^:iK—      ^  ■ 

2^<Z(2—        ^cosco,     2ffd^~       i)!/  *'"" 
und 

coswrfF — sin(odA^-|-/'coscorf.siii/sinl+/'siniarf.sin/cosi=0. 
Durch  diese  Gleichungen  wird  alles,  was  sowohl  die  fort- 
schreitende als  die  drehende  Bewegung  betrifft,  bestimmt.  Wol- 
len wir  zuerst  die  Grössen  -X  und  F  aus  der  Rechnung  aus- 
schliessen,  so  genügt  es,  statt  dieser  drei  letzten  Gleichungen 
die  folgende  einzige  anzuwenden.      Setzt  inan  zu  diesem  Ende 

sdt=fcos  ad .  sin  /  sin  i  +/'sin  w  d .  sin  /cos  i, 
oder  substituirt  mau,  indem  man  diese  Differentiationen  ausführt, 
statt  (//  und  dX  ihre  obigen  Werthe,  so  wird 

s  =  — /^sinn  sin(co+v)+/J:sinmsin  (w  -(-fi) 
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iinil   es  ist  die  statt  jener   drei  anzuwendende  olien  gef 


^ejirdl 


^i-sda-l-d- 


Anmerkuiig  1. 

§.  il73.  Die  grosse  Menge  dieser  Gleichungen,  vorzüglich 
über  der  in  die  ersten  Gleichungen  eintretende  Wintel  m  ist  die 
Ursache,  dass  wir  ihre  Auflösung  auf  keine  Weise  unternehmen 
können.  Hiernach  wird  offenbar  die  Bewegung  der  Kreisel  In 
Folge  der  Reibung  so  sehr  gestört,  dass  wir  aus  diesen  Glei- 
chungen auf  durchaus  nichts,  woraus  man  diese  Bewegung  er- 
kennen könnte,  zu  echliesseii  vermOgen.  Wenn  wir  aber  die 
Ursachen  dieser  Bewegung  nur  beiläufig  betrachten,  so  ist  es 
einleuchtend,  dass  der  Mittelpunkt  der  Trägkeit  /  nicht  nur  auf 
einer  vertikalen  geraden  Linie,  wie  es  ohne  die  Reibung  geschah, 
auf-  oder  niedersteigen,  sondern  auch  eine  horizontale  Bewe- 
gung erlangen  wird,  welche  aus  der  Kraft  der  Reibung  hervor- 
geht. Da  nun  die  Richtung  der  letztern  der  Bewegung  der 
Spitze  entgegengesetzt  ist,  so  wird  der  Mittelpunkt  der  Trägheit 
zu  einer  Bewegung  nach  derselben  Richtung  angetrieben,  wess- 
halb  dieselbe  weder  gleichförmig  noch  geradlinig  ist.  In  so  fern 
sie  aber  gekrümmt  wird,  wird  sie  an  der  Seite  convex  sein, 
nach  welcher  die  Spitz«  fortschreitet.  Auf  ähnliche  Weise  wird 
auch  die  drehende  Bewegung  sowohl  hinsichtlich  der  Geschwin- 
digkeit, als  auch  der  ürehungsaxe  im  höchsten  Grade  gestört 
werden,  worüber  man  kaum  etwas  aus  der  Betrachtung  der 
Reibung  zu  erweisen  vermag. 

Anmerkung  2. 

§,  1174.  Diese  so  grosse  Störung  der  Bewegung  dauert  aber 
nur  so  lange,  bis  die  Reibung  aufhört,  und  dass  diess  endlich 
eintreten  muss,  leuchtet  von  selbst  ein,  indem  nämlich  die  Be- 
wegung in  Folge  der  Reibung  beständig  verzögert  wird.  Die 
Reibung  kann  aber  nur  aulTiüren,  wenn  die  Spitze  des  Kreisels 
an  demselben  Orte  bleibt,  wessbalb  nothwendig  die  Bewegung 
so  gemässigt  werden  muss,  dass  dieSpitze  endlich  in  demselben 
Punkte  der  Ebene  verbleibe,  wenn  nur  diess  geschiebt,  ehe  der 
Kreisel  niederfällt.  Ist  nSmlich  diesem  zuerst  eine  zu  langsame 
drehende  Bewegung  beigebracht  worden,  so  wird  er  ohne  Zwei- 
fel niederfallen,  ehe  jene  Erscheinung  eintritt.  Hieraus  kann 
man  umgekehrt  scbliessen,  dass,  wenn  die  Bewegung  geschwind 
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genwg  gewesen  ist,  rfie  Spitze  des  Kreisels  durch  dieReibung  an 
denselben  Punkt  der  horiznntalen  Ebene  gebunden  werden  wird, 
ehe  er  selbst  niederfällt.  Ist  jenes  eingetreten  und  findet  noch  eine 
drehende  Bewegung  des  Kreisels  sfalt,  so  ergibt  sich  aus  dem 
FrShern,  dass  seine  Axe  Tertikai  sein  muss.  Wäre  sie  iiämlicli 
geneigt,  so  kiinnte  sich  der  Kreisel  auf  keine  Weise  so  drehen, 
dass  seine  iSpitze  in  demselben  Punkte  bliebe.  Aus  diesem  Al- 
ten können  wir  daher  den  Schlüss  ziehe«,  dass  der  Kreisel, 
wenn  ihm  nur  eine  hinreichend  gesehwinde  drehende  Bewegung 
beigebracht  worden  ist,  sich  in  Folge  der  Reibung  endlich  in 
die  vertikale  Stellung  aufrichten  und  dann  um  die  vertikale  Äxe 
seine  Drehung  fortsetzen  wird.  Diese  Erscheinung  ist  um  so 
bemerkenswertber,  als  sie  nur  eine  Folge  der  Reibung  ist,  so 
dass  mittelst  dieser  eine  vertikale  Linie  und  daher  auch  eine 
horizontale  Ebene  erhalten  werden  kann.  Diess  kann  auch  in 
der  Schlfffahrt  grossen  Nutzen  verschaffen  und  ist  desshalb  einst 
in  England  hierzu  empfohlen  worden. 
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Kapitel     V. 

Von  der  Bewegung  einer  Kugel,  deren  Mitlelpimkt  der  Träg- 
heit in  ihrem  eigenen  Mittelpunkte  liegt,  über  einer  horizon- 
talen Ebene. 


Aufgabe    14. 

§.  1175.  Eine  Kugel  geht  über  einer  horizontalen  Ebene 
beliebig  sowohl  mit  fortschreiteiiiler,  als  auch  mit  drehender 
Bewegung  fort;  man  soll  ihre  Geschwindigkeit  und  die  Richtung, 
in  welcher  der  Berührmigspunkt  die  horizontale  Oberfläche  streil't, 
bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  1,58.)  Es  sei  /  der  Mittelpunkt  und  zugleich  der 
Mittelpunkt  der  Ti-agheit  der  Kugel,  deren  Radius  =/  ist,  und 
GS  geschehe  die  Berührung  im  untersten  Punkte  T.  Die  Be- 
wegung der  Kugel  sei  aber  so  beschaffen,  dass  der  Mittelpunkt 
der  Trägheit  sich  nach  der  Richtung  PIR  mit  der  Geschwin- 
digkeit =»  bewege,  zugleich  aber  drehe  sich  die  Kugel  um  die 
beliebige  Axe  JO  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  =  ß  und  in 
dem  Sinne,  dass  der  Punkt  T  um  O  durch  den  kleinen  Bogen 
2V  fortgeht,  öm  die  Lage  des  Punktes  O  zu  bestimmen,  setze 
ich  den  Winkel  PTO=$  und  den  Bogeu  TO=s,  den  letztern 
so  genommen,  als  ob  der  Radius  der  Kugel  =1  wäre.  Man 
ziehe  TF^Wß,  alsdann  würde,  wenn  die  drehende  Bewegung 
nicht  stattfände,  der  Berührungspunkt  T  die  horizontale  Ebene 
mit  der  Geschwindigkeit  v  und  in  der  Richtung  TV  streifen. 
Wenn  ferner  die  Kugel  nur  mit  drehender  Bewegung  herumge- 
führt würde,  so  würde  der  Punkt  T,  welcher  sich  durch  Tt  mit 
der  Geschwindigkeit  =fSlsin  TO=fSlaias  bewegte,    da   diese 
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Kiehtung  horizontal  ist,  in  der  Ebene  durch  die  gerade  Linie 
TQ  geführt  werden,  so  dass,  weil  On^öO",  der  Winkel  ST& 
=P2'i=ö-90o«äre.  Es  wird  demnach  VT&=27QO—6.  Man 
nehme  nun  die  geraden  Linien  TV=v  und  T@=fSlsins  an, 
weil  alsdann  der  Punkt  T  in  Folge  der  Verbindung  dieser  zwei 
Bewegungen  fortrückt,  so  wird  seine  wahre  Bewegung  längs 
der  geraden  Linie  TF,  detDiagonale  des  Parallelogramms  T FF® 
erfolgen.    Zieht  man  aus  F  auf  TV  die  Normale  FH,  so  wird 

rH=ßlsins8md  und  FH=— fil  sin s cos 6, 
also  TH=v-filsiass\nd 

und  die  streifende  Geschwindigkeit 

TF=  V  v^  -  'ifilv sin s  sin  ö  +  /"aüa gi^  ^a^ 
wie   auch  ,„r.7.F„  -fSis\nscose 

Man  ziehe  aus  dem  Mittelpunkte  /  die  Linie  IQ^TF,  als- 
dann wird  TQ^mo  und  RTQ=VTF.  Ist  daher  /Q  der  Rich- 
tung, längs  welcher  der  Punkt  T  die  Ebene  streift,  parallel,  so 

lind  wenn  man  die  streifende  Geschwindigkeit 


-  'IfSlv sin s sin  6  +  pSl'^siü s^  =  u  setzt , 

fSlsinssi 


md    cos  PTQ  = 


§.  1176.  Es  ist  demnach  möglich,  dasa  die  streifende  Ge- 
schwindigkeit und  daher  auch  die  Anreibung  verschwindet,  in 
welchem  Falle  diese  zwei  iJedingungsgleichungen  stattfinden 
müssen : 

1)  ßsinscose=0    und     '2)  c=/ßsinssinö. 

Hieraus  ergibt  sich  sogleich,  dass,  wenn  keine  fortschrei- 
tende Bewegung  vorhanden  oder  r=0  ist,  keine  Anreibung 
stattfinden  wird,  im  Fall 

8ins=0 
ist,  d.  h.  im  Fall  die  Kugel  sich  um  die  vertikale  Axe  dreht- 


§,1177.  Ferner  «iid  die  Bewegung  der  Kugel  frei  von  der 
Anreibung  sein,  wenn  erstens  cojÖ=0  oder  der  Winkel  PTO 
=90"  ist;  zweitens  muss  die  fortschreitende  Geschwindigkeit  v 

zur  Winkelgeschwindigkeit  St  In  dem  Verhältniss  stehen,    dass 
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oder  rV—T@  und  der  Winkel  ST®=Q  wird. 
Znsatz    3. 

§.  1178.  Verfolgt  (leinnach  die  Kugel  eine  solche  Bewegung, 
so  wird  sie,  weil  nach  Aufhebung  aller  Anreibung  auch  keine 
Reibung  stattfindet,  dieselbe  Bewegung  beständig  beibehalten, 
indem  nämlich  die  Drebungsaxc/0  die  Eigenschalt  einer  Haupt- 
axe  hat. 

Anmerkung   I. 

§.  1179.  So  wie  wir  hier  die  Reibung  aufgestellt  haben,  ist 
sie  einer  Kugel  nicht  hinderlich,  ihre  Bewegung  über  einer  ho- 
rizontalen Ebene  unversehrt  beizubehalten,  wir  bemerken  jedoch, 
dass  diess  keinesweges  geschieht,  da  die  über  einer  Tafel  mit 
einer  solchen  Bewegung  fortgeführte  Kugel  die  letztere  bald 
ganz  verliert;  die  Ursache  hiervon  kann  dem  Widerstände  der 
Luft  nicht  zugeschrieben  werden.  Ich  bemerke  hier  aber  zu- 
erst, dass  die  Versuche  niemals  sehr  vollkommen  mit  der  Theo- 
rie übereinstimmen^  eben  so  wie,  während  wir  in  dem  hier  be- 
handelten Falle  angenommen  haben,  dass  die  ßerühning  nur  in 
einem  einzigen  Punkte  geschehe,  in  der  Praxis  immer  ein  an- 
derer Fall  stattfindet.  Wenn  indessen  der  Bogen  TO=%''  und 
auch  der  Winkel  P3'O=90"  ist,  wonach  sich 

!>  =  /■« 
ergibt;  so  wird,  wenn  auch  die  Berührung  nicht  in  einem  ein- 
zigen Punkte  erfolgt,  doch  die  Anreibung  verschwinden  und  man 
wird  daher  das  Aufhören  der  Bewegung  keinesweges  der  Rei- 
bung zuschreiben  können.  Hieraus  müssen  wir  schliessen,  dass 
es  ausser  der  Reibung,  wie  wir  sie  hier  erklärt  haben,  noch 
ein  anderes  Hindernlss  der  Bewegung  gibt,  während  die  Körper 
über  den  Oberflächen  einhergehen,  welches  man  von  der  Rei- 
bung gehörig  zu  unterscheiden  hat.  Wie  auch  der  Grund  die- 
ses Hindernisses  beschaffen  sein  mag,  so  ist  es  angemessener, 
seine  Wirkung  besonders  zu  erforschen,  als  die  hier  aufgestellte 
Natur  der  Reibung  abzuändern.  So  wie  wir  hier  vom  Wider- 
stände der  Luft  abstrahiren,  wird  es  auch  erlaubt  sein,  dieses 
die  Reihung  begleitende  Hinderniss  vom  gegenwärtigen  Gegen- 
stande zu  trennen. 

Anmerkung  2, 

ä.  1180.     Ich   betrachte  hier  sphärische  Körper,    in  deren 
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Miftelpunlite  sich  iht  Mittelpunkt  der  Trägheit  /  befindet,  wel- 
cher letztere  sich  demnach  selbst  auch  in  einer  horizontalen 
Ebene  bewegt  uod  beständig  vertikal  über  dem  Berfihrungspunkte 
T  liegt.  Hieraus  folgt,  dass  der  Druck  im  Berührungspunkte 
immer  dem  Gewichte  üi  des  Körpers  gleich  sein  wird.  Bestände 
demaach  der  Körper  aus  gleichartiger  Materie,  so  würden  alle 
seine  Durchmesser  die  Eigenschaft  einer  Hauptase  hesitzen; 
allein  wir  wollen  uns  eine  beliebige  ungleich  massige  Verthei- 
lung  der  Materie  denken,  jedoch  so,  dass  der  Mittelpunkt  der 
Trägheit  in  den  Mittelpunkt  der  Figur  fällt.  Es  wird  daher 
nothwendig  sein,  in  der  Kugel  je  drei  Hau ptaxen  zu  befrachten, 
vrelche  vom  Mittelpunkte  /  aus  die  um  Quadranten  von  einander 
abstehenden  Punkte  A,  B  und  C  treffen  und  in  Bezug  auf  welche, 
nach  früherer  Voraussetzung,  die  Momente  der  Trägheit  /t/u", 
Mb^  oni  Mc^  smA.  Obgleich  wir  aber  später  je  zwei  oder  alle 
drei  Momente  einander  gleich  setzen,  wird  es  doch  angemessen 
sein,  solche  drei  feste  Punkte  auf  der  Oberfläche  zu  bezeichnen, 
damit  man  durch  ihre  Beziehung  zum  absoluten  Räume  leichter 
die  Bewegung  der  Kugel  bestimmen  kann.  Nachdem  diese  drei 
Punkte  A,  B  und  C  aber  auf  der  Kugel  angenommeii  sind,  müs- 
sen wir,  weil  die  drehende  Bewegung  um  O  unserer  Annahme 
zufolge  in  der  Richtung  Tt,  also  in  dem,  dem  früher  angenom- 
menen, entgegengesetzten  Sinne  CBA  erfolgt,  in  der  Anwendung 
der  allgemeinen  Formeln  auf  diesen  Fall  die  Winkelgeschwin- 
digkeit ß  als  negativ-  ansehen. 

Aufgabe    15. 
§.  1181,      Eine  Kugel  bewegt  sich  über  einer  horizotitaien 
Ebene  auf  beliebige  Weise;  man  soll  die  Kräfte,  durch  welche 
sie  angetrieben  wird  und  deren  Momente  in  Bezug  auf  die  drei 
Hauptaxen  der  Kugel  bestimmen. 

Attfliisung. 
(Figur  159.)  Man  denke  sich  die  Kuge!  m  eine  andere, 
entweder  feste  oder  gleiche  fortschreitende  Bewegung  mit  ihr 
habende,  Kugel  eingeschlossen,  auf  welcher  Z  der  Scheitelpunkt 
und  der  ihm  entgegengesetzte  T  der  Berührungspunkt  ist,  DE 
sei  ein  horizontaler  nach  einer  bestimmten  Weltgegend  gerich- 
teter Durchmesser  und  DPQE  ein  horizontaler  griJsster  Kreis. 
Jetzt  aber  nach  Verlauf  der  Zeit  (  gehe  die  Kugel  mit  fort- 
schreitender Bewegung  nach  der  Richtung  PI  und  mit  der  Ge- 
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schwimligkeit  =v  fort,  und  man  s«tze  den  Bogen  DP  oder  den 
Winkel  DZP=ep,  die  Hauptaxen  liegen  aber  jetzt  in  A,  BnnA 
C.  Hierauf  drehe  sich  die  Kugel  um  die  Äxe  10  mit  der  Win- 
kelgeschw1ncligkeit  =  ß  im  Sinne  ACß,  u!id  es  sei  zur  Bestim- 
mung der  Lage  des  Punktes  O  der  Winkel  PTO  oder  PZO^d 
und  der  £ogen  ZO^=:s.  Wenn  wir  auch  vorher  den  Bogen 
TO=s  gesetzt  haben,  so  ist  diess  gleichgültig,  weil  nur  der 
Sinus  desselben  in  die  Rechnung  eintritt.  Es  wird  demnach 
der  Winkel  DZO=e+(p  und  £ZO=:  180"- 6- 9.  Denken  wir 
uns  ferner  von  den  Punkten  A,  B  und  C  sowohl  nach  O,  als 
auch  nach  Z  Bogen  grüsster  Kreise  gezogen,  so  seien  wie  bisher 
die  Bogen  AO^a,  BO=ß,  CO^y,  ZA=:l,  ZB=m,  ZC=n 
und  die  Winkel  EZA=X,  £Zß  =  ft  und  EZC^v.  In  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  haben  wir  aber  gezeigt,  dass  der  Berührungs- 
punkt T  die  darunter  liegende  Ebene,  nach  einer  dem  Radius 
IQ  parallelen  Richtung,  mit  der  Geschwindigkeit 
=  V  c^— li/'.J^'^nTsJn  ö+Z'i^ß^sin  s^  streift,    und  daas 

ist,    wobei  f  den    Radius  der  Kugel   bezeichnet.     Da  also  der 
Druck  in   T=HI  ist,  so  wird  die  Reibung  —SM,  und  zwar  ist 
dieselbe  im  Punkte   T  nach  der   QI  parallelen  Richtung  ange- 
bracht.    Zerlegt  man  diese  Kraft  nach  den  Richtungen  der  Haiipt- 
axcn  lA,   IB  und  IC,   so  ergeben  sich  die  Seitenkrälite : 
längs  IA  =  -6MwsAQ, 
längs  lB=—SMcf>BBQ 
und  längs  IC=— SM  cos  CQ, 

welche  drei  Kräfte  man  sich  im  Punkte   T  angebracht  zu  den- 
ken hat.    Häer.-ms  schliesst  man  auf  die  Momente : 
in  Bezug  auf  die  Axe  lA  im  Sinne  BC 

=s  -  SMf  cos  CQ cos  BT  {-SMf  cos BQ cos  CT  =  P, 
in  Bezug  auf  die  Axe  IB  im  Sinne  CA 

=— SM f cos,  AQqos  CT +ÖMf cos  CQcosAT  =  Q, 
in  Bezug  auf  die  Ase  JC  im  Sinne  AB 

=— SMf conBQcos  AT -i-äMf cos  AQcos BT  =^  R; 
es  wird  daher 

/'  =  äJ!//t;cos)ncosCe— cosKCosßO] 
e  =  iJ/l[//"[cosMCos^Q  — cos/cosCei 
R  =  SMflcoslcos  BQ  —  casmcosAQ]. 
Setzen  wir    aber  für  den  Punkt  Q  den  Winkel   PZQ=^l 
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ist  uDcl  die  streifende  Geschwindigkeit 

V^»2— ü/-ßDsiiissine  +  /2ß*siiii2  =  M,  80  H-ird 
sing=— - ^ uiideos|  =  - jp- (§.1173.). 

Es  wird  denmaeh  flZQ^iy  +  g,  EZQ^l8Q'>—q>—S,  also 
^ZW  =  18Ü«— |~q)— X, 
ßZQ=(i  +  |  +  9.— 180» 
CZe=180n— I— <p— V, 
und  so  cosjiÖ= — cos(|  +  q)  +  A)sin/, 

cosBQ=  —  cos  (^  +  5)  +  (i)sin  w 
und  cos  CQ=— cos  (g+ 9)  +  v)  sin  n. 

Aus  der  Relation,  welche  zwischen  den  Winkeln  l,  fiuridv 
eintritt,  schüessen  wir  auf  die  MomeDte  der  KrSfte: 
P=8Mfs\n  Hm  (A  +  y  + 1), 
Q=SMfsmms\n(^  +  9  +  ^) 
und  ß=Ö;Jf/sin«sinCi'  +  9  +  |). 

Aufgabe  16. 
§.  1182.     Wir  betrachten  die  drehende  Bewegung  zu  jeder 
Zeit  als  gegeben  und  sollen   die  'fortschreitende  Bewei;ung  der 
Kugel  bestimmen. 

Auflösung, 

(Figur  161.)  Weil  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sich  in  einer 
horizontaien  Ebene  bewegt,  so  habe  er  in  der  Zeit  (  die  Linie 
Gl  beschrieben ,  welche  man  auf  die  der  obigen  festen  Rich- 
tung DM  parallele  Abscissenaxe  GX  bezieht  und  indem  man 
IX  auf  GX  normal  zieht,  seien  die  Coordioaten  GX~X  und 
XI=  Y.  Durch  /  ziehe  man  parallel  GX  die  gerade  Linie  DE, 
welche  der  Durchmesser  ö£  in  der  Figur  159.  sein  wird.  Nun 
ziehe  man  IP,  so  dass  DIP= EIR=ip  wiri,  alsdann  wird  der 
Mittelpunkt  /  nach  der  Voraussetzung  in  der  Richtung  /ß  mit 
der  Geschwindigkeit  =«  fortschreiten,  so  dass  seine  Geschwin- 
digkeit längs  GX=i)coS9  und  längs  Xl—vsinip,  also 

dX=vcosrpdi  und  dY=vs]n(pdt 

sein  wird.    Ferner  ziehe  man   die   gerade  Linie   QIS,  so  dass 

IQ  der  Richtung,  in  welcher  der   Berührungspunkt  die  Ebene 

streift,  parallel  wird;  alsdann  wird  der  Winkel 

ElQ=:DlS=im-—S—<P, 
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indem  deiselte  dem  Winkel EZQ  in  Figur  159.  gleich  ist.  Man 
hat  daher  anzunehmen,  üass  die  Kugel  durch  eine  Kraft  =äl& 
in  der  Richtung /.Sangetrieben  werde.  Hieraus  entspringt  dem- 
nach die  Kraft  längs  /Ö=— 3jMcos  (|  +  q.)  und  längs  Xi 
=dMä\n(^  +  ^),  und  es  wird 

d.vco&m      cosqidv — vsiamdai      ,       ,>..■, 


und 


2gdt 

Ferner  erhält  r 


stBfpdv  +0' 


'2gdt 
1  aus  diesen  Gleichungen : 


=:ösin(|+y). 


Igdi 


Aufgabe  17. 
g.  1183.     Nachdem  die  fortschreitende  Bewegung  der  Kugel 
bestimmt  worden  ist,  soll  man  ihre  drehende  bestimmen. 

Aufl."sung. 

(Figur  159.)  Man  betrachte  nun  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
/  als  ruhend,  es  bleiben  alle  in  der  Aufgabe  15.  angewandten 
Bezeichnungen  dieselben,  ferner  seien  Ma^,  Mb^  und  Mc^  die 
Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  lA,  IB  und 
IC,  welche  wie  zuerst  als  ungleich  ansehen.  Weil  wir  aber  hier 
die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  als  negativ  betrachten  müssen, 
indem  sie  im  Sinne  ACB  gerichtet  ist,  müssen  wir,  wenn  wir 
ßcosK  =  ,r,  Slcosß=y  und  Slcasy—z  setzen,  in  den  allge- 
meinen Formeln  diese  Buchstaben  x,  y  und  i  negativ  annehmen. 
Nach  g.  809.  werden  wir  daher  die  folgenden,  die  Bewegung 
bestimmenden  Gleichungen  haben: 


dx^-—/-y^dt^--^^ 

c^-^a»      .      'iSfq 
dy-V—^xidt-\^-J^> 


n/sin(A  +  9H-Örf(=0 
inmsin(fi+g>H-|)rf(^0 


(^r  +  ^-y^Ä2/di+^sin«sin  (v+<p+g)  rfi=l) 

sin/ri/=(jcosni  — ^cosm)rfi 
m\mdm=:{xt:oan — zcosl)dt 
sinndn^iycoal — a:cosm)di 
sin  l^dl = (3  cos  m  +  s  cos  w)  dt 
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sin)«^(?fi=(icosw  -\-x  cos  t)iU 
sin  n'^dv=:{x  cos  ?-|-v/  cos  m)  dt. 
Wir  haben  aber  ferner  nach  der  fortschreitenden  iSenegung 
(Zr  =  25<?cos|rff,  vd<f=ngsmidt 
und  .  /ßsinscosö 

Hiei-  ist  PZO  =  e  und    ZO  =  s,    und  da  demnach  EZO 
=  180"— Ö  —  «?!  ist,  so  haben  wli- 

jSZ0=fi  +  9  +  g)  — 1800 
und  CZO  -v-\■e^^:~ ISO«. 

Hieraus  erhalten  wir 

cos  ß  =  cos  /cos  s  —  sin  /sin  s  cos  (^+6+9) 
cos^  =  cos»*  cos*  —  sinHisinscos(fi+Ö+q)) 
cosy:=;cosncoSÄ  — sinnsinscos(v+e+95), 
wobei  coSÄ=cos/cose+cosnicos/3  +  cosKco8}'  ist  (§,937.); 
wesshalb  also  sein  wird 

8in/cos/cos(A+e+ip)+sinmcosmcos(fi+Ö-[-q))+sinMcosncos(v+6+9i) 

=  0. 
Setzen  wir  nun  ücoss— p  und  £ls\n  .'i=-q ,  so  dass  tgl 
fncose         vd(p      ,  ,  ,    ,, 

=z — H    ■■  'v,^^ ~j~^  wird,  so  erhalten  wir 
v—fq  Sinti       dv 

X=^p  casl  —  qs'ia  Icos  (i+ö  +  gj) 
y =;)  cos  ni  —  9  sin  n*  cos  ((t+  e+ 95) 
i  =  pcos«-<^slnHC08(v+Ö+9). 
Aus  diesen  Werthen  folgt 

d/=9^sin(i+ö+95)(/f 
rfm=^sin(ft+e+9i)rfi 
dn=q  sin  (r + 6  +  q:-)  d( 
rfi=;jrf(  +  9cotg/cos(l+e  +  9)c!( 
d(i  =pdt  4-  ^cotg  (M  cos  (fi+ Ö+  qj)  (/( 
(Zv— ;jdi  +  ?e«tgKcos(i'+ö+9iW(, 
und  hieraus  ferner 

rf;c  =  cos/rfp— sin/eosa+ö+?')(/9  +  98in/sin(il+ö+9))(rf9+rfg)) 
dy^costtidp — sinmcos(it+6-i-q>)dq  +  gsinms\n((i-i-0+rp)(d6+dip) 
di=co3ndp — sinwcos(v+e-f9))d5'-f  5'sinnsin(i'-|-e-|-(y)|,rfö+(/9)). 
Aber  auch  ohne  Hülfe  dieser  Substitutionen  erhält  man,  da 
allgemein 

sin/cos/8in{l-f^)4-stnmcosmsin(fi+^)4-sinMcosnsin(v+^)=:0 

(§■  1172) 
ist,  diese  Gleichung 
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a^cosld.v-\-b^cosmdf/-^-c^i:o3n(h—a'''a:s'mldl-~b^tfsiamdm—chshtndii 

=0. 
äeren  lütegral  ist 

n^a: cos / -J-  6^y cos m  f  c^scos«  =  Const. 
Diese  geht,  wenn  man  die  Substitutionen  anwendet,  in  die 
folgende  über: 
p  [a^coä  P  +  b^  cos  OT^  +  c^  cos  w''] 

—  9  [aS'sin  /cos  Icos  (HO+q>}  +  ö^sin  m  cos  m  cos  (fl-\-0^-'p) 
^-c■'s\nncosncos(v+e-i-<p}}^Comt 
Ferner  erhalt  man  aucb,  dnrcb  die  im  $.  ä35.  gegebenen  Re- 
diictionen,   für  die  lebendige  Kraft  die  UifferenOalgleicbung 
«%d.r+  b'^ydy-k-cHdz  =  'Idfgqsin  (g-Ö)  t/t. 
Änmerltung. 
§.1184.     Um  die  hier  angestellten  Keductionen  niitlelst  der 
oben  (§.  U7'i)  gegebenen  Formeln,  no  wir  die  Winkel  fi  nnd  v 
durch  i,  i,  m  und  n  au^edröekf  haben,  zu  verstehen,  wird  es 
angemessen  sein  zu  bemerken,  dass 

-cüs/cos>Hcosa-|-6+.p)-fcos»sin(H-fl+y) 
cos  (fi + e + ¥>) — 

eos(i'+ö+y)=. 


sin/sinm 
-cosicosncos(A+Ö+^)--co; 

smsinCHö+v) 

sin /sin« 

— cos/cosmsin(Hö+q>)  — co: 

swcos(i+ö+9') 

ein /sin  m 
-cos/cosMsina+eH-9>)  +  coi 

smcosa+e+T) 

wird.     Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die  Winkel  (i  +  y+|  und 
v  +  (p  +  S  auf  den  l-\-ip-\-^  zurückfuhren. 

Ferner  ist  auch  für  die  folgenden  Rediictionen  diese  Form 
besonders  zu  bemerken; 

sin(f*+ß)cos(v+C)-sin(i'+B)cosC«+0, 
welche  wegen 

sinil/cosiV=V:iSin(il!/+iV)+Vasin(,¥-iV) 
auf  siii((t— i')cos(ß  — C)  reducirt  wird.  Stellen  wir  auf  diese 
Weise  dieReduction  auch  für  andere  Formeln  an,  so  finden  wir: 
sin{^+ß)co8{i>+C)-sin(v  +  B)cos((t+C)  =  sin(fi~v)cos(ß-C) 
sinC(i+Ä)sinfv+C)-sin(H-B)sin(p+0  =  "8in(fi-i.)sin{ß-0 
cos(fi4B)cosrv+C)-cos(i>+S)cos(fi+0  =  -8in(f*— i'}sin(ß— C), 
wo  sin([i— r)  durch  die  angenommenen  Formeln  gegeben  wird, 
indem  man  .    ,         ,  cos/ 

erhält. 


y  Google 


deren  MiUelpunkt  der  Trägheit  in  ihrem  eiyenen  etc.     085 

Aufgabe  18. 
§.  1185.  Eine  Kugel  besteht  au  gle  ha  t  e  "Materie  oder 
ist  wenigstens  so  bescfiaffen,  dass  lle  ii  e  Mo  e  le  der  Träg- 
heit einander  gleich  sind,  ferner  st  h  n  Vnfan  e  e  e  belie- 
bige Ben  egong  beigebracht  worden  na  oll  le  e  to  tsetzung 
kesfjmmen. 

Auflösung. 
Da  hier  n^  —  b^  =  t:^,  oder  das  Moment  der  Trägheit  in  Be, 
üug  auf  jeden  Durchmesser  z^Ma"^  ist,  so   ergibt  die  erste  iri- 
tegrirte  Gleichung  a'^'p  =  Const. ; 

es  ist  also  p  eine  constante  Grosso.    Man  setze  demnach  p=:^, 
und  es  nehmen  alsdann  die  drei   ersten  Differentialgleichnngen 
die  folgenden  Formen  an: 
I.   _  ,:os (H(5+?>)  de,  -I-  9 sin (AH-e+<p) {dß  \  d<p) 


:s(,i-\e-\-V)d>/^-fjsm(j>.  \ö  yq>)(dO+df) 

+  ^sm(i.t+<p-l£)dt  =  0 
■s  (v-l-6  f  <p)  d,,  +  f/  sin  (i'-i-  e  I-  cp)  (dd+dcp) 


von  denen  man  aber  nur  je  zwei  in  Betracht  zu  ziehen  braucht, 
well  aus  ihnen  schon  derSchluss,  dass  p=ih  sei,  hervorgegan- 
gen ist.  Nun  combinire  man  mittelst  der  obigen  Reductionen 
die  zwei  letzten  Gleichungen  folgen dermaassen: 

n.XeosCi'+ö+gi)  — ill.XcosC^+ö  +  g)); 
alsdann  erhält  man 


oder 

Hierauf  ergibt  die  Combination 

II.Xsin(i/-|-ö-f9))  — lIl.Xsin(^t-K-  +  ?.) 
die  Gleichung 

sin  (ti—  v)  dq—  ^sin  (f*-T)sJn  (l-B)  dl  =^  0 
oder 

Subsfituitt    man  diesen   VVerth   in    die  letzte  Gleichung  (ur 
die  lebendigen  Kräfte,  so  erhält  man 
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xdx-\-ydy-\-xdi-:^<ldti 
also        a-2-|-2/2+ia  =  ßa=t;onst.+9a=Coiisf.+-ß*sn)i2, 
so  dass  Ji^coss^^^Conat. 

wird,  wie  wir  schon  aus  Slcoss^p^h  gefunden  haben.  Wir 
haben  demnach  die  folgenden,  von  den  Buchstaben  l,  tn,  n,  A, 
fi  und  1^  freien  Gieicbungen : 

!.  qidd-i-d>p)+'^-^cosg-6)dt  =  0 

III.  (/c=^%cos|(/( 

IV.  vd^=2Sff8midt. 

Diesen    füge  man  die  endliche  Gleichung  tg|=^^^-p — r-ä 
hinzu  und  forme  diese  um  in 

«sln£~/9cos(£-Ö)  =  0. 

Differentiirf  man  mm  die  letztere,  so  erbält  man 
s\nidv+vco&ldS--fcaä(^~e)dq+fqsm(S-6)d^—/gsm{i-~6)d6=0. 

Hierauf  bilde  man 

i.xsiD(^-ö)  +  ir.xcos0-e), 

wodurch  man  erhält 

gsma-6)d6i-qsiBa-6)d<p  +  cos(^~e)dg  =  (i, 
und  nachdem  man  diese  mit  f  multiplicirt  hat,   addire  man  sie 
zur  vorhergehenden  Gleichung;   alsdann  erhält  man 
sin^dvi-vcosSdS+f^sin  (g-Ö)  (d^+d^)  ==  0. 

vdip~ 
cbung  über  in 

«cos£(rfip+rfD  +fq>:^ii>(^-0)(dt+d<p)^O 
oder  [i;cos|+/Vsio(|-Ö)]((7S+rf9>)=0. 

Hier  kann  nicht 

ccosH/9sin(|-e)z=0 
sein,  denn  da  i!sin| -/g^cosd- Ö)  =0 

ist,  so  würde  aus  diesen  beiden  folgen 

»cose  =  0  und  fqcosÖ=0, 
was    nur  stattfinden  kann,   wenn    6=90°  ist.      Es  bleibt  duher 
nur  übrig,  dass 

d(f!-{-d^  =  0,   also  9;  +  |=:Const. 
sei.    Nachdem  wir  diess  erlangt  haben,  wird  das  Uebrige  ohne 
Schwierigkeit  abgemacht.     Um  aber  die  Integrationen  zu  bestim- 
men, setzen  wir  voraus,  dass  für  den  anfänglichen  Zustand  oder 
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(^0  «lie  fortschreitende  Geschwindigkeit  v=e.  der  Winkel  <p=0, 
PZ0.=  6  =  i},  ZO=:s  —  f  und  die  Winkelgeschwindigkeit  im 
Sinne  ACB  oder  ß  —  e  gewesen  sei.  Hiernach  ist  für  die- 
selbe Zeit: 

E/^ainfcosI) 

Man  setze  nun    —^—f  ■    t  ■    i.^^isS>    so  dass  im  Anfange 
5  =z£  genesen  sei,  alsdann  wird  beständig 

1  +  9'-? 
sein  und  daher  der  Winkel  l}ZQ=z%  nonstant  bleiben.    Da  nun 
k=t-1>  ist,  so  wird 

Dsin(£-9.)  =  /Vcos(?-Ö-<p). 
Oben  (§.  1182.)  haben  wir  aber  gefunden 
d.vcnnrp 
"ligdi" 
und  d.v&'incp      ,.,[,,     %       t  ■    i. 

woraus  wir  durch  Integration  erhalten: 

vcos(p  =  e+i3gtcost  und    vsin^^ÜSffifimt. 
Wir  haben  demnach 

v:^^  e^+iSegt  cos  i+id^P 
2ÖgtsinS 

und  ,.       .  esiii£  fqcose 

Ferntr  golien,   weil    rfq>  =  — <fl   ist,    die  «"ei  ersten  Glei- 
chungen ülier  in 

L  5(iiS  — rf9)=2^cos(E-6)(« 


:äcos(H-»))  =  äcost 


II. 


J-Sfy. 


Dividirt  man  die  zweite  durch  die  erste,  so  erhält  man 
dg       _s\n{i-e) 
q(di—d6)      cos(£— e) ' 
und  wenn  man  infegrirt 

^c»5(|-Ö)-=Const.  =  £siNfcos{i;-ro. 
Substltuirt  man  den  hieraus   sieh   ergebenden  Werth  voih  q 
in  die  erste  Gleichung,  so  erhalt  man 

Esinfcos(£-^)(rfg-(je)  _  Wg 

>cos(|-Ö)^  a»  "' 
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inn  man  integrirt 


ist.^£sinfsin(£— fj)  ist.      Es  ist  aber 


ferner  nach  der  A'ovaussetzung 

'"»'-/c06(£~l))' 


Hierdurch  wird  derWiniiel  ö  leithf  bestimmt,  und  t 
ieh  hierauf  <^aing 

Es  muss  hier  ader  bemerkt  werden,  dass,  weil 


tg£  = 


-./^siofsiul, 

ist,    wie  wir  oben  (§.  1181.)   hinsichtlich  des  Winkels  §  gezeigt 
hal)en,  .  "^Aj?,!^^ 

^'"^     V^^^2«/-sinfsinH*^rsinP 
imd  ^_  ~  ^  +  ^  AJ!!J5!!1J^ 

*'**  V"e=~2ee/'sinfsinrj  +  £Y%inf 

sein  wird,  woraus  folgt: 

cos  (£-5)  ^  ^^„  ■ieE/'si'^sin  fj  +  ^Y''"^" 
Nachdem  wir  diess  gefunden  haben,  folgt  aus  flcosi  =  £efjsf 
und  ßsins  =  9 

Sl=  \r^^-i  s^cosP  und   tgs  =  — J^- 

Auf  diese  Weise  wird  sowohl  die  fortschreitende  Bewegung 
bIs  aach  ku  jeder  Zeit  die  Drehungsaxe  O  nebst  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  angegeben  werden  können,  was  zur  Erbennt- 
niss  der  Bewegung  hinreicht.  Die  Bestimmung  der  Lage  der 
Punkte  A,  B  und  C  zu  jeder  Zeit  ist  aber  zu  schwierig,  als 
dass  man  sie  durchliühven  könnte, 
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g.  1186.  Da  die  Winkelgescliwindigkelt  Sl  =  — 7—  oder 
cosZO  umgekehrt  proportional  ist,  so  l'olgf  hieraus,  dass,  wenn 
der  Drehungspol  O  sich  anfangs  in  der  ohern  Halbkugel  BZE 
befunden  hat,  er  niemals  in  die  imfere  gelangen  kann.  Beim 
Uebergange  desselben  durch  den  horizontalen  ICreis  DE  würde 
sich  nämlich  die  Winkelgeschwindigkeit  51^=30   ergetien. 

-  Zusatz  2. 
§.  1187.  Aus  demselben  Grunde  und  der  Drehungspol  O, 
wen»  er  sich  anfangs  in  der  unfern  Halbkugel  DTE  befunden 
hat,  niemals  in  die  obere  gelangen.  J^at  er  sich  aber  anfangs 
auf  dem  horizontalen  Kreise  DE  selbst  befunden,  so  wird  er 
bestündig  auf  demselben  bleiben.  Ist  nämlich  im  Anfange  die 
Drehungsaxe  horizontal  gewesen,  so  wird  sie  es  beständig  bleiben. 

Zusatz  3. 
§.  1188.     Ist  im  Anfange  der  Winkel  i>ZO  =  fj=90«  gewe- 
sen, so  wird  sin£=::0  und  da  wir  erhalten 

so  vTird  auch  g  — e  =  90*.     Weil  aber 

'S^-ccose  +  2Ö5(' 
so  wird  1=0  uNd  so  6=^20=90".    Sobald  daher  der  Winkel 
PZO  diese  Grosse  erreicht,  wird  er  sie  beständig  heibehalten. 


Zusatz  4. 

§.  1189.  Bemerkensvverth  ist  auch  die  Eigenschaft,  dass  der 
Winkel  ^+91  oder  DZQ  in  der  Figur  159.,  so  wie  DIQ  in  der 
Figur  161.  constant  ist.  Die  gerade  Linie  QIS  bleibt  nämlich 
beständig  sich  selbst  parallel,  und  weil  die  Kugel  bei  ihrer  fort- 
schreitenden Bewegung  durch  die  constante  Kraft  SM  nach  der- 
selben Richtung  IS  angelriehen  wird,  so  muss  die  von  ihr  be- 
schriebene Curve  Gl  nothwendig  eine  Parabel  sein. 
Anmerkung  1. 

§.  IIW).  Diese  Bewegung  der  Kugel,  wie  sie  durch  unsere 
Formeln  bestimmt  ist,  dauert  aber  nicht  länger,  als  in  Wirklich- 
keit  die  Reibung  stattfindet  oder  die  horizontale  Ebene  im  Be- 
rührungspunkte T  gestreift  wird.    Trifft  es  sich  nämlich,  dass 
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die  Kugel  nicht  mehr  die  Ebene  ätreift.  oder  die  streifende  Ge- 
schttindigkeit  in  T verschnindet,  so  lerschnindet  auch  plötzlich 
die  Reihung  und  es  finden  die  erhaltenen  Formeln  nicht  mehr 
statt.  Alsdann  wird  daher  die  Kugei  sou-ohl  mit  fortschreiten- 
der, als  mit  drehender  Bevyegung  gleich fiirm ig  in  gerader  Linie 
vonrSrts  gehen  und  die  Drehuiigsaxe  keine  Aenderung  mehr 
erleiden.  Ist  aher  sogleich  im  Anfange  die  der  Kugel  beige- 
'brachte  Bewegung  so  beschaffen^  dass  die  Reibung  Null  ist. 
was  geschieht,  ivenn 

i/'sinf cos^  =  0  und  e^E/sinfsinl) 
ist,  so  wird  hierauf  die  Kugel  keine  Reibung  erleiden  und  so- 
gleich von  Anfang  an  die  fortschreitende  Bewegung  gleich- 
förmig in  gerader  Linie  erfolgen  und  jene  sich  zugleich  gleich- 
förmig um  dieselbe  Axe  drehen,  Ist  aber  dem  Körper  von  An- 
fang an  eine  andere  beliebige  Bewegung  beigebracht  worden^ 
so  wird  es  immer  nach  Verlauf  einiger  Zeit  dahin  kommen,  dass 
die  Reibung  verschwindet  und  er  seine  Bewegung  gleichförmig 
fortsetzt ;  diesen  merk  n-Jird igen  Zeitpunkt  werden  wir  in  der 
folgenden  Aufgabe  erforschen. 

Anmerkung  2. 
f  1191.  (Fig.  159.)  Dasjenige,  was  wir  aus  der  Au/Iüsung 
der  Aufgabe  hergeleitet  haben,  kommt  auf  das  Folgende  hinaus. 
Aus  der  zuerst  beigebrachten  Bewegung  haben  wir  die  Geschwin- 
digkeit der  foctsehreitendeo  Bewegung  =  e  nach  der  Richtung 
DI,  und  wenn  sich  der  Körper  um  die  Axe  10  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit £  im  Sinne  ACB  oder  ZETD,  welchen  man 
den  vorwärts  gerichteten  Sinn  zu  nennen  pflegt,  dreht; 
so  sei  der  Bogen  ZO=^f  und  der  Winkel  ÖZO=Ij.  Ferner  sei 
der  Radius  der  Kugel  =f  und  ihr  Moment  der  Trägheit  in  Be- 
zug auf  alle  Durehmesser  =  Ma^,  wo  M  ihre  Masse  ist.  Aus 
«Jiesen  gegebenen  Grössen  findet  man  die  streifende  Geschwin- 
digkeit im  Berührungspunkte 

=  X^i^^'Ji^TsRiM+^V^^hTp ; 

wir  setzen  dieselbe  =A.     Nun  suche    man   einen  Winkel  i,   so 

dasa          ,    -.      — «/■sinfcosf)         ,          ^       {/"sinfsin  I)  — c 
sin£= '- — ^——   und  cosg  =  - -g — 

werde  und  es  sei  DZQ=^,  alsdann  wird  IQ  die  Richtung  der 
streifenden  Bewegung  sein.  Gehl  nun  nach  Verlauf  der  Zeit  ( 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  der  Geschwindigkeit  v  nach  der 
Richtung  P/ vorwärts  und  dreht  sie  sich  mit  der  Winkelgeschwin- 
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digkeit  =ü  im  Sinne  ZETD  um  den  Pol  O,  setzt  man  ferner 
DZP=<p,  PZO  =  e  und  ZO=^s;  so  haben  wir  erstens  gefunden 

^  ^       e-1-aojficosi; 
und  die  Geschwindij^lieit  des  Mittelpunktes 


=  Ve^+iSegtcos  J+  iö^gH^. 
Es  wild  aber  die  streifende  Geschwindigkeit  auch  jetzt  in 
der  Richtung  IQ  slattfuiden,  wobei  DZQ^^t  ist,  und  setzt  man 
PZQ=h  so  wird 

^^^-ecosS+2Sfft' 
Zweitens  ist 

ist;  hierdurch  wird  der  Winkel  0  bekannt  und  dann,  weil  DZO 

f    nyn       *    <   _l^>      t ^V. sin f  sin  j)  ^-2Sfyt (e -  .Asin f  sin »} 

Hieraus  haben  wir  endlich  erhalten 

esin£ 

ßcosi=icosf  und  Üsins=  fcg^'/^^ßV 

Zuletzt  haben  wir  die  streifende  Geschwindigkeit  längs  IQ 
—  Vp2_2ß/c  sin  s  sin  Ö  ^'Sl^J^'^a^-'     (§.1181.) 
gefunden,  und  wenn,  man  dieselbe  =mi  setzt,  so  haben  wir  oben 
gezeigt,  dass 

sini  =  — ~ ' und    caa^  = 

ist,  wodurch  Sl  und  s  bestimmt  werden. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  auf  der  Kugel  festen  Punkte 
^,  ß  und  C  für  jede  Zeit  sind  aber  die  Formeln  so  verwickelt, 
dass  maa  nichts  daraus  schliessen  kann.  Setzt  man  inzwischen, 
um  den  Punkt  A  zu  bestimmen,  ZA=^l  und  £ZJ  =  i,  so  wird 
die  ganze  Arbeit  auf  die  folgenden  zwei  GleichHngeü  reducirt: 

I.  rf^  =  rf/|^Esiofsin(e+i)  — ^^*cos(e-t-A)J 

II.  sin/rfJ.=:£COsfsinM( 

+  cos;[6sinfcos(^  +  i)  +  ^^'sii.(^4-i)]df, 
deren  Auflüsung,  wie  ich  fürchte,  fruchtlos  unternommen  wird. 
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Da  wir  nun  für  iede  Zeit  die  Drehungsaxe  nebst  der  Win- 
kelgeschwindigkeit anzugeben  vermügen,  was  zur  Kennt niss  der 
Bewegung,  wie  man  sie  gewülinlicii  verlangt,  liinreichen  kann; 
so  ersclieint  es  «ni  so  wunderbarer,  dass  die  Bestimmung  der 
Bewegung  einzelner  Punkte  in  der  Kugel  gleichsam  über  die 
Kräfte  der  Änalysis  geht.  Noch  weit  weniger  wird  man  daher 
über  die  Bewegung  solcher  Kugeln,  in  welchen  die  Momente  der 
Trägheit  nicht  einander  gleich  sind,  etwas  zu  bestimmen  im 
Stande  sein. 

Aufgabe    19. 

§.  1192.  Einer  Kugel,  deren  Momente  der  Trägheit  alle 
einander  gleich  sind,  ist  eine  beliebige  Bewegung  beigebracht 
worden;  man  soll  deo  Zeitpunkt  angeben,  um  welchen  die  strei- 
fende Geschwindigkeit  und  daher  auch  die  Reibung  verschwin- 
det, die  Kugel  also  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bestün- 
dig fortschreitet. 

Auflösung. 

Oben  im  g.1176.  haben  wir  gesehen,  dass  för  den  Fall,  wo 
die  streifende  Bewegung  verschwinden  soll, 

^sinseosö  =  0  und  «  ^^/"üainssin  ö 
sein  oder  in  dem  Ausdruck 

/Xisinscosö 

Zähler  und  Nenner  zugleich  verschwinden  müssen.     Da  wir  nun 


tgl- 


,s£+s5s( 

gefunden  haben,  wo  der  Zähler  esinj  constant  ist;  so  muss, 
wenn  in  jener  Formel  der  Zähler  verschwindet,  nothwendig  zu- 
gleich der  Nenner  verschwinden,  weil  sonst  die  Gleichheit  die- 
ser Brüche  nicht  bestehen  kann.  Die  Annahme,  dass  cosÖ  =  0 
sei,  wird  daher  die  gesuchte  Zeit  ergeben. 

Wir  werden  aber  dasselbe  ausführlicher  bestimmen,  wenn 
wir  für  die  beliebige  Zeit  i  die  streifende  Geschwindigkeit  w  auf- 
suchen.   Da  nun 

■       _      ■Q/'sin^cose  _      Slfsmsco^Q 


ist,  so  wird  zunächst,  well  ßsl 


also   w^- 


n£c« 
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Weil  aber  i9  =  g~(l-9)  ist,  so  erhalten  wir 
«.^--e8inf[eotgS  +  fg(g-e)], 
und  wenn    wir  Btatf    tgS  untl   fg  {i — 6)    die   oben    gefundenen 
Werthe  substituiren, 

fc  =  -[ecos5H-2d5f  +  esm£tg(J-l;)  +  ?^']. 

Es  ist  aber 

cos£+8in£tga-W=^~|^undcos(£-^)  =  -^^(ä.J185.). 

mithin_  ecos£+esin5tg(£-W  =  -Ä, 

wo  k  die  anrängliche  streirendeGeschwindigkeit  bezeichnet.  Nach 

Verlauf  der  Zeit  i  habon  wir  daher  diese  Geschwindigkeit 


-%(i+S)'. 


SO  dass  dieselbe  im  Verlauf  der  Zeit  gleich  fflrm ig  abnimmt.  Sie 
wird  demnach  endlich  gen  iss  verschwinden,  und  zwar  wird  diess 
geschehen  nach  Verlauf  der  Zeit 

es  wird  alsdann  ferner  cos9=0  und  e=PZO  =  QOo  sein.  Ist 
diess  nun  eingetreten,  so  wollen  wir  sehen,  wie  die  übrigen 
Bestimmungen   der  Bewegung  sich  alsdann  verhalten    werden. 

fl^Äsing 1  *   ,  _       g («'+/•") sing 


Da  nun  2Sgt=-h  ,  js  ist, 


weil  0=90", 

'H 

Vsinr 


Sls'ias  =  j^ 


,=vr- 


wird,  so  erhalten  wir 

-     n|^  e(a'+/')+c'tcost 


Weil  ferner  ilcoss  =  £cosf  ist,  so  erhalten 
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ß=V^-* 


weil  k^  =  c2— 2£e/"sinf  sinft  -f  s^Psinf»  ist. 
Zusatz  1. 
§.  1193.  Je  grösser  demnach  im  Anfange  die  streifende  Ge- 
schwindigkeit k  fvar,  desto  länger  dauert  die  Bewegung,  ehe 
sie  mit  dem  Aufhüren  der  Reibung  zur  GleichHirmigkelt  gelangt. 
Besteht  aber  die  Kugel  aus  gleichartiger  Materie,  so  wird 
(1^=:%/^  (§.506,),  und  es  wird  daher  die  Gleichförmigkeit  der 
Bewegung  beginnen  nach  Verlauf  der  Zeit 


es  wird  hieraus  unter  der  Toraussetaung,  dassd=V3  6eI,  t  =  ^, 
wobei  3=15%  Fuss  ist. 

Zusatz  2. 
§.  1194.    Damit  der  Mittelpunkt  der  Kugel  um  dieselbe  Zeit 
zur  Ruhe  gelange,  niuss  der  Anfangszustand  so  beschaffen  sein, 
dass  a^/i 

sei.    Es  wird  demnach  kr=e — E/'sinfsinf?  und  sin(>=:I,   oder 
§  =  90«  und  Ä  =  e— s/sin  f ,    also 


Ferner  wird,  weil  »=0  ist, 

s  =  0  und  a  =  tcosf, 
mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  die  Kugel  sich  jetzt  um  die 
ruhende    vertikale  Axe  drehen  wird,  nachdem    von  Anfang   an 
die  Zeit  ,       e    „  , 

t~n¥-  Secunden 


verflossen  ist. 

Zusal 

tz  3. 

§.  1195. 

In 

diesem 

Falle, 

wo  im 

Anfange 

<I=-M' 

und 

'--?~sirf 

„  =  e-2ä<,t 

ist,  wird  S=I80», 
Ferner  erhalten  wi 

9=0, 

1  =  180", 

9  =  90» 

md 
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Slcoss  =  — 3  .-  ■■   und    asinj=:  — -|(1 ^1, 

Im  Anlange  war  aber  die  streifende  Geschwindigkeit 
und  es  ist  dieselbe  nach  Yerlanf  der  Zeit  t 

Wir  sehen  daher,  dass,  wenn  man  (  =  53^  setzt,     zugleich 
(H  =^  0,  it  =  0  und  s  "  0  winL  wie  vorhin. 
Zusatz  4. 

csinf 
§.1196.     Damit  der  Werth  Sls,\ns  =  -p-      ,,   -^  nicht  unbe- 

/  cos  (g  —  ÖJ 

stimmt  erseheine,  was  geschieht,  wenn  der  Zähler  und  Nenner 
zugleich  verschwinden  oder  £=0  ist,  wird  es  angemessen  sein, 
statt  sin?  und  cos(?— ö)  die  Wertbe  aus  dem  Obigen  zu  suh- 
stltuiren.    Auf  diese  Weise  wird  man  finden   . 

Iä^<sinf(g/-sinf-e6ii.&)     +4dYVf^ 


ßsln.^V^-sinP— ~— ^^ 

worans,  weil  ßcoss=  scosf  ist,  hervorgeht 

4^5^yfsinf(./sinf-esinft)      4J'/-'g^^ 


§.  1197.  Da  die  lebendige  Kraft  der  Kugel  =  Miv^ir'i^^'^) 
ist  (§.746.),  so  war  dieselbe  im  Anfange  =  ^(/(e^+e'^a^);  nach 
Verlauf  der  Zeit  (  wird  sie  aber 

=iia[e^-[-s^a?'—ASgIit+i(\-Y^\&^gH'^}. 

Demnach  wird  nach  Verlauf  der  Zelt  f  =^7^-  ,  »  ,  -ys;  die 
lebendige  Kraft  der  Kugel 

_  M  [eVa+2,gaysb  f  sin  fi +;^rt>a+/^  cos  H] 

und  der  Unterschied  zwischen  der  anfänglichen  und  dieser  letzfern 
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■  M  Ve^ 


~  «■^+/^  „H-r' 

nitliin  ilie  lebendige  Kraft  zur  erwähnten  Zeit 

''  -  oH/'M  ■ 

Anmerkung. 

§.  1M8.  Nach  diesen  Formeln  kann  man  die  ganze  Bewe- 
gung der  Kugel  angeben  ,  was  für  ein©  Bewegung  ihr  auch  im- 
mer im  Anfange  beigebracht  sein  mag;  indessen  sind  diese 
Formeln  nicht  wenig  verwickelt,  wcsshalb  es  zur  deutlichem 
Darstellung  nicht  zwecklos  sein  wird,  einige  merkwürdigere  Fälle 
zu  entwickeln.  Solcher  gibt  es,  wie  wir  oben  angedeutet  haben, 
besonders  zwei,  nämlich  den  einen,  in  welchem  der  Bogen  ZO 
anfangs  ein  Quadrat,  und  den  andern,  in  welchem  der  Winkel 
DZO=i)  anfangs  ein  rechter  war;  beide  Fälle  wollen  wir  hier 
getrennt  entwickeln. 

Aufgabe  20. 

§.  I19Ü.  Einer  Kugel,  in  welcher  alle  Momente  der  Träg- 
heit einander  gleich  sind,  ist  im  Anfange  eine  drehende  Bewe- 
gung um  eine  horizontale  Axe  ausser  der  fortschreitenden  bei- 
gebracht worden;  man  soll  die  Fortsetzung  der  Bewegung  be- 
stimmen. 

Auflösung. 

(Fig.  159.)  Da  im  Anfange  die  Dreh ungsase  horizontal  war, 
so  wird  f^ZO^\iO°.  Wenn  demnach  e  die  fortschreitende 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  DIE  und  s  die  Winkelge- 
schwindigkeit um  die  Axe  10  im  Sinne  ZETD  bezeichnet,  so 
sei  zur  Bestimmung  des  Punktes  O  der  Winkel  i>ZO=:f;,  wo- 
bei /"der  Radius  der  Kugel  und  Ma^  ihr  Moment  der  Trägheit 
bleibt.    Es  war  daher  im  Anfange  die  streifende  Geschwindigkeit 

k  =  Ve^-'-Jeefsr^iTfr^J^ 
und  zur  Bestimmung  ihrer  Richtung  IQ  der  Winkel  DZQ^S, 
so  dass           .                sfcosi)  sf sm^—e 

sm£=. ^     u„dcosg=^^^— 

ist  (§.1191.).  (Figur  161.)  Nachdem  wir  diess  für  den  Anfangs- 
zustand aufgestellt  haben,  so  habe  im  Verlauf  der  Zeit  t  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  den  Weg  G/ beschrieben,  er  befinde  sich 
daher  jetzt  in  /;   alsdann   wird  seine  Geschwindigkeit  längs  IR 


=v. 
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Setzen  wir  daher  die  Coordioaten  GJf=Jf  und  XI=', 
wird,  weil 


ist. 


tgE/ß_tg^  =  -^^^2öff((,;-sin^-e) 


und  JT-—      2de/ffcnst)<t/t, 


rfF= 


Ä 


mithin  fi:s:=Ji:=ei+^VsinÖ-«) 

(Fig.  1S9.)  Die  drehende  Bewegung  erfolge  nun  im  Sinne 
ZETD  mit  der  Winkelgeacliwintligkeit  =  ß  um  den  Po!  0, 
wobei  ZO  =  s,  PZ0  =  6  und  i>ZQ=9)-H  ist  und /Q  die  Rich- 
tung de?  streifenden  Geschwindigkeit  darstellt.  Da  nun  bestän- 
dig ^  +  g  =  J  odev  die  Richtung  IQ  constant  ist,  so  wird  naeh 
§■  'ISS.  _  geAoslj 

*S ^  —      iefsm  Ij  -  e2+  Sdi/Äi 
und  nach  §.1191. 

_  ^/— csinf)        nfgkt  . 

hierdurch  werden  beide  Winkeil  und  9  bestimmt  und  nach  §.1191. 
.a^Asin^-|-2%i(e-.Ai"t>) 
tg(9  +  öj—      j„2^cosl)— -JÖeZ-VcosI; 
sein.  Die  streifende  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  IQ  wird 

w=k-i3g(l  +  Qt, 
ferner,  weil  ßcoss=  Ecosf^O  ist,  ZO  =  s~90°  und 


ß^V^e^ 


iätrgt(^f-esml,)     AS^pgH^ 


Diese  ungleichfürmige  Bewegung  wird  aber  nur  währe 
Zeit  a^k 

dauern,  und  es  ivird  nach  Verlauf  derselben 

,, tjr^fcosl) «»'cosi; 

'»'■—       e(oHf)+ii'(,/'sinS~i!)—       «/■+!«' »in  f 
2o'eWt\nt,-e)  «'f    ~ 


=sr;. 
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und  nenn  man  den  Werfh  von  k^  substltuirt. 


I-'erner  wird  wach  g.J192. 

9  =  90«  und  sinliz::^^. 

Zusatz  1. 
§.1200.    War  im  Anfange  der  Winkel />ZO  =  5  =  0,  i 

und  zur  Bestimmiins  des  Winkeis  BZQ  =  ^, 
Hierauf  ergibt  sich  nach  Verlauf  der  Zeit  ( 

:i=,((i-S)  und  r=-'-i(f. 

Feinei'  haben  wir 


-iSgtf 


-'%(l+S) 


Nach  Verlauf  der  Zeit  f  ~i.t    ,  «',  "/g^  wird  aber 

e  =  90-  und  tgi=  .rg'yL^-,#^r 

Zusatz  2. 
g.  ]'201.     Wenn  aber  der  Winkel  OZO  =ft"I80o  war, 
werden  dieselben  Formeln    die  Bewegung  angeben ,    wenn  i\ 
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die  Winkelgeschwindigkeit  e  negativ  oder  im  entgegengesetzlen 
Sinne  gerichtet  annimmt.  Ist  aLer  £  =  0,  oder  der  Kugel  nur 
eine  fortsciireitende  Bewegung  beigebracht  worden,  so  wird 
nach  §.  1J85. 

k  =  e,  £  =  lSOo,  vc^e-'üSgi,  g.  =  0, 
X=t(e-Sgt),   F=0,  1=180»,  (9=900 
und  _  23/fff 


ird  nach  Verlauf  der  Zeit  i^=s 


«nd  Y  _  c<(oH2/'_)  _  «%^(nH2/^ 

Anmerkung. 
§.  1202.  Dieser  Fall,  in  welchem  die  Kugel  anfangs  keine 
drehende  Bewegung  empfangen  hat,  gilt  allgemein  und  ist  an 
keine  Voraussetzung  der  Winkel  f  und  Vj  gebunden.  Alsdann 
geht  daher  die  Kugel  geradlinig  mit  verzögerter  fortschreitender 
Bewegung  vorwärts  und  wird  allmählig  eine  drehende  Bewegung 

annehmen,  bis  sie  nach  Verlauf  der  Zeit  t=ns   /  i  ,  jr<i\    eine 
iog{W-\-l'') 

gleichfiirniige  Bewegung  erlangt,  mit  weicher  sie  hierauf  bestän- 
dig fortschreitet.  Hierdurch  werden  wir  au  dem  Falle  geführt, 
in  welchem  die  Kugel  im  Anfange  nur  eine  drehende  Bewegung 
ohne  irgend  eine  fortschreitende  empfangen  hat  und  desseu 
Entwickelung  leicht  ist.  Setzt  man  nämlich  e^O,  so  wird  nach 
g.  1191. 

>t=i/sinf,  also  sin&=-cosö,  co8£=sinr>  und  g=fj— 90o. 
Hierbei  ist  zur  Bestimmung  der  Axe/0,  um  welche  anfangs 
die  drehende  Bewegung  beigebracht  worden  ist,  ZO  =  f,  DZO 
=ö  und  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne  ZETD~b.  Nach 
Verlauf  der  Zeit  i  wird  ?i=S.  indem  man  nämlich  den  Winke! 
DZO^\}  um  /"ZO^ÖO«  vermindert,  ist  PI  die  Richtung  der 
fortschreitenden  Bewegung,  welche  die  Kugel  erlangen  wird, 
und  deren  Geschwindigkeit 

also  der  Zeit  proportional   ist.      Femer  wird  aber  tgl:=:0  und 

tg(S— ö)  =  a),  demnach,  weil  ip+g— -£=ö— 90**  ist, 

S  =  Ound  (9=900.  also  D20  =  t+90o=», 
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so  dass  der  Drehungspol   O  sich  beständig  auf  demselben  Ver- 
tikalkreise befinden  wird.     Endlich  ist  nach  §.  11Ü6. 


ns  =  Y  j 


^sins  "=  V  ^^^'"f'^ 


4öffgtsi 


"°"l  flc.s.=.c.sf,  «1.0  ,g,=,8f_ Jgl, 

SO  dass    der  Bogen   ZO   kleiner  wird,    ausgenommen   ' 
=  90"  oder  >  90"  ist;  auch  haben  wir 


Sl: 


47. 


iöefgtsinf     iä^Pg 


Die  Bewegung   wird  aber  eine  gleichfurmige  werden  nach 

sa^f  sin  f 
Verlauf  der  Zeit  ^"^^»(„ai/^  (§■  1191-),  und  zwar  wird  alsdann 

aV«^sinf^-K»N./«)^cosfa 

Wenn  demnach  f=0,  oder  der  Kugel  eine  drehende  Bewe- 
gung um  eine  vertikale  Axe,  ohne  irgend  eine  fortschreitende, 
beigebracht  wäre,  so  würde  sie  dieselbe  Bewegung  unverändert 
beibehalten. 

Aufgabe  21. 

§.  1203.  Einer  Kugel,  in  welcher  alle  Momente  der  Trägheit 
einander  gleich  sind,  ist  eine  drehende  Bewegung  um  eine  auf 
die  Richtung  der  fortschreitenden  Bewegung  normale  Axe  bei- 
gebracht worden;  man  soll  die  Fortsetzung  der  Bewegung  be- 
stimmen. 

Auflösung. 

(Figur  159.)  Da  DIE  die  Richtung  der  im  Anfange  beige- 
brachten fortschreitenden  Bewegung  und  e  ihre  Geschwindigkeit 
ist,  so  wird  der  Winke!  /)XO=f?=S0o,  und  wenn  man  ZO=f 
annimmt,  so  war  O  der  Pol,  um  welchen  im  Anfange  die  Kugel 
die  Winkelgeschwindigkeit  =£  imSiime  ZETD  empfangen  hat. 
Wir  haben  demnach 

Ä  =  +  {e-EAinf), 
wo   man  den  positiven  Werth  für  k  annehmen   muss,  so  dass 
sich  hier  zwei  getrennt  zu  behandelnde  Fälle  ergeben. 

Fall  I.  Es  sei  e>r/'siiif,  alsdann  wird  die  streifende  Ge- 
schwindigkeit im  Anfange  oder 

k=  c—tjfsinf 


y  Google 


deren  Mittelpunkt  der  Trägheit  in  ihrem  eigenen  etc.     701 

und  ihre  Richtung  ist /e,  so  dass  sin  0^=0  und  cosOQ^— 1 
(§.1109.),  also  DQ  =  l=\W  wird  und  Q  auf  E  fällt.  Die  Ku- 
gel wird  durch  die  Reibung  SM  längs  ID  beständig  zurückge- 
zogen, woraus  man  sogleich  schliesst,  dass  der  Mittelpunkt  / 
auf  derselben  geraden  Linie  DE  fortgehen  wird.  Nach  Verlauf 
der  Zeit  t  wird  demnach,  weil  cos£=  — 1  ist,  die  Geschwindig- 
keit des  Mittelpunktes 

v=e-''i,Sgt{^Am.) 
und  die  streifende  Geschwindigkeit 

w  =  ^-./■sinf-2d5(l+5)f  (§.  1192.); 

ausserdem  haben  wir 

g.=:0,  £  =  f— ^  =  180«  und  e=Q. 
Zur  Bestimmung  der  Lage  der  gegenwärtigen  Axe  lO  ha- 
ben wir  i>/0=90o,   und  wenn  nir  den  Bogen  ZO=s  und  (iie 
Winkelgeschwindigkeit  ^Sl  setzen,  so  wird 

ßcoss^ecosf  undßsini  =  esi„f+^', 

woraus  man  erhält 

"-V  '  +       7f +      5* 

(Figur  16V)     In  dieser  Zelt  (  durehläuft  der  Mittelpunkt  / 
die  gerade  Linie 

'  GX  =  X=t{e-Sgl). 

Diese  ungleichfurmige  Bewegung  wird  aber  wülirend  der  Zeit 
■.'(e^./-.inB 

'-  2J><«H/') 

dauern,  und  nach  Verlauf  derselben  wird  der  Weg 
»«(e-,/-.lnO[«(»°+y')  +  ..Y.In'f] 

^-  ■aijia-'-if'y 

und  die  Geschwindigkeit 

/'(«/■+ ra'siuf) 
•-         »■'+/■'        • 
Zur  Bestimmung  der  drehenden  Bewegung  haben  wir  aber 

.  .g.=te  ZO=tgf  +  ^gg=  .'(nHnc"sf 

wobei  beständig  DIO  =  90"  ist  und  die  Winkelgeschwindigkeit 

„       ^^g7y+2te»Ysinf+t'a*sinP  +  8'(a'+f)''cosf' 
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F  al  I  II.      Es  sei  e  <  ffsm  f  oder  die  streifende  Geschwin- 
digkeit im  Anfange 

/c  =  f/"sinf— e, 
alsdann  ist  ihre  Richtung  iQ  so  beschaffen,  dass  sinflQ  =  0 
cos-ÖQ  =  l,  mithin  DQ  =  t='0  wird  und  (^  auf  D  fallt.  Die 
Kugel  wird  demnach  durch  die  Reibung  SM  beständig  nach  der 
Richtung  IE  beschleunigt,  ihr  Mittelpunkt  1  schreitet  auf  der- 
selben geraden  Linie  IE  fort  und  nach  Verlauf  der  Zeit  t  wird 
ihre  Geschniudigkeit 

v  =  e-\-2S3t, 
so  wie  ihre  streifende  Geschwindigkeit 

w  ■=  £/sio  f-  e-  ^Sgt  (l  +5). 

Ferner  wird  gj  — 0,  g=:0  und  6  =  90**.    Zur  Besfimiuung  der 
gegenwärtigen  Drehungsaxe  10  ist  daher  Z>/O  =  60'',  und  wenn 
man  den  Bogen  ZO=:s  und  die  Winkelgeschwindigkeit  =ß  setzt, 
acos.  =  .co.f,    a.in.=„mf_?Ä', 


■  ,o»cosf 


tg,  =  tgf- 


M- 


lii  dieser  Zeit  vyiid  der  Mittelpunlit  der  Kugel  die  Linie 

GX  =  X  =  He+Sfft) 

durchlauleii.     Diese  ungieichlormige  Bewegung  wird  aber  nur 

während  der  Zeit  <=-nv  ,  ^  i  faj    anhalten,  und  es  wird  nach 
Verlauf  der  letztern  die  Geschwindiglteit 

'-       a'-tP 
und  der  Weg 

.'(./■sinf-e)[e(.'+2D+t«V»inf] 

Zur  Bestimmung  der  drehenden  Bewegung  findet  man  alter 

wohei  beständig  i)iO  — 90"  ist  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
\f;i/'+2.eay.lnf+£V.lnP+.'(i.'+/^)'co.7' 

Zusati  I. 
§.  1204.     Ist  e  =  e/sinf,   so  wird  die   Kugel   sogleich    von 
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Anfang  an  eine  gleiclifiirmige,  sowohl  fortschrei  l:en de  ab  dre- 
hende Bewegung  verfolgen  und  es  liildet  dieser  Fall  die  Grenze 
zwischen  den  zwei  behandelten. 

Zusatz  2. 
§.  120S.  Zum  erstem  Falle,  wo  e  >  s/'slof  ist,  sind  dieje- 
nigen Fälle  zu  zählen,  in  welchen  s  einen  negativen  Werfh  hat, 
oder  der  Kugel  anfangs  eine  drehende  Bewegung  im  SintieZ07'£ 
licigebrachl  worden  ist.  Setzt  man  aber  — e  statt  s,  so  kann 
die  Kugel  zurückkehren,   ehe  sie  zur  gleich  tu  rni  igen  Bewegung 

^f  ist. 

Zusatz  3. 
§.  1206.     In  diesem  Falle,    wo    s   negativ  genommen   wird, 
haben  vvir  znr  Zeit  t 

9)=0,  ö^90^  g  =  lSO",  vziiiC  —  ISgt, 


gelangt,  nämlich  wei 


»■=«+iAi»f-2%(i+5) 


tgs  =  tgf- 


.sf 


a=^,!    4a./ji»iiif  ^  4ayyp 


i'(o+'A'°f)[«(»''-f2/"')-'«''A"ifJ 


' 

'iigf,. 

=  +  r) 

irt. 

es  wird  eine  ; 

gleichfürmige 

Hc 

ives^u 

n);  eiiiti-eten 

. 

^, 

tg.= 

i(? 

.in/-- 

;-f 

V. 

■fP-1.,.'f, 

äinf  +  i 

s=fl*sin 

f'+ 

.»(«« 

H-fVc 

o.P 

Anmerknng. 
§.  ViW.  Dieser  Fall  ist  vorzüglich  merkwürdig,  indem  man 
der  Kugel  eine  solche  Bewegung  beibringen  kann,  dass  sie  zu- 
erst sich  entfernt,  bald  aber  wieder  umkehrt.  Man  pflegt  diess 
durch  einen  Versuch  zu  zeigen,  indem  man  mittelst  des  um  Ji 
herum  angebrachten  und  abwärts  drückenden  Fingeis  der  Ku- 
gel eine  doppelte  Bewegung  beibringt,  eine  fortschreitende  im 
Sinne  DIE  und  eine  drehende   im  Sinne  ZDTE.     Damit  aber 
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die  Erscheinung  gelinge,  niuss  die  Winkelgeschwindigkeit  in) 
Vergleich  mit  der  fortschreitenden  eine  gewisse  bestimmte  Grenze 
fiberschreiten;  um  diese  leichter  zu  erkennen,  wollen  wir  die 
Rechnung  dem  Falle  anpassen,  in  welchem  der  Kugel  eine  dre- 
hende Bewegung  um  eine  horizontale  und  auf  die  Richtung  der 
fortschreitenden  Bewegung  normale  Axe  beigebracht  wird.  Es 
bezeichne  demnach  e  die  fortschreitende  Geschwindigkeit  nach 
der  Richtung  DIE  und  £  die  im  Sinne  ZDTE  rKckwärts  dre- 
hende Winkelgeschwindigkeit,  wobei  /  der  Radius  der  Kugel, 
Ma^  ihr  Moment  der  Trägheit  und  ÖM  die  Reibung  ist.  Zuerst 
wird  die  Kugel  in  der  Richtung  DIE  fortgehen  und  es  wird 
nach  Verlauf  der  Zeit  t  die  Geschwindigkeit 

»  =  e—l&gt 
und  der  zurückgelegte  Weg 

X=t{e  —  8g{); 
aber  auch  jetzt  noch  wird  sie  sich  um  dieselbe  Axe  räckwürts 
drehen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

Die  Beilegung  wird  nun  gleichförmig  nach  Verlauf  der  Zeit 

es  wird  alsdann  ihre  fortschreitende  Geschwindigkeit 
fl.ef-m') 

und  ihre  Winkelgeschwindigkeit 


wärts  bewegen,  wobei  auch  die  drehende  Bewegung  nach  röck- 

ef 
wärts  geneigt  ist;  ist  aber  e<-^,  so  geht  die  Kugel  nach  vor- 
wärts, die  Drehung  hat  alsdann  eine  entgegengesetzte  Richtung. 
In  jenem  Falle  fing  die  Kugel  an  rückwärts  zu  gehen  nach 
Verlauf  der  Zeit  ,__! 

*~1äg' 
und  nach  Zurücklegung  des  Weges 

Ist  die  Kugel  gleichartig,  so  wird  a"  =  Vb/^  und  es  drückt 
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if  die  Ürehungsgeschwindigbeit  im  Berührungspunkte  aus,  diese 
setze  man  =Ä.  Nach  Verlauf  der  Zeit  (  wird  die  fortschrei- 
tende Geschwindigkeit 

v  =  e--2Sgt, 
die  drehende  im  Berührungspunkte 

fSl  =  u  =  h-&^gt 
und  der  durchlaufene  Weg 

—  t(e—Sgt). 
Die  Bewegung  wird  gleichfürmig  nach  Verlauf  der  Zeit 

und  nachdem  der  Weg 

_{lae~k){e-\h} 
—  i'äSg 

zurückgelegt  i^^t.     Älsdnnn  wird 

5e  — 2/i  _2A-5.!, 

damit  nun  die  erwähnte  Erscheinung  eintrete,  muss  im  Anfange 
A^-gß  sein.  Ist  aber  Ä=(je,  so  werden  beide  Bewegungen  zu- 
gleich aufhüren  nach  Verlauf  der  Zeit 

i=:(Tir-  Secunden. 
und  nach  Zuriicklegung  des  Weges 


Bemerkung    des    Herausgebers. 

Der  neuem  Ausgabe  dieses  Originalwerkes  vom  Jahre  1790 
ist  eine  Abhandlung  angehängt,  deren  Titel  ist:  Von  der  Bewe- 
gung einer  Kugel,  welche  sich  um  eine  beliebige  schiefe  Äse 
dreht  und  über  einer  horizontalen  Ebene  einhergeht.  Diese  Ab- 
handlung ist,  die  Einleitung  und  den  Schluss  abgerechnet,  mit 
dem  eben  beendeten  Kapitel  identisch,  auch  sollte  sie,  wie  die 
Einleitung  besagt,  von  diesem  Werke  getrennt  bleiben.  Um 
hier  nun  eine  Wiederholung  zu  vermeiden,  lasse  ich  als  Anhang 
dieses  Kapitels  nur  die  Einleitung  und  den  Schluss  jener  Ab- 
handlung folgen. 

Einleitung. 

In  allen  bisher  über  die  Bewegung  von  Kugeln  über  einer 
horizontalenEbene  vorgetragenen  Lehren  haben  wir  keine  andere 
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Bewegung  betrachtet,  als  solche,  welche  um  eine  auf  die  Eicli- 
tung  der  Bewegung  normale  Axe  erfolgt.  Es  bleibt  die  höchst 
schwierige  Frage' übrig,  auf  welche  Weise  eine  Kugel,  der  um 
eine  beliebige  schiefe  Axe  eine  drehende  Bewegung  beigebracht 
worden  ist,  oberhalb  einer  horizontalen  Ebene  forlschroiten  wird. 
Die  Principien,  nach  welchen  man  eine  solche  Bewegung  be- 
stimmen miiss,  sind  nämlich  noch  nicht  genügend  entwickelt, 
um  dieselben  allen  etwa  vorkommenden  Fällen  anpassen  zu 
können.  Ich  selbst  habe  diese  Prineipien  in  meinem  Werke 
über  die  Bewegung  fester  und  starrer  Körper  zuerst  bekannt 
gemacht  und  dadurch  sehr  viele  Erscheinungen  erklärt,  welche 
in  den  gewöhnlichen  Prineipien  der  Mechanik  gar  nicht  ange- 
griffen werden.  Im  letzten  Kapitel  dieses  Werkes  habe  ich  eben 
diesen  Gegenstand  über  eine  Kugel,  welche  über  einer  horizon- 
talen Ebene  fortgeht,  während  sie  sich  inzwischen  «m  eine  be- 
liebige schiefe  Axe  dreht,  mit  allem  Eifer  untersucht.  Da  aber 
dieses  Buch  sich  nur  in  den  Ufinden  Weniger  befindet  und  diese 
Abhandlung  auch  jeUt  den  meisten  Geometern  noch  unbekannt 
zu  sein  scheint;  so  halte  ich  es  nicht  für  unangemessen,  diesen 
Gegenstand  hier  aufs  Neue  an  das  Licht  zu  ziehen,  wie  er  am 
erwähnten  Orte  behandelt  worden  ist.  Ich  werde  hierbei,  wenn 
es  nöthig  erscheint,  einige  Erläuterungen  hinzufügen,  wodurch 
die  allgemeine  Theorie  der  über  einer  horizontalen  Ebene  belie- 
big fortgetriebenen  Kugeln  vervollständigt  werden  wird.  Bei 
dieser  Untersuchung  hat  man  aber  hauptsächlich  die  Reibung 
zu  berücksichtigen,  weil,  wenn  diese  beseitigt  wäre,  die  Kugel 
beständig  dieselbe  fortschreitende  und  drehende  Bewegung,  ohne 
irgend  eine  Aenderung,  beibehalten  wtirde.  Ich  werde  aber  die 
Reibung  auf  dieselbe  Weise  in  die  Rechnung  einführen,  wie 
bisher  die  Gcometer  sie  zu  behandeln  pflegten.  Obgleich  man 
nämlich  alle  Symptome  der  Reibung  vielleicht  noch  nicht  voll- 
kommen kennt,  so  scheint  es  doch,  als  ob  jene  Behandlung 
keine  Aenderung  erleiden  diiife,  weil  die  Hauptarbeit  hier  in  der 
Entwickelung  der  schwierigsten  Prineipien  der  höhern  Mechanik 
und  der  Integration  mehrerer,  sonst  sehr  schnieriger  Differential- 
forme In  besteht. 

Schlnssfolgen 
zur  Bestimmung  der  Bewegung,  mit  welcher  eine  auf  beliebige 
Weise  angetriebene  Kugel    über  einer  horizontalen  Ebene  fort- 
schreitet. 
I.  Stand  der  Frage.    Wir  setzen  eine  solche  Beschaffen- 
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lieit  Jef  KiTgel  voraus,  dass  nicht  nur  ihr  Schwerpunkt  in  den 
Mittelpunkt  der  Figur  fallt,  eondeirn  auch  alle  Momente  der  Träg- 
heit in  Bezug  auf  jeden  Dnrchniessec  einander  gleich  sind.  Der 
Uadiua  einer  solchen  Kugel  wird  =f,  Ihre  Masse  oder  Genictf 
=-M  unti  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  jede  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Äxe  =  Sla^  gesetzt,  so  dass,  wenn 
die  Kugel  aus  gleichartiger  Materie  besteht,  a^':=^jj^  sein  wird. 
Ausserdem  nehmen  wir  sowohl  die  horizontale  Ehene,  als  auch 
die  ganze  Oberfläche  der  Kugel  so  gleichmässig  glatt  an,  dass 
sie,  während  sie  über  der  horizontalen  Ebene  streifend  fortgeht, 
überall  dieselbe  Reibung  erleidet,  und  da  diese  dem  Druck  oder 
dem  Gewicht  der  Kugel  proportional  ist,  setzen  wir  sie  liier— d^/. 
II.  Anfangszustand.  (Figur  162.)  Wir  aef/.en  voraus, 
dass  die  Kugel  anfangs  im  Punkte  O  auf  der  Ebene  stehe  und 
ihr  eine  fortschreitende  Bewegung  nach  der  Richtung  DO  und 
mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  beigebracht  worden  sei,  dass 
sie  in  Kioer  Secunde  einen  Weg  =  e  durchlaufen  wfirde;  diese 
Geschwindigkeit  hat  man  sich  nicht  sowohl  dem  Berührungs- 
punkte D,  als  vielmehr  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  beigebracht 
KU  denken.  Hierauf  stelle  aher  der  Kreis  ABCD  einen  verti- 
kalen, nach  der  Richtung  DO  ausgeführten  Schnitt  der  Kugel 
vor,  zugleich  stelle  aber  auch  derselbe  Kreis  die  uns  zugewandte 
convexe  Halbkugel  dar,  auf  welcher  E  der  Pol  ist,  um  den  der 
Kugel  anfangs  eine  drehende  Bewegung  beigebracht  worden  ist, 
deren  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne  AßCD=s  sei,  so  dass 
e  den  in  Einer  Secunde  zu  beschreibenden  Winkel  bezeichnet. 
Zur  Bestimmung  der  Lage  dieses  Punktes  E  sei  B  der  höchste 
Punkt  der  Kugel,  welcher  zugleich  dem  Berührungspunkte  D 
diametral  gegenüberliegt;  indem  man  nun  durch  E  den  gross- 
len  Kreis  BE  zieht,  setze  man  ßE=f  und  ABE=i}.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  ist  die  ganze  der  Kugel  im  Anfange 
beigebrachte  lebendige  Kraft 

Nachdem  daher  der  Kugel  eine  solche  doppelte  Bewegung 
beigebracht  worden  ist,  fragt  es  sich,  auf  welche  Weise  sie 
hierauf  fortschreiten  wird.  Zuerst  wird  es  nun  angemessen  sein, 
zwei  Fälle  zu  bemerken,  in  welchen  die  Kugel  die  ihr  beige- 
brachte Bewegung  bestäodig  beibehalten  würde.  Der  eine  Fall 
findet  nämlich  statt,  wenn  die  fortschreitende  Bewegung  e  =  0 
ist  und  die  Kugel  sich  zugleich  um  die  vertikale  Axe  jBD  dreht; 
so  dass  in  diesem  Falle  ßjE  =  f=0  ist  und,  weil  keine  Reibung 
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stattfindet,  die  Kugel  beständig  an  derselben  Stelle  sich  zu  dre- 
hen fortfahren  wird.  Üer  zweite  Fall  findet  statt,  wenn  die  i)re- 
hungsaxe  (loiizonfal  und  daher  (1^90",  ausserdem  aber  e=:E/sinf 
ist,  in  w«1cliem  Falle  die  Reibung  gleichfalls  aufhört.  In  allen 
übrigen  Fällen  aber  wird  die  Kugel  von  Anfang  an  einige  Zeit 
hindurch  mit  ungleich  Für  miger  Bewegung  fortgeführt,  während 
sowohl  die  fortschreitende,  als  auch  die  drehende  Bewegung 
sich  beständig  verändert  und  man  findet  diese  in  Secunden  aus- 
gedrückte Zeit 

,_  gaV-.J^att^.Inf.inli  +  .y  .irr- 
%(«'+/')  ' 
Hier  bezeichnet  g  die  Hohe,  aus  welcher  ein  sclivverer  Kor- 
per in  Einer  Secunde  herabsteigt.  Die  ganze  Bewegung  der 
Kugel  wird  daher  von  selbst  in  zwei  Theile  unterschieden,  in  deren 
ersten  die  Bewegung  ungleichförmig,  in  deren  zweiten  sie  gleich- 
ftjrmig  ist. 

111.  Bestimmung  des  ersten  Theiles.  Es  sei  jetzt 
seit  dem  Anfange  eine  beliebige  unbestimmte  und  in  Socunden 
aus^'edruekte  Zeit  ==  t  verflossen,  die  aber  kleiner  als  die  eben 
angegebene  Cienze  sein  niuss,  und  es  berühre  um  diese  Zeit 
die  kugel  die  hoiizontale  I  bene  im  Punkte  T.  Aus  diesem 
ziehe  man  normal  auf  die  feste  gerade  Linie  DO  die  Linie  TX, 
setze  zui  Bestimmung  der  Curve  DT,  durch  welche  der  Be- 
ruhningtpunkt  bis  hier  fortgeschritten  ist,  die  Coordinaten  DX 
=:X  und  XT^V,  so  dasa  man  annehmen  muss,  es  habe  der 
Schwerpunkt  der  Kugel  einen  ähnlichen  Weg  beschrieben.  Nun 
setze  man  aber  den  Winkel,  unter  welchem  das  Element  Tt  ge- 
gen die  Richtung  DO  geneigt  ist,  :=<p,  so  dass 
dV 
^^f  =  dX 
ist,  die  üeschwindigkeit  aber,  mit  welcher  die  Kugel  iüngs  7't 
forigeht,  setze  man  =y;  alsdann  wird 

dX  ,    dY 

■^^«cosg,   und    -^^«sin?,. 

Diese  Werthe  müssen  erst  aus  der  drehenden  Bewegung^ 
welche  jetzt  der  Kugel  zukommt,  bestimmt  werden  und  wir 
werden  sie  bald  darstellen,  nachdem  wir  nämlich  die  drehende 
Bewegung  betrachtet  haben  werden.  (Fig.  163.)  Zu  diesem  Ende 
schneide  man  wieder  die  Kugel,  welche  jetzt  in  2' auf  der  Ebene 
steht,  durch  die  vertikale  Ebene  MZIST,  welche  der  im  An- 
fange befrachteten  parallel  ist,  so  dass  der  Kreis  MZNT  wie- 


y  Google 


deren  Mittelpunkt  der  Trägheit  in  ihrem  eigenen  etc.    709 

der  die  ans  zugewandte  Halbkugel  darsteUt,  auf  welcher  O  der 
Pol  ist,  um  den  sich  jetzt  die  Kugel  im  Sinne  MZNT  und 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  drehet.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen wird  man  diese  Bestimmung  der  Bewegung  folgender- 

maassen  kurz  <larstellen  können. 

Aus  den  dem  Arifangszustande  angehüreudeu  Elementen  be- 
stimme man  den  Winkel  t,   so  dass 

./-sinfcosl) 
^^'■"e— f/'sinfsinlj 
sei,  alsdann  erhalten  wir  .für  die  fortschreitende  Bewegung  so- 
gleich (Figur  162.) 

nX=:^X—et-\-8g^w^t  und    TX=Y=Sgi'smi 
und  hieraus  die  Geschwindigkeit 


längs  DX: 


und  längs  AI  :  ~-j^=-^ö,(/isin£. 

Hiernach  wird 

'2Sgt  sm  ^ 
^^f-e-yiSgtcaa'i 
und  die  forl.-;ehrci(ende  Geschwindigkeit 


=  V"e2-l-4%(coHH  4iS  V^- 
Zur  Bestimmung  der  drehenden  Bewegung   um   den  Pol  O 
suche  man  den  Winkel  ij  der  Gleichung 

entsprechend  und  hieraus  die  Grosso 

alsdann   wird   für   den  Abstand  dieses  Poles    O  vom    höchsten 
Punkte  Z  der  Kugel  ^p__     g     ^ 

die  Winkelgeschwindigkeit  - 

Ü  =  V"^^  +  e2cosP 
und  endlich  der  Winkel 

Auf  diese  Weise  haben  wir  alles  bestimmt,  was  für  die  Be- 
wegung erforderlich  ist. 

IV.  Bestimmung  des  zweiten  Theiles.  Wir  haben 
schon  bemerkt,  dass  die  gleichförmige  Bewegung  nach  Verlauf 
der  Zeil 
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a^  V^t^^  -  '2gf/-sm  f  gin  ^  +  .^  p  sÜ^f^ 

ihren  Anfang  niinnit.  Wenn  wir  daher  diesen  Wertfa  statt  t  siib- 
stituiren,  so  werden  die  Coordinalen  X  und  F  den  Punkt  auf 
der  Curve  angehen,  in  welchem  die  gleichförmige  Ben-egiing 
beginnt;  es  sei  K  derselbe.  Fährt  man  aber  den  Winkel  £  ein, 
so  wild  iaVsinfcosfj 

'-      2ä^C«Hnsinr 
wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  sinj  negativ  ist.     Ist  daher 
der  Kiirper  bis  zum  Punkte  K  gelangt,  so  wird  seine  furtschrei- 
tende Geschwindigkeit  in  der  Richtung  DT 

_        «Vsin f  cos 0 cos £„  t^/^  -  b Vsi.if  si n  » 

und  die  Geschwindigkeit  in  der  liichtung  LK 

aVsinf-c/-^cosf> 

Für  die  hierauf  folgende  drehende  Bewegung  haben  wir  aber 
tg.=tg(£-6)-4^^, 
_       e{a*-\-n^a^k 
-         c(«Hntg&  ' 
woraus  man   für  eben  diese  Zeit  den  Winkel  MZO  =  l~7j  er- 
kennt.    Ferner  wird  ebenfalls  für  dieselbe  Zeit,    wo  die  Berüh- 
rung im  Punkte  K  stattfindet,    die  Geschwindigkeit  dos  Mittel- 
punktes t  r  ^  I  2ff^^^^^?sF       n'^l^^ 

die  Neigung  der  Richtung  der  Bewegung  in  K  gegen  die  feste 
gerade  Linie  DO,    welche    wir  allgemein    durch   9    bezeichnet 
haben,  wird  nun  dnrch  die  Gleichung 
.  "'■^/'^sing 

bestimmt;  hiernach  keq,nt  man  die  fortschreitende  Bewegung,  mit 
welcher  nach  dieser  Zeit  die  Kugel  gleichförmig  weiter  geht. 
Zur  Bestimmung  des  Drehungspoles  O  ist  aber,  wie  wir  gesehen 
haben,  il/ZO=g— ij,  ausserdem  haben  wir 

tSZO  =  ;^, 
und  die  drehende  Geschwindigkeit 

„    \^yp+ä..i.y.iiif.ii.i)+.v'gf+.'(aHr)'°"i'' 
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gefunden,   und  es  wird  demnach  die  Kugel  diese  drehende  Be- 

t^egung   beständig  beibehalten.      Ist   aber  die  Kugel   zu  dieser 

gleichrürmigen  Betregung  gelangt,  so  wird  ihre  lebendige  Kraft 

.«[.y»+gtm.V.lnf.int  +  .'<.'(a'+/")c<nPl 

»eiche  von  der  anfänglichen  abweicht  «m 

Es  wird  aber  in  Betreff  dieser  gleichfüniflgen  Bewegung  an- 
genehm sein  zu  bemerken,  dase  MZO  =  Z — ij^zöO^  +  gj  und 
hierauf  i,=^fSls\as 

ist,  welche  Formeln  demnach  die  Bedingung  der  gleichförmigen 
Bewegung  enthalten. 

Zugabe. 
Ausserdem  scheint  vorzüglich    der  Fall  bemerkenswerth  zu 
sein,  in  welchem  der  Kugel  anfangs  durchaus  keine  fortschrei- 
tende Bewegung  beigebracht  worden,  also  c  =  0  ist.     Alsdann 
wild  nämlich 

tg£=-cotg^,  also  f=90o+f)  und  /c=e/sinf, 
so  wie  zur  Bestimmung  des  zurückgelegten  Weges 
X=^ Sgf^KOB^  und  Y:=Sgt'^sm^. 
Hieraus  ersieht  man,  dass  dieser  Weg  eine,  unter  dem  Win- 
kel £  gegen   die  Ase  DO  geneigte   gerade  Linie  ist.      Ausser- 
dem wird  aber 

V cas ip:='iSgt cos i  und  vs\acp^^2SgU'mZ, 
mithin  tg9  =  tg^nnd  9i  =  £=90"+6, 

so  wie  die  Geschwindigkeit 

V  =  ngt. 

Ferner  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  drehenden  Bewe- 

undvyeiU-l>=90'>  ist,  tgij--^«  und  i,-^90o,  mZO-=i--'n=^}; 
es  wird  also  der  Drehungspol  O  immer  auf  demselben  Vertikal- 
kreise  bleiben.     Da  nun 

ßcoss  =  scosf    und    ßsins=;^^. 
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Hiernach  vtird  die  ungleichförmige  Bewegung  während  des 
Zeitraumes 

'-2«<,(o»+f) 
dauern  und  nach  Verlauf  desselben 

sein,  wobei  y  =  £=90''+l)  bleibt.      Ferner  wird  auch  Jetzt 


MZO=i},  tgj: 


5!W 


und  „      iV?ÜnP+(»H/^)'ce.f' 


y  Google 


Kap.  FI.    Von  der  Beweg,  einer  ungleickartigen  Kugel  etc.  713 


Von   der  Bewegung   einer  ungleichartigen   Kugel    über  einer 

horizontalen  Ebene  und  den  noihwendigen  Erläuterungen  iur 

schwankender 


g.  1208.  Ich  habe  mir  hier  die  Aufgabe  gestellt,  die  Bewe- 
gungen einer  ungleichartigen  Kugel,  deren  Schwerpunkt  ausser- 
halb des  Mittelpuoktes  ihrer  Figur  liegt,  zu  untersuchen;  und 
da  diess  wegen  der  grössten  Schwierigkeifen  derKechnung  nicht 
ganz  allgemein  ausgeführt  werden  kann,  werde  ich  die  Bewe- 
gung solcher  Kugeln  auf  die  über  einer  horizontalen  Ebene  be- 
schränken. Ausserdem  werde  ich  aber  auch  nur  die  geradlinige 
Bewegung  betrachten,  wesshalb  alle  drehenden  Bewegungen  hier 
ausgeschlossen  werden,  diejenigen  ausgenommen,  welche  um 
eine  horizontale  und  auf  die  Richtung  der  fortschreitenden  Be- 
wegung normale  Axe  vor  sich  gehen.  Die  Analysis  ist  nämlich 
noch  nicht  so  weit  fortgeschritten,  dass  man  auch  andere  Be- 
wegungen um  schiefe  Axen  entwickeln  könnte. 

§.  1209.  (Figur  164.)  Es  sei  demnach  in  der  horizontalen 
Ebene  10  die  gerade  Linie,  längs  welcher  die  Kugel  fortschrei' 
tet  und  welche  die  letztere  anfangs  im  Punkte  i  berührt  hat; 
nach  Verlauf  der  Zeit  (  beruhie  sie  aber  die  Linie  im  Punkte 
S,  und  man  setze  den  durchlaufenen  Weg  ISt:=s.  Ferner  be- 
finde sich  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in  C,  es  sei  ihr  Radius 
CA  =  CS=a,  der  Kreis  SAB  stelle  einen  auf  die  Richtung 
der  Bewegung  70  vertikalen  Schnitt  der  Kugel  vor,  der  Schwer- 
punkt der  letztern  befinde  sich  in  G,  vom  Mittelpunkte  um  CG 
=c  entfernt.     Hätte  daher  die  Kugel  eine  drehende  Bewegung, 
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so  wurde  diese  immer  um  eine  horizontale,  di  ch  de  Sei  e 
punkt  G  gehende  und  auf  den  Schnitt  SAB  no  n  ile  -Vxe  e 
folgen.  In  Bezug  auf  diese  Ase  setze  man  das  Mone  t  de 
Trägheit  der  Kugel  =Pk%  wo  P  das  Gewicht  oder  d  e  M  se 
der  letztem  bezeichnet.  Fällt  man  nun  auch  aus  6  aul  d  e  e 
rade  Linie  10  das  Perpendikel  GP,  so  setze  n  an  d  e  zu  Be 
Stimmung  des  gegenwärtigen  Ortes  des  Schwe  pu  Ltea  d  e  e 

den  Ooordinafen  IP^x  und  PG=i/,  so  dass  -^  d  e  1    r  zontdle 

uud  jf  die   vertikale  Geschwindigkeit,    mit  wel  le     le&e         I 
dt  ° 

aufwärts  bewegt,  bezeichnen.     Au.sserdem  setze  n    n   le     'W  n 

kel  AGP~ACS  =  ip,    wir  stellen  uns  denselle     als         £s  n  e 

SAB  wachsend  vor,  sn  dass  -^i  die  Winkeigesch       d  j,ke  t  de 

Kugel  in  demselben  Sinne  bezeichnet.  Hierhei  us  cl  da  an 
erinnern,  dass  die  Zeit  beständig  in  Secundei  d  e  G  scb  n 
digkeiten   aber  durch  die  Wege  dargestellt  we   ie  elcl  e 

1  Secunde  zurückgelegt  werden.  Zu  diesem  Ende  fuhren  wir 
den  Buchstaben  g,  welcher  die  in  1  Secunde  zurückgelegte  Fall- 
höhe bezeichnet,  in  die  Rechnung  ein. 

§.1210.  Unter  diesen  V'oraugsetzungen  können  die  Coordi- 
nateii  x  und  y  durch  die  zwei  Veränderlichen  IS=:s  und  ACS 
=  ip  ausgedrfickt  werden;  zieht  man  nämlich  die  Horizontale 
GQ,  so  wird,  weil   GO^csiny  und  CQ  =  ccos<p  Ist, 

Hiernach  erhalten  wir 

d.v=  ds-^c cos ipdip   und   rf^^*?sin qidrp. 
ferner  ddx  —  das  —  ccos  g)rfrfgi4-  csin  (pdiji^ 

und  ddy:^  c sin rpddcp-^  ccoscpdtp^, 

welcher  Formeln  man  sieh  bedienen  muss,  um  die  Bewegung 
zu  bestimmen.  Wollen  wir  aber  hei  dieser  Arbeit  auf  die  Rei- 
bung Rücksicht  nehmen,  so  müssen  wir  vor  allem  danach  sehen, 
auf  welche  Weise  der  Punkt  S  der  Kugel  sich  über  der  gera- 
den Linie  lO  vorwärts  bewegt.  Hier  ist  es  nun  zuerst  ein- 
leuchtend, dass,  wenn  gar  keine  drehende  Bewegung  da  wäre, 

ds 
die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  längs  SO=.-j\  sein  würde. 

Wegen  der  drehenden  Bewegung  aber,  in  Folge  deren  der  Win- 
kel ACS=^'p  und  sein  Differential  dcp  zunimmt,  wird  derselbe 


y  Google 


uOer  einer  fiotixontalen  Ebene  etc.  715 

Punkt  S  mit  der  GescInvinrÜgbeit  =—77-    rückwärts    getrieben. 
Wäre  nun  ds  =  adrp, 

so  würde,  wie  man  hieraus  ersieht,  die  FortvTälzunj;  der  Kugel 
eine  vollkommene  sein;  ivenn  aber 
ds'>-ad<f 
ist,    so   vfird  die  Kugel   die  horizontale  Eltene  in  der  Riühtniig 
SO  streifen,  und  in  diesem  Falle  die  Reibsuig  ihre  Wirkung  in 
der  entgegengesetzten  Richtnng  ausüben.   Ist  dagegen 

ds  <i  adip, 
so  geschieht  das  Streifen  längs  SI  und  es  wirkt  die  Kraft  der 
Ueibun^  nach  der  Richtung  SO, 

§,1211.  Nun  wolle»  wir  die  Kräfte  betrachten,  durchweiche 
diese  Kugel  angetrieben  wird.  Erstens  stüsst  uns  hier  das  Ge- 
wicht der  Ki^el  auf,  woraus  eine  den  Schwerj>unkt  G  abwärts 
längs  GP  treibende  Kraft  =P  entspringt;  zweitens  wird  die 
Kugel,  weil  sie  in  S  auf  der  Ebene  Hegt,  hier  einen  gewissen 
Druck  ausüben  und,  in  Folge  der  Gegenwirkung,  von  der  Ebene 
durch  eine  gleiche  Kraft  in  der  Richtung  SC  zurückgestossen. 
Diese  Kraft,  welche  uns  jetat  noch  unbekannt  ist,  bezeichnen 
wir  mit  dem  Buchstaben  17,  Fugen  wir  endlich  die  Reibung 
hinzu,  so  ist  diese  immer  eben  diesem  Drucke  H  proportional, 
und  wir  be/.eichnen  sie  demnach  durch  A.i7;  sie  wird,  wie  wir 
schon  bemerkt  haben,  ihre  Wirkung  nach  der  Richtung  SI  oder 
ÄO  ausüben,  je  nachdem  ds>adip  oder  ds-^adq)  ist.  Wir  setzen 
ferner  voraus,  dass  in  diesen  Fällen,  wo  wir  ein  wirkliches  Strei* 
fen  zugeben,  i  =  V3  sei;  diesen  Werth  pflegt  man  gewöhnlich 
anzunehmen,  und  man  kann  leicht  jeden  andern  Bruch  an  seine 
Stelle  substituiren.     Für  den  Fall,  dass 

ds  ^^  adtp 
ist  und  keine  Anreibung  stattfindet,  hat  man  besonders  zu  be- 
merken,   dass  entweder  1=0  sein  oder  einen  gewissen  Werth 
<,%  haben  wird,  so  gross  als  derselbe  nämlich  erforderlich  ist, 
um  die  Anreibung  zu  verhindern, 

§.  1212.  Um  nun  hiernach  die  Bewegung  der  Kugel  selbst 
zu  bestimmen,  muss  man  sich  aus  den  Principien  der  Mechanik 
erinnern,  erstens  dass  die  antreibenden  Kräfte  so  auf  die  fort- 
schreitende Bewegung  des  Schwerpunktes  wirken,  als  ob  die 
ganze  Masse  in  diesem  Punkte  vereinigt  und  zugleich  alle  Kräfte 
an  demselben  angebracht  wären;  zweitens  aber,  dass  man  für 
die  drehende  Bewegung  den  Schwerpunkt  G  als  unbewegt  be- 
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trachten  kann.  Es  müssen  deeshalli  die  Momente  der  untiei- 
bendeti  Kräfte  in  Bezug  auf  die  durch  eben  diesen  l'unkt  gehende 
Drehungsaxc  berechnet  werden,  damit  durch  sie  die  Beschleu- 
nigung der  drehenden  Bewegung  bestimmt  werde. 

§.  1213.  Denken  wir  uns  daher  alle  antreibenden  Kräfte  im 
Schwerpunkte  G  angebracht,  derseH)e  wird  alsdann  die  Kraft  /* 
in  der  Richtung  GP  und  die  Kraft  n  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  ansiuhalten  haben.  Ausserdem  wird  er  nach  der  Ire- 
rizontalen  Richtung  durch  die  Kral\  der  Reibung  =  lU  ange- 
trieben, entweder  längs  PI  oder  längs  PO,  wie  wir  vorher  er- 
klärthaben. Um  hierbei  aber  jede  Zweideutigkeit  zu  vermeiden, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Kraft  in  ihn  röckwflrts  längs  PI  an- 
treibe, indem  man  nämlich  flir  andere  Fälle  das  Zeichen  leicht 
ändert.  Zerlegen  wir  nun  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
nach  denselben  Richtungen  IP  und  PG,  so  ergeben  die  Prin- 
cipien  der  Mechanik  die  folgenden  Gleichungen: 

,.   '^^-m.  II.  ^=n-P. 

'2gdt^  2gdP 

in  welchen  wir  das  Element  der  Zeit  dt  constant  genommen  haben. 
6.  1214.  Für  die  drehende  Bewegung  ergibt  aber  die  Kraft 
der  Schwere  P  kein  Moment  in  Bezug  auf  die  Äse  G,  weil  sie 
durch  dieselbe  geht.  Aus  der  in  der  Richtung  SC  wirkenden 
Kraft  JI  entspringt  aber  in  Bezug  auf  den  l'unkt  G  das  Moment 
=n.GQ=:  Tic s'mip,  wodurch  die  drehende  Bewegung  verzögert 
wird.  Drittens  wird  die  nach  der  Richtung  PI  wirkende  Kraft 
der  Reibung  l/T  das  Moment  =111,  PG  =  i,n(a-~c  cos  (p)  erzeu- 
gen, welches  die  drehende  Bewegung  beschleunigt.  Zur  Be- 
stimmung der  letztern  ergeben  die  Principien  der  Bewegung 
die  Gleichung 

ppddf 

'     'igtiP 

Wir  haben  so  drei  Gleichungen  erlangt,  durch  welche  die 
ganze  Bewegung  bestimmt  werden  muss,  so  vieler  Gleichungen 
bedarf  man  aber  auch,  indem  wir  zu  jeder  Zeit  drei  Unbekannte 
zu  bestimmen  haben,  nämlich  den  Abstand  s,  den  Winkel  g> 
nnd  den  Druck  n, 

§.  1215.  Zuerst  müssen  wir  aus  unsern  Gleichungen  den 
Druck  n  eliminiren,  und  da  sich  dessen  Werth  aus  der  zweiten 
Gleichung  ~P+  q'^£  ergibt,  so  substituiren  wir  denselben 
in  die  zwei  übrigen  Gleichungen  und  erhalten  so: 


-=:iir((i^ccos9)  — 
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diVe  kddy 

Substltuiren  wir  hierauf  in  diese  ilie  oben  gegebenen  Wertho 
n  X  «nd  y,  so  werden  sie  auf  di«  folgenden  reducift: 
dds  —  cc.osrpdd(p-\-csin(pdiffl-^-},cs\nrpdd<p-\-Xcc.osrpdq>'^ 


, ,     , ,      Ifl  —  ine  sin  a  4-  ic^sin  »  ci 

li.  ad^.——— —  .^^^^a 


+dq>^. 


,  Ic^cos  cp^-\-c^  sin  (p  coa  cp~lac  cos  ip 
2gd^        ^^ 
=  ln  —  kccosqi —  csing), 
in  welchen  sich  ausser  der  Zeit  t  nui-  die  zwei  Veränderliclien 
s  und  (p  befinden.     Ausserdem  kann  luan   aber    durchaus  nichts 
hieraus  scliliessen,   wenn  nicht  aus  den  UmstJinden  der  Bewe- 
gung schon    vorher  bekannt  ist,   welchen  Werth   man  für  den 
Buchstaben  X  anwenden  muss. 

§.  1216.  Wenn  man  jedoch  A  aus  diesen  zwei  GJeichunjjen 
eliminirte,  so  würde  sieh  eine  einzige  Gleichung  ergeben,  welche 
durchaus  allen  Fällen  auf  gleiche  Weise  angepasst  würe;  diese 
Elimination  kann  man  aber  weit  bequemer  auf  folgende  Weise 
bei  den  drei  Hauptgieichungen  anstellen.  Man  multiplicire  näm- 
lich die  erste  durch  i/  =  h  — ccosga,  die  zweite  durch  csiniy 
wnd  addire  beide  Produkte  zur  dritten;  alsdann  werden  beide 
Grössen  l  und  II  zugleich  aus  der  Rechnung  ausgeschlossen. 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  Gleichung 

ydda:-\-c  sin  (p  ddy-\-k^dd<p 

'  2^rf(ä  -  — csin9>, 

und  wenn  w  ir  statt  x  und  y  die  oben  gegebenen  Werihe  schreiben, 
(a  — c cos  (p)  dds  +  (c^—ac cos  ip  +  k^)  ddfp  +  acsin  q>d(p'^ 

=  —  '2ffc  sin  (pdt^. 

Weil  sich  aber  hierin  drei  Veränderliche  befinden,  können 

wir  daraus    auf  durchaus    nichts  für  unsern  Zweck  schliessen: 

wir  wollen  desshalb  eine  vollständigere  Auflösung  für  besondere 

Fälle  versuchen. 

I.   Von  der  Bewegung  unserer  Kugel,   ui.ter  Beseiti- 
gung aller  Reibung. 
§.  ]217.     Da  hier  überall  1  —  0  ist,    so  ergibt  die  erste  im 
Anfang  gefundene  Gleichung  sogleich 
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ivfirütTs  ctiirch  Integration  -^  =  CIbIgf;  tliese  Gleicliung  gib!  ftii, 
ilass  der  Schwerpunkt  der  Kugel  G  gleiclifüiniig  längs  einer 
horizontalen  Linie  fortschreitet.  Ist  Keine  Geschwindigkeit  im 
Anfange  ^f  gewesen,  so  wird 


dt 


~f  und  x  =  ß. 


—IlCisin^! 


in  wir  nliiiilich  annelimeii,   dass  im  Anfange  a- =  0  gewesen 
was  geschieht,  wenn  auch  der  Winkel  ip  im  Anfange  ==0, 

1  die  gerade  Linie  CGA  vertikal  war.     Hiernach  erhalten  wir 
s  =  ft+cs'm^.. 
Aus  der  zweiten  Gleichung  halten  wir  ferner 

'  2fjdf 
und  aus  der  dritten 

P!^dd^_ 
2</dt^    ~ 
es  ergibt  sieh  daher  hieraus 

/Md>p  .       C^_^ddy\ 

oder  k^ddip-i-csiaipddrj-^—'2gcs'inipdt^, 

und  es   geht  die   letztere,    wenn    man  statt  ddg  wieder  seinen 

Werth  setzt,  öher  in  die  folgende 

/t^ddtp+c^s'mtp'^ddtp-i-c'''siiiipcosfpdip^  =  — Si/csinqjrff^. 
Diese  enthält  nur  zwei  veränderliche  Grössen,  nämlich  ip  und  t. 

§.  I2]8.  Die  letzte  Gleichung  hat  den  Vortheil,  dass  sie, 
wenn  man  sie  mit  2rf'^  niultiplicirt,  integrabel  wird.  Man  findet 
aber  ihr  Integral: 

k^d(p^'i-e^sin<pHip'^  =  4ffdP(ccos'p+r) 
und  hieraus  dg>^ _ 4y (6-cos  <p+  F) 

dfi~  k^  +  c^s\nip^  ' 
welche  Formel  demnach  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit 
ausdrückt.  Setzt  man  nun  die  der  Kugel  anfangs  im  Sinne 
SAB  beigebrachte  Winkelgeschwindigkeit  =£,  so  erhalten  wir, 
weil  wir  für  den  Anfang  g)=0  angenommen  haben,  zur  Bestim- 
mung der  Constanten  F  die  Gleichung 

^=:Ml+£>,     also    4gr=^/c''  —  iffC. 
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iSubstidiiren  wir  diesen  Werth,  so  wird  unsere  Gloioliung 

dii~         A^  +  c^singj^    "     ■ 
§.   1219.     Nun   wollen    wir    die   lebendige  Kraft  belrachten, 
welche  unsere  Kugel   in   S  haben  wird.     Uer  Theil  derselben, 
welcher  aus  der  drehenden  Bewegung  entspringt,  ist 
Pj£d^_  Pii^  [<9c  nos  <p  +  jVi^*-  4gc] 
rfp     —  /c2  4-c^singp2 

der  Theil  aber,  welcher  aus  der  forfschreifendcn  Bewegung  her- 
vorgeht, _     rtf^^     äiß-\ 

~  \.de-^  di'^y 

Wir  haben  nun  gesehen,  dass  —j-,:=f,  dy=^cs.\r\q)d(p  oder 

dy'^  __  C^singj^i^q!"  _  [4ffccos  (p  +  g'A^  —  Agc\  c^sin  cp'^ 
dt^~         dt^         "  A2_(.(.a^;„^2 

war;  mithin  wird  die  ganze  lebendige  Kraf^ 
/'[r  +  (Ä*  +  c^sing>2)^r^=/>|/'>  +  4i,ccos9^  +  £^Ä^-V'l. 
Den  letzten  Ausdruck  können  wir  auch  setzen  =/*[/^+g2;t^ 
—  4i,c(l  — cosgi)],  wo  P[P-\-^]i-^']  die  der  Kugel  im  Anfange 
beigebrachte  lebendige  'Kraft  bezeichnet,  die  demnach  kleiner 
wird,  so  wie  der  Schwerpunkt  P  aufsteigt.  Es  ist  nämlich 
c(i— cos(p)  der  Weg,  welchen  der  Schwerpunkt  bis  jetzt  aufwärts 
zurückgelegt  hat,  in  so  fern  wir  annehmen,  dass  er  sich  im  An- 
fange in  der  tiefsten  Stelle  befunden  habe. 

§.  1220.  Ora  aber  die  ganze  Bewegung  der  Kugel  kennen 
zu  lernen,  rauss  man  die  entwickelte  Dififerentialgleichung  aufs 
Neue  iutegriren.     Da  nun 

^'(i'H- «".in  !P')=W-V(l~c"!») 
ist,  so  erhalten  wir  aus  derselben 

~    VT*i3_4_^^(l_(,OS^' 

welche  Formel  aber  so  beschaffen  ist,  dass  sie  im  aligemeinen 
durchaus  keine  Integration  zulässt  und  nur  durch  Näherungen 
bestimmt  werden  kann.  Ihre  Auflösung  würde  aber  sehr  leicht 
sein,  wenn  c^O  wäre,  indem  alsdann  der  Schwerpunkt  in  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  fallen  würde.  Alsdann  hätten  wir  niimlich 

rf(;^-r-    oder  dif>=:tdt  und  rp  —  tt; 


y  Google 


720    Kap.  VI.    Von  der  Beiver/.  einer  ungleiehariiijen  Kugel 

die  Bewegung  der  Kugel  wfirde  alsdann  gleichfiirmig   sein,    so- 
wohl in  Bezug  auf  Forlschreiten  als  Dreliuiig. 

Fall  I. 

g.  1221.  Für  unsern  Fall  gibt  es  aber  eine  einzige  Bedin- 
gung, unter  welcher  man  die  letzte  Formel  nach  gewöhnlicher 
Weise  behandeln  k^jjn,  nämlich  wenn  die  beigebrachte  Bewe- 
gung so  beschaffen  ist,  dass  der  Winkel  rp  beständig  so  klein 
als  möglich  bleibt,  zu  welchem  Ende  iiothwendig  auch  die  an- 
längliche Winkelgesch Winzigkeit  gleichsam  unendlich  klein  sein 
niuss.  Weil  alsdann  sin  91  =  q)  und  cos  91  ^1 — y^^*  sein  wird, 
so  nimmt  unsere  leti-.fe  Gleichung  die  Form  an: 

in  deren  Zähler  man  das  Theilchen  c^ifi^  gegen  i^  sicher  ver- 
nachlässigen kann.     Wir  haben  daher 

oder  wenn  man  2gc=nVi^  setzt. 


Das  Integra!  der  letzten  Gleichung  ist 

,      1  .    nw      ,       nw        .       . 

i— -arc.sin-TT    oder    -~-=sinwi. 


h        ^^??=    i    1^.^     nd      =-^i=sln^^^^^- 

§.  1222.  Dieses  Integral  ist  nämlich  so  genommen,  dass  im 
Anfange,  wo  i=0  war,  auch  der  Winkel  tp  verschwand;  in  die- 
sem Falle   kann   also,   weil   die  Sinusse  der  Winkel  nicht  über 

+  1    wachsen    können,    der   Winkel    tp    höchstens    ::;:  +  7^== 

werden.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  t  gleichsam  unendlich 
klein  ist,  so  wird  die  Kugel  diess-  und  jenseits  der  anfänglichen 
Lage  sehr  kleine  Ausweichungen  ausfuhren,  welche  Bewegung 
ich  früher  eine  schwankende  genannt  und  bestimmt  hahe.  Da 
nun  im  Anfange  91^0  war,  so  ergibt  sich  aus  unserer  Formel, 
dass  fp  so  oft  zu  demselben  Werthe  zuräckkehren  wird,  als 

Bin       1^       -U 
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ird.     Setzen  wir  daliev 


und  es  werden  in  dieser  Zeit  die  einzelnen  Si:hwingungen  oder 
Schwankungen  ausgeluJirf.  Die  fortschreitende  Bewegung,  mit 
welcher  nach  unserer  Annahme  der  Schwerpunkt  G  fortgeht, 
stiirt  aber  durchaus  nicht  diese  schwankende  Bewegung. 

Fall  11. 

g.  1223.  lis  gibt  ausserdem  noch  einen  andern  Fall,  in  wel- 
chem man  die  Rechnung  entwickeln  kann  und  es  findet  dieser 
statt,  wenn  der  Zwischenraum  c  so  klein  als  möglich  oder  der 
Schwerpunkt  G  sehr  wenig  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  C  ent- 
fernt ist.     Alsdann  darf  man  nfimlicb 


I^Ä  +  I^^sin^äjj^g, 


(Z(=: 


erhalten.     Damit  nun  auch  der  Nenner  behandelt  werden  könne, 
nehme  man  J  so  an,  dass  ^Ji^^?,gc  oder  die  der  Kugel  im  An- 

fange  heigcbrachte  Geschwindigkeit  £— -    ,        werde;    alsdann 

wird  __ 

V£2>_4^c{l— cos(p)  =  V"4</t-(l+cosq7)  =  cos'/aqi^S^ 
und  unsere  Gleichung 

frei  von  jeder  Irralinnalitat. 

§.  1224.  Um  diese  Gleichung  bequemer  zu  behandeln,  setze 
man  Va9  =  900-co,  so  dass  9)  ==  180»-2(ö  nnil  sin(p  =  sin2ra 
=2sincacos(ü  vrird;  alsdann  nimmt  unsere  zu  integrironde  Formel 
folgende  Gestalt  an 

dt.  SfB^c^  -  ^t-^+X  "'""'"  ''°'"^~\ 
oder 


•:0s  (O^'^M 


Das  Integral   der  Id.Klt^rn  i-st 
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wobei  man  sich,  um  die  Cooataiite  C  zu  bestimmen,  erinnern 
muss,  daas  im  Anfange  für  (;=0,  ^  =  0  und  daher  w^^ÖO*'  ge- 
wesen ist,  woraus  C=:0  folgt.  Unsere  Endgleichung  ist  demnach 

mittelst  welcher  wir  für  jeden  Winkel  m  =  90'*  —  y^rp  leicht  die 
Zeit  (  angeben  können,  während  deren  Verlauf  die  Kugel  sieh 
durch  diesen  Winkel  fp  dreht. 

§.  1223.  Hieruacli  kann  der  Winkel  «nie  so  gross  wertien, 
dass  tg  y^N  negativ  ausfalle,  weil  sonst  der  ganze  Ausdruck  ima- 
ginär werden  würde.  Da  nun  im  Anfange  (p^^O  und  (ij=;90* 
war,  hierauf  aber  ip  nach  der  Voraussetzung  wächst,  so  wird  der 
Winkel  «  beständig  kleiner  werden.  Setzen  wir  daher,  dass 
(0=0  oder  9'=180*'  sei,  so  wird  die  hierzu  erforderliche  Zeit 
=  co  werden;  hieraus  lernen  wir,  dass  der  Winkel  tp  niemals 
bis  180°  zunehmen  oder  die  Kugel  sich  niemals  so  weit  herum- 
drehen kann,  dass  der  Schwerpunkt  0  vertikal  über  dem  Mit- 
telpunkte der  Kugel  zu  stehen  komme;  er  wird  aber  beständig 
mehr  gegen  diesen  Endpunkt  hin  steigen.  Wir  wollen  z.  B,  die 
Zeit  suchen,  in  welcher  der  Schwerpunkt  G  durch  einen  rech- 
ten Winkel  aufsteigt,  CS  sei  also  q)=:90o,  a,=4^^,  Vara=22n3ü' 

und  tgVaK'=V  \rV i.\  —  ^''^ — ■'•     Hiernach  wird 

(VS^-^^-Z^loga+^-^ä), 

mittelst  welcher  Formel  die  Zeit  (,  in  Secunden  ausgedrückt, 
bekannt  wird. 

g.  1226.  Dieser  durchaus  besondere  Fall  kann  daher  unter 
folgenden  Bedingungen  stattfinden  : 

1)  wenn  der  Zwischenraum  CG^^c  so  klein  ist,  dass  c^  ge- 
gen k^  verschwindet; 

2)  wenn   die  der  Kugel    im   Anfange,    wo    die    gerade  Linie 

CGA  vertikal  war,  beigebrachte  Geschwindigkeit  = — -ß— 

=:  — ^f—  gewesen  ist. 
Alsdann  werden  wir  iiümlich,    wenn  der  in  der  Zeit  t  ver- 
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mijge  der  dieheTiden  Beneguiiif  beschriebene  Winkel  ACS  =:=rp 
ist,  ivcil  w^DOO-Va^P,  <Ue  Gteicli«ng 


odet 


(V2ffc-^3^sinVa9''~Älogtg(45"-Vx'P) 
(  V^2^=  Ä  logtg  (45"  +  V^  5,)  +  l^sin  Va^« 


haben.  I»  Folge  dieser  Bewegung  wird  zwar  der  Winkel  <j> 
beständig  grösser  werden,  aber  erst  nach  einer  unendlich  grogsen 
Zeit  bis  180"  anwachsen  künnon.  Während  indessen  die  Kugel 
durch  diese  drehende  Bewegung  angetrieben  wird,  kann  sie  zu- 
gleich durch  eine  beliebige  fortschreitende  Bewegung  weiter  ge- 
führt werden,  wobei  nämlich  der  Mittelpunkt  C  gleichförmig  in 
horizontaler  Richtung  fortschreitet,  indem  wir 

gefunden  haljen.  Es  wird  aber  desshalb  der  SchvTerpunkt  G 
nicht  auf  einer  geraden  Linie  fortgehen,  sondern  in  Folge  der 
drehenden  Bewegung  beständig  aufsteigen,  aber  niemals  zur 
Hübe  a -J-C'gelangen. 

§.  1227.     In  diesem  Falle  haben  wir  angenommen,  dass  im 
Anfange  die  Winkelgeschwindigkeit 

,_2\^2^ 

^^       k 
gewesen  sei,    als  hinreichend  klein,  weil  c  im  Vergleich  mit  k 
sehr  klein  ist.      Nimmt  man   aber  diese  Geschwindigkeit  weif 
grösser  an,   so  dass  die  Grösse  Agc  gleichsam  gegen  j^U^  ver- 
schwindet; so  wird  sich  auch  alsdann  eine  analytische  Auflösung 

Fall    III. 
§.1528.  Es  sei  demnach  ^k'^-=:n'''Agc,  wo  m  eine  sehr  grosse 
Zahl  be?;eichnet;  alsdann  wird  der  Nenner  unserer  Hauptformel 

VFA2-4.;c-(1-cos9^)  =  2VffcK-(l-cosy)] 
=  2V^c(«''-2sinya92), 
wobeimaniiemerke.dass  £i;=-7_-'V^jc  ist.  Hiernach  wird  also  un- 
sere 


Gleicbu 


2rf.^-^.=-^=4==(Ä+gsin,^), 
V  w* —  2  sin  */^rp^  \        ^h.  / 

indem  wir  nämlich  noch  voraussetzen,  dass  c^  im  Vergleich  mit 
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k  unendlich  klein  sei.  Weil  nun  n  eine  iiber^rosse  Zahl  ist,  so 
erhalten  wir  mit  hinceichender  Genauigkeit 

und  wenn  wir  diesen  Werth  anwenden, 
2Md/V"^=d<j.(Ä+^8inqi^)(l+^^^) 

x=  dq>  (i+^^  sin (p2  +  ^sin  »/a 9'")' 
indem  »vir  das  Glied  ^--^smy^fp^sintp^  we^en  Belner  zweitachen 
Kleinheit  vernachlässigen. 

§.  1229.  Nachdem  wie  daher  unsere  Formel  so  entivitkelt 
haben,  ist  die  Integration  keiner  Schwierigkeit  mehr  unterwor- 
fen.   Da  wir  wissen,  dass 

/sin  <p^d<p  ^  yj-(l  -  cos  2<p)  dg>  =  %f  -  %  sin  2q, 
und  ähnlich 

/sin  Va9>Mqi  =  Va/Cl— cos  qj)  (Zq;  =  Va  ly  -  »/s  sin  g> 
ist,  so  erhalten  wir  durch  Integration 

_  ^2  ^ 

^'p^t-jÄ-'"2rJ^fc"''"2^-2^-"'"^- 

Mittelst  dieser  Gleichung  bestimmt  man  (eicht  die  einem 
jeden  Winkel  tp  entsprechende  Zeit;  will  man  aher  für  jede 
Zeit  t  den  Winkel  i;p  kennen  lernen,  so  muss  man  sich  der  Re- 
duction  bedienen,  durch  welche  man  in  der  Theorie  der  Plane- 
ten die  wahre  Anomalie  aus  der  mittlem  herzuleiten  pOegt. 

Hieraus  folgt  demnach,  dass  die  Kugel  beliebig  viele  ganze 
Umdrehungen  ausführen  kann,  weil  nichts  den  Winkel  tp  ver. 
hindcTt  ins  Unendliche  zu  wachsen,  zugleich  aber  kann  mW  die- 
ser Bewegung  eine  beliebige  horizontale  und  gleichförmige  ver- 
bunden sein.  Verlangt  man  etwa  die  Zeit  zu  wissen,  in  welcher 
eine  ganze  Umdrehung  ausgeführt  wird,  so  setze  man  g)::r:360" 
—  2:i;  und  findet  alsdann 

die  Kugel  wird  daher  in  der  Hälfte  dieser  Zeit  eine  halbe  Um- 
drehung ausfilhren,  weil  auch  för  q5  =  rc  die  beiden  letzten  Glie- 
der verschviinden. 
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g.  1230.  Obgleich  dei'  Mittelpunkt  dei'  Kugel  C  Jmmci'  den- 
selben Abstand  vun  der  homontalen  Ebene  behält  und  auf  einer 
geraden  Linie  fortschreitet,  wird  doch  seine  Bewegung  keine 
gleichfürm ige  sein,  weil  die  horizontale  Geschnindigkeit  des  Mit- 
telpunktes der  Trägheit  immer  dieselbe  bleibt.  Indessen  iiird 
aber  der  Schwerpunkt  G  um  C  auf  ähnliche  Weise  herumlau- 
fen, wie  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  um  die  Sonne  herumge- 
führt werden,  wobei  die  tiefste  Lage  des  Punktes  G  dem  Peri- 
hel,  die  höchste  aber  dem  Aphel  entspricht.  Das  erste  Glied 
unserer  für  die  Zeit  t  gefundenen  Formel,  dasjenige  nämlich, 
welches  den  Winkel  ip  enthält,  wird  die  mittlere  Bewegung,  die 
beiden  folgenden  Glieder  aber  die  Ungleichheiten  und  gleichsam 
die  Excentricität  in  sich  begreifen.  Hiernach  wird  man  auch 
den  vorhergehenden  Fall,  in  welchem  die  Zeit  Eines  Umlaufes 
unendlich  gross  war,  als  der  Bewegung  eines  Kometen  in  einer 
Parabel  ähnlich  anzusehen  haben. 

H.    Von  der  vollkommenen  Fortwälzung  unserex  Ku- 
gel, unter  dem  Hinautritt  der  Reibung. 

§.  1231.  Oben  (§.  1210.)  haben  wir  schon  gesehen,  dass 
zur  vollkommenen  Fortwälzung  die  Bedingung,  dass 

äs  =  adip 
sei,  erfordert  wird;  dessfaalb  wollen  wir  in  unsere  Gleichungen 
diese  Bedingung  aufnehmen  und  man  muas  alsdann  nach  der 
Elimination  von  JI  sehen,  einen  wie  grossen  Werth  A  annehmen 
wird.  So  lange  dieser  nämlich  %  nicht  übertrifft,  wird  eine  voll- 
kommene Fortwälzung  stattfinden  können.  Am  bequemsten 
echliesst  man  aber  auf  den  Werth  von  l,  wenn  man  die  dritte 
Gleichung  durch  die  erste  dividirt,  worauf  man  erhält 

und  wenn  man  hier  statt  ddx  seinen  oben  angegebenen  Werth 
substituirt,  weil  dds=add^  ist, 

add<p—  c  cos  tpdd<p  +csm  tpdrp'  *■ 

Nach  dieser  Gleichung  wird  man  leicht  ein  Urtheil  über  den 
Werth  von  A  erlangen  können. 

§.  1232.  Um  aber  die  Bewegung  selbst  zu  bestimmen,  be- 
nutzen wir  diejenige  Gleichung,  welche  wir  oben  (§.1216.)  erhal- 
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ten  haben,  nachdem  wir  beide  Grössen  H  itiid    l  zugleich  eli- 
minirt  balten.     Indem  wir  dds=addq>  setzen,  wird  dieselbe 
aia — c cos ip)ädip-+  (c^ — aecos^  +  k^)ddi)>  -\-acsiurpdi}i^ 

=  —  ac^  sin  q>dfi, 
oder  reducirt 

(a^c^+Ä*)  dd<p — 2«ccos  q>ddqi  +  ac  sin  qidip^^ — '2cg  sin  ipdt^. 
Multipliciren  wir  diese  durch  2dqi,    so   wird  sie  von  selbst 
integrabel  und  wir  erhalten  als  Integral 

(a^-{-c''-i-k^)d<p^ — 2ac  cos  qidip^=z:  4g  (C+c  cos  (p)dl% 
wo  wir  die  Constante  den  Umständen,   welche  die  Reibung  er- 
geben wird,  entsprechend  bestimmen. 

§.  1233.  Wir  wollen  demnach  nun  ein  Urth eil  über  die  Grösse 
i.  anstellen,  und  vor  nllem  statt  ddq)  seinen  durch  Differentiale 
erster  Ordnung  ausgedrückten  Wertb  substituiren.  Aus  der  vor- 
hergehenden Gleichung  haben  wir 

(igcdt^+acdip^)  sin  qa 

dd-p  ~—  o2^ca+Äa— 2MCC0S  gs ' 
und  setzen  wir  statt  2gdi^  seinen    aus   der  letzten  Integralglei- 
chung sich  ergebenden  Werth,  so  linden  wir 

_  csinyrfy^  ac  sin  cpdip^ 

dd(p~  '-2(C+ccos9)  ~  u^-\^c'^-\-k^—2accos<p' 
Hieraus  folgt 

csinq:.[2C'+3ccosy-«]riya 

add(p  —  ccos  fpdd(p  +  c  sin  <f)di(i^—  ■ — 26'+ 2c  cos  oi — '~~~~ 

acja—c  cos  y)  sin  tpdip^ 
~  a'  +  c»  -l-A«  — 2«ccosq> 
und  es  nimmt  für  die  im  §.  1231,  aufgeführte  Gleichung  das  Glied 
auf  der  linken  Seite  die  Form  an: 

ck^  sin  tpdcp''  ac^^sin  ipdq>^ 

'2{C+ccns(p)      a^  +  c''+/t^  —  'jaccosrp 

csiti  y  (26'-t-  3t:;  cos  qi— w)(fqj^  _  ac  (a—ccosq>)  s'inipdq)^ 
2(6'-hccos9))  a^+c^+k^~  Swccosy 

oder 

—  Cii°sin  g>[a^-f  c^+A^  —  Shccos^]-  2[C+  ccos  y]  ac^-'sirup 
j  csing)[2t'+3ccos9  -  a]  [a^+c^+Jc^  -  ^Jaccosip]  ( 
I  -2(tc[C+c<:os9j][M  — ccos  91]  sing)  ' 

&-^[a-'+c^+k^+2aV] 

"■         (Ä*[3ccos9+2C-aj+'2C'c[c-acosfl7]  — «HSa^ccosgnl  ' 

(  -«c''(l+4cos9»a)-^-3c3cosy  J 

welchem  Bruche  das  Glied  auf  der  rechten  Seite 
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—  a-\-cci}S.rp-\rjsiuip 
gleich  sein  soll. 

§.  1234.     Setzen  wir  der  Kürze  «egen  jeiion  Bruch  ~  S,  so 
wird  die  zur  Geurtheüuiig  des  VVerthes  von  X  dienende  Gleichung 

S^a—  ccosqjuiT-sinffl, 


l^^ 


folgt.  Hieraus  ersieht  man,  dass  für  tp^ü  oder  ^180",  A;=0 
wird  und  in  diesen  Fällen  hat  man  daher  nicht  zu  befürchten, 
dass  die  ßeibung  genüge,  um  die  streifend«  Bewegung  zu  ver- 
hindern. Es  ist  demnach  angemessen,,  die  Fälle  zu  untersuchen, 
in  welchen  qp=90'^  oder;=270'*  ist.  Es  sei  daher  gj^öO",  als- 
dann wird 

«-  ^'K  +  C^  +  ^H-2qC)  j    ,_     c 

'^-      Ä^-iC-a)  +  -26V-o»— acs    """*  '^  — «+«" 
Im  zweiten  Falle,  wo  9=270°  ist,  wird 

Wenn  demnach  die  Constante  C  nur  so  beschaffen  ist,  dass 

S+a  >  3c 

wird,  so  kann  eine  vollkommene  Fortwälzung  stattfinden  (§.1231.). 

Weil  man  aber  kaum  andere  Fülle  entwickeln  kann,  als  solche, 

1  welchen  c  möglichst  klein  im  Vergleich  mit  a  und  k  ist;  so 


werden  wir,  indem  wir  die  höhern  Potenzen  von  c 

vernachläs- 

sigen,  für  die  letztern  Fälle 

*-       ,A*(26'-«)-ß» 

und  hieraus                                     {a^  +  k^)^ 

•3  +  «  — ^3_^a(.2C-fl) 

erhalten.     Setzt  man  diesen  Ausdruck   =^mc,   wo 

wi  >  3  sein 

muss,   so  wird 

Man  kann  sich  aber  auch  bequem  der  Formel 

cra8  +  «Äa_2CÄ^j 

bedienen,  woraus  man  ersieht,  dass  dieser  Werth  nur  dann  die 
Grenze  y^  überschreiten  kann,  wen»  die  Oonstante  Csehr  gross 
ist,  weil  man  nämlich  c  als  möglichst  klein  voraussetzt. 
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§.  123Ü.  Ist  demnach  die  Keihung  ausreichend,  um  eine 
vollkommene  FoctviSlitung  hervorzubringen,  so  itiid  die  Relation 
zwischen  dem  Winkel  cp  und  der  Zeit  t  ausgedrückt  durch  die 
Gleichung: 

(a^  +  c^ +  /i^)dq>'^~-'iae  cos  i}id(p^=:  4g  (c  cos  cp  +  C)^^^, 
woraus  folgt: 


Mf'ifg. 


—      äff>M  a^+c^+W~2acc 


yC+ccosip 


Diese  Gleichung  ist  durchaus  von  derjenigen  verschieden, 
welche  wir  für  den  Fall  (§.  1220.)  gefunden  haben,  wo  keine 
Reibung  da  war,  und  es  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Reibung, 
wenn  sie  auch  seht  klein  ist,  die  Natur  der  Bewegung  gäinzlich 
verändert.  Man  kann  aber  diese  Gleichung  nur  in  denjenigen 
Fällen,  welche  wir  im  vorhergehenden  Abschnitt  behandelt  ha- 
ben, auflösen. 

g.  1236.  Damit  wir  nun  diese  zwei  Fälle  leichter  mit  ein- 
ander vergleichen  können,  setzen  wir  wie  oben  voraus,  dass  im 
ersten  Anfange  der  Bewegung,    wo  (  =  0  war,    auch  ^^0  und 

ferner  die  Winkelgeschwindigkeit  -^=S  gewesen  sei.     Da  nun 

die  vollkommene  Fortwälzung  erfordert,  dass 


sei,  so  wird  nothwendig  -^  ^^  ^a.     Um    nun  hierdurch  die  Con- 

stante  C  zu  bestimmen,  setzen  wir  "^7=5  "id  9^  =  0,    wodurch 
unsere  Gleichung  wird 

mithin  igC=^[(a'-'C)^+k'^]~iffc. 

Substituiren  wir  diesen  Werth,  so  wird  im  allgemeinen 
^^«^  +  c^  +  /.^-2ßceos9]-£^[(a-c)MÄ^]-V(l-<^os9)) 

Jind  hieraus  ^ 

dl  —     '^^^^  +  "'  -"'-J^  ~  '^""^  ""^  ^     ; 

hierbei   hat   man  zu  bemerken,    dass   «  — c  den    Abstand    des 
Schwerpunktes  von  der  Oberdächo  der  Kugel  bezeichnet. 
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ankenden   Be 


ung. 


§,  1237.  Alis  dieser  Gleichung  wollen  wir  zuerst  die  wac- 
kelnde oder  scliwankende  Bewegung  ableiten,  mit  Kelclier  eine 
Kugel  über  einer  horizontalen  Ebene  sich  drehen  wird,  nachdem 
ihr  eine  sehr  geringe  Neigung  beigebracht  worden  ist,  so  dass 
im  Anfange  die  Winkelgeschwindigkeit  f,  wie  auch  der  Winkel  9 
möglichst  klein  gewesen  ist,  woraus  cosq5=  1 — y^^^  Iblgt.  Um 
unsere  Formel  mehr  zusammenzuziehen,  setzen  wir  der  Kurze 
wegen  (a-c)^-\-k^=A^,  wonach  a^+cHk^^/t^+2ac  wird  und 
unsere  Gleichung  die  Form  annimmt; 

Wir  verwerfen  nun  im  Zähler  das  Glied   ac(p''  und  setzen 

im  Nonner  2gc=n^/fi,  wodurch  wir  erhalten: 


Integriren  wir,  so  wird 

1  .    Möi  Ä  ,    <pV"2oc 

(=:-arc-sm  -^=:-^.=^arc.  sin  — rr^' 

«  £        V29C  S'* 

also  __i^  ■  <y"^ 

Hieraus  ersehen  wir,  dass  eine  Kugel  auf  einer  horizontalen 
Ebene  ihre  Schwankungen  ganz  ähnlich  ausfuhrt,  wie  die  Pen- 
del zu  schwingen  pllegen  und  man  findet  die  Zeit  Einer  Schwan- 
kung, indem  man  den  Winkel  — T^  =  jr  setat  und  wonach 

wird.      Da    nun   die  Schwingungszeit  eines    einfachen    Pendels 

!  Länge  l  


="^l 


ist,    so  wird  die  Länge  eines  mit  unsern  Schwankungen  iso 
chronen  Pendels  oder 

c  ~  c 

Oben  (§.  ]222.),  wo  die  Reibunng  nicht  stattfand,  würdei 
wir  erhalten  haben  A^ 
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§.  1238.  Aus  (lieser  Vergleichung  ergilU  sich  offenbar,  dass 
JM  Folge  der  Reibung  die  scluvankende  Bewegung  nicht  wenig 
vermindert  wird,  und  z"'ar  in  dem  Verbältniss 

Wenn  daher  nicht  a—c=0  ist,  in  welchem  Falle  der  Schwer- 
punkt auf  die  Oberfläche  fallen  würde,  wird  die  schwingende 
Bewegung  in  Folge  der  Reibung  immer  verzögert.  Ausserdem 
iverdeu  aber  in  beiden  Fällen  die  Schwankungen  desto  langsa- 
mer sein,  je  näher  der  Schwerpunkt  O  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel  rückt;  wird  nämlich  der  Zwischenraum  CG  =  c  ^  0,  so 
ergibt  sich  in  beiden  Fällen  die  Länge  des  isochronen  einfachen 

§.  1239.  Diese  Bestimmungen  sind  aber  nicht  auf  Kugeln 
allein  beschränkt,  sondern  können  auch  auf  alle  Körper,  welche 
Über  einer  borizniitalen  Ebene  eine  schwankende  Bewegung  an- 
zunehmen vermögen,  ausgedehnt  werden.  (Figur  165.)  Es  sei 
nämlich  PRQ  ein  beliebiger  Körper,  welcher  über  der  horizon- 
talen Ebene  10  ähnlieh  wie  die  Wiegen  eine  wechselnde  Be- 
wegung anzitnebmen  vermag,  indem  seine  Grundfläche  im  Be- 
rührungspunkte R  gekrümmt  ist;  ferner  befinde  sieh  der  Mittel- 
punkt dieser  Krümmung  in  C  und  man  setze  die  Höhe  C/i=a. 
Es  uei  aber  G  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers,  während 
dieser  sich  in  Kühe  befindet  und  man  setze  den  Zirischonraum 
GC=c,  so  dass  OB^a — c  wird.  Indem  wir  ausserdem  das 
Gewicht  dieses  Körpers  =  P  setzen,  sei  sein  Moment  der 
Trägheit  in  Bezug  auf  eine  durch  G  gehende  Axe  —Pk"^,  um 
welche  Ase  man  sich  nämlich  den  Körper  als  während  der 
Schwankung  sich  drehend  zu  denken  hat.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen würde,  wenn  gar  keine  Reibung  stattfände,  die 
Zeit  einer  jeden  Schwankung 

=—T-^^=  Secunden 
Vigc 
sein;   tritt  aber  eine  wenn  auch  noch  so  kleine  Reibung  hinzu, 
so  wird  diese  Zeit  plötzlich 

V'2gc 
Hieraus  erlangt  dasjenige,    was  ich  früher  über  eine  solche 
Bewegung  angeführt  habe,  die  erforderliche  Erläuterung.    Hier- 
bei hat   man   vorzüglich  zu   bemerken,   dass   die  Grösse  der 
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Reibung  seihst  hier  nicht  in  die  Rechnung  eintritt  und  das» 
i^ich  dieselbe  Wirkung  ergeben  ivird,  wenn  nur  die  Reibung 
nicht  ganz  verschwindet. 

@.  1240.  in  Betreff  der  zwei  Fälle,  welche  wir  oben  unter 
Deiseitesetzung  der  Reibung  entwickelt  haben  und  wobei  der 
Zwischen  räum  c  so  klein  als  müglich  angenommen  wurde,  wer- 
den alle  Erscheinungen  der  Bewegung  auf  ähnliche  Weise  be- 
stimmt werden,  wenn  auch  die  Reibung  hinzutritt.  Die  hierher 
gehörigen  Formeln  werden  nämlich  \on  den  obigen  darin  haupt- 
sfichljch  verschieden   sein,    dass   man    hier  statt  der  Grösse  k 


setzen  muss  A=  V^(« — c)^-|-/e*,  wesshalb  auch  diese  Bewegun- 
Sen  langsamer  werden,  als  in  dem  oben  behandelten  Falle. 
Diess  ist  fast  alles,  was  man  über  eine  solche  Bewegung  einer 
nngle  ich  artigen  Kugel  durch  Rechnung  bestimmen  kann. 

§,  1241.  Zum  Schiuss  werde  ich  einen  bemerkenswerthen 
Lehrsatz  in  Betreff  der  dreifachen  schwingenden  Bewegung, 
durch  welche  solche  KOrper,  wie  sie  im  g.  1239,  beschrieben 
sind,  angetrieben  werden  können,  anführen. 

Hat  man  einen  beliebigen  Körper  PRQ  mit  einer  in  li  krels- 
üder  kugelförmigen  Basis,  dessen  Mittelpunkt  in  C,  Schwerpunkt 
in  G  liegt  und  dessen  Masse  oder  Gewicht  =^P  ist;  so  kann 
man  in  ihm  eine  dreifache  schwingende  Bewegung  betrachten. 

I.  Schwingt  dieser  Körper  um  eine  horiMnfale  durch  C  ge- 
hende Axe,  nach  Art  eines  Pendels  frei,  so  wird  man  ein  iso- 
chrones einfaches  Pendel  finden,  indem  man  das  Moment  der 
Trägheit  dieses  Körpers  in  Bezug  auf  die  Axe  C  dividirt  durch 
das  Produkt  P.CG. 

II.  Liegt  derselbe  Körper  auf  einer  höchst  polirten  horizon- 
talen Ebene  lO  in  R  auf  und  führt  er  sehr  kleine  Schwankun- 
gen aus,  so  dass  er  durchaus  keine  Reibung  erleidet;  so  findet 
man  das  isochrone  einfache  Pendel,  indem  man  das  Moment  der 
Trägheit  in  Bezug  auf  die  durch  G  gehende  horizontale  Axe 
dividirt  durch  dasselbe  Produkt  P.CG. 

III.  Liegt  derselbe  Körper  auf  der  beliebig  rauhen  horizon- 
talen Ebene  10  in  li  auf,  und  führt  er  Schwankungen  aus;  so 
findet  man  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels,  wenn 
man  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  den  Berührungs- 
punkt R  durch  dasselbe  Produkt  P.CG  dividirt 
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Die  Wahrheit  dieses  Lehrsatzes  för  den  ersten  Theil  ergibt 
sich  aus  der  Bewegung  der  Pendel.  Setzt  man  nämlich  CG—e 
und  das  Moment  der  Trägheit  in  Bezug  auf  den  8cbiver|)unkt 
^Pk^,  fernei'  den  Krütlimungshalbmesser  CB^a;  so  ist  be- 
kanntlich die  Länge  d«s  isochronen  einfachen  Pendels 

Für  den  zweiten  Fall  ist  offenbar  nach  dem  oben  Vovge- 
traaenen 

und  für  den  dritten  Fall 
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Kapitel     VII. 

Von  der  Bewegung  eines  Pendels  utn  eine  cylindriscke  Axe, 
welche  auf  einer  Gabel  von  gegebener  Form  liegt,  unter  Be- 

rSvhsichiigung  der  Reibung. 


g.  1242.  In  der  frühem  Abhandlung,  wo  wir  die  Bewegung 
eines  Pendels  «m  eine,  in  einer  gegebenen  Gabe)  liegende  Axe 
hesfimmten,  haben  wir  durchaus  von  aller  Reibung  abstrahirt, 
so  dasa  die  Äxe  Aber  der  Gabel  ganz  frei  und  ohne  irgend  ein 
Uinderniss  fortgehen  konnte.  Da  diess  nun  in  der  Praxis  nie- 
mals vorkommen  kann,  so  wollen  wir  hier  untersuchen,  was  für 
eine  Wirkung  bei  der  Bewegung  solcher  Pendel  aus  der  Rei- 
hung hervorgehen  muss;  hierbei  werden  wir  unsere  Untersuchung 
nur  auf  möglichst  kleine  Schwingungen  beschränken. 

g.1243.  (KigurUl.)  Es  sei  daher  wie  früher  NAM  die  Fi- 
gur der  wenigstens  in  der  Nähe  des  untersten  Punkfes  A  kreis- 
förmigen Gahel,  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  liege  in  O,  und 
man  zieh«  von  diesem  aus  die  vertikale  gerade  Linie  OAG  und 
setze  den  Radius  OA=.a.  Nach  Verlauf  der  beliebigen  Zeit  * 
halte  unser  Pendel  eine  solche  Lage  ein,  dass  seine  cylindriscfae 
Axe  anf  der  Gabel  im  Punkte  «liege,  man  ziehe  von  hier  durch 
ihren  Mittelpunkt  c  die  gerade  Linie  «eO,  welche  nändich  durch 
den  Punkt  O  gehen  wird  und  setze  den  Radius  iic^^b,  so  dass 
der  Abstand  Oc=a--b  =  e  wird.  Den  Winkel  JOa  setzen  wir 
ferner  =  Ö,  und  es  wird  sich  in  dieser  Stellung  des  Pendels 
sein  Schwerpunkt  in  g  belinden;  von  diesem  ziehe  man  durcb 
den  Mittelpunkt  c  der  Axe  die  gerade  Linie  jtÄ,  welche  die  Ver- 
tikale OA  im  Punkte  A  schneide.  Es  bleibe  wie  frühei-  der  Ab- 
sfand cgz=c,  und  es  sei  der  Winkel  der  Schiefe  Ghg  =  <p.    Be- 
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/.eichoet  encllicb  M  die  Masse  oder  das  Gewicht  des  Pendels, 
so  drücke  Mk^  das  Moment  der  Trägheit  der  ganzen  Materie, 
welche  das  Pendel  bildet,  aus  und  zwar  in  Bezug  auf  eine  Äse, 
welche  durch  den  Punkt  ff  der  cylindriachen  Äxe  parallel  ge- 
zogen ist, 

§.  1244.  Diess  vorausgesetzt,  fälle  man  aus  dem  Punkte  g 
auf  die  Vertikale  OG  die  Normale  gp,  und  setze  die  Abstände 
Op=:x  und  pg=:y,  alsdann  werden  dieselben  durch  die  zwei 
Winkel  AOa^O  und  Ahg=q>  so  ausgedrückt,    dass  wir 

3r=:ecosö  +  ccosy 
und  y=:esin9  +  fc'siny 

haben.  Sind  daher  diese  Winkel  gleichsam  unendlich  klein,  wie 
diesa  hei  sehr  kleinen  Schwingungen  nothwendig  der  Fall  sein 
muss,  so  wird 

w=^e  +  c  und  y  =  eö  +  c(p. 

Ferner  ist  aus  dem  Vorhergehenden  (§.1050)  hinreichend 
klar,  dass  der  Druck,  welchen  die  cylindrische  Axe  im  Punkte 
a  gegen  die  Gabel  ausübt,  dem  Gewichte  des  ganzen  Pendels 
oder  M  gleich  sein  wird.  Man  hat  daher  anzunehmen,  dass  die 
Gabel  in  demselben  Punkte  mit  gleicher  Kraft  nach  der  Richtung 
acO  entgegenwirke,  während  man  sich  das  ganze  Geiricht  des 
Pendels  M  im  Schwerpunkte  ff  und  in  vertikaler  Richtung  an- 
gebracht denken  muss. 

§.  12i5.  Diess  waren  die  zwei  Kräfte,  durch  welche  wir 
unter  Beseitigung  der  Reibung  in  der  frühem  Abhandlung  das 
Pendel  als  angetrieben  betrachtet  und  aus  deren  Wirksamkeit 
wir  die  ganze  Bewegung  bestimmt  haben.  Da  nun  aber  die 
Reihung  hinzutritt,  muss  man  ausserdem  eine  bestimmte  dritte 
Kraft  hinzufügen,  welche  aus  der  Reibung  entspringt  und  ihre 
Wirkung  im  Berührungspunkte  a  ausübt,  wo  nämlich  die  cyün- 
drische  Axe  auf  der  Gabel  liegt.  Es  ist  aber  bekannt,  dass  die 
Grösse  der  Reibung  einem  gewissen  bestimmten  Theile  des 
ganzen  Druckes,  wie  etwa  dem  dritten  gleichgeschStzt  werden 
kann.  Da  nun  der  Druck  im  Punkte  a  =  M  ist,  so  setzen  wir 
die  Reibung  =kM,  wo  meislenthoils  l—^/^  ist,  vorausgesetzt 
dass  sie  ihre  ganze  Wickung  ausübe,  was  geschieht,  wenn  die 
cyllndrische  Axe  über  derGabel  wirklich  fortgeht  nnd  sie  streift. 
Setzen  wie  daher  voraus,  dass  das  Letztere  in  der  Richtung  aN 
geschieht,  so  witd  die  Reibung  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung (lA  wirken,  und  wird  daher  auf  die  gerade  Linie  acO  nor- 
mal sein.     Diess  ist  demnach   die  dritte  Kraft,  welche  ausser 
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den  beiden  vorher  beschriebenen    in  die  Rechming   eingeführt 
werden  muss. 

§.  1246.  Weil  wir  nnn  bemerkt  haben,  dass  die  Reibung 
erst  dann  ihre  ganze  Wirkung  ausöbt,  wenn  in  Wirklichkeit  eine 
Anreibung  stattfindet  oder  der  Punkt  A  sich  aber  der  Gabel 
fortbewegt;  so  müssen  wir  vor  allem  danach  sehen,  mit  einer 
wie  grossen  Geschwindigkeit  der  Berührungspunkt  a  über  der 
Gabel  fortschreitet.  Zuerst  ist  es  klar,  dass,  wenn  keine  Win- 
kelbewegung des  Pendels  extstirte,  d.  b.  wenn  die  Winkelge- 
schwindigkeit -^—0  wäre,  die  Bewegung  des  Punktes  a  der 
des  Punktes  c  gleich  sein  würde  und  da  dieser  um  O  mit  der 
edQ 
'  dt 

a  als   mit  derselben   Geschwindigkeit  gegen  N  hin    fortgehend 
ansehen.     In   Folge  der  Winkelbewegung   des  Pendels,  deren 

Geschwindigkeit  =  —^  ist,   wird  ausserdem  der  Punkt  a  um  c, 
=  dt 


führt.     Hiernach  ist  die  ganze  Geschwindigkeit,  mit  welcher  im 
Punkte  n  die  Anreibung  geschieht, 

_  edBj-bdip 

~        dt 
und  wenn  demnach    dieser  Ausdruck   nicht  verschwindet,  wird 
die  Reibung   ihre   ganze  Wirkung  =A/(/    in    der  Richtung  aA 
ausüben, 

§.  1247.  Man  ersieht  aber  leicht,  dass  dieser  Fall  mit  un- 
serer Voraussetznngj  wonach  wir  die  Schwingungen  als  unend' 
lieh  klein  aufgestellt  haben,  auf  keine  Weise  zusammen  beste- 
hen kann.  Weil  nämlich  alle  Bewegungen  sehr  langsam  sind, 
würde,  wenn  eine  solche  ungefähr  ^^91  grosse  Kraft  in  der  Rich- 
tung aA  existicfe,  alle  Bewegung  gleichsam  plötzlich  aufhören 
und  das  ganze  Pendel  in  den  Zustand  der  Ruhe  zurückgebracht 
werden.     Damit   daher  eine  schwingende  Bewegung  statfinden 

könne,  ist  es  durchaus  nöthig  dass  die  Formel tt — -  immer 

gleich  Null  bleibe,  was  nur  geschehen  kann,  wenn  die  endliche 

Formel  e6Yb<p  —  0  oder  =Ci)nstans 

ist.    Weil  sie  aber  von  selbst  unendlich  klein  isf,  können  wir 


y  Google 


Kap.  VII.  -Von  der  Bewegung  e 


ee= 


setzen,  so  dass  der  Winkel  6  eich  nach  der  entgegengesetzten 
Seile  neigeD  tnus»:^. 

§.  1248.  (Figur  166.)  Lässt  man  daher  die  Reihung  zu,  so 
kann  nur  eine  schwingende  Bewegung  stattfinden,  wenn  die  cy- 
lindriscbe  Äxe  sich  nach  der  entgegengesetzten  Seite  gegen  M 
hin  bewegt,  tvährend  die  drehende  Bewegung  nach  der  andern 
Seite  iV  hin  erfolgt.  In  diesem  Falle  wird  nümlich  die  cylin- 
drische  Äxe  über  der  Gabel  rollend  fortgehen,  so  dass  keine 
Änreibung  ausgeübt  werden  kann.  Schneidet  demnach  die  ge- 
rade Linie  cf/  den  kleinern  Kreis  in  a,  mit  welchem  Punkte  das 
Pendel  im  Anfange  auf  dem  Punkte  A  gelegen  hat,  so  muss 
offenbar  der  Bogen  Aa=aa  sein.  Da  nun  diese  Hogen  gleich- 
sam unendlich  klein  sind,  so  wird  die  gerade  Linie  cff  stets 
durch  den  Punkt  A  gehen,  was  auch  daraus  folgt,  dass 

eO  =  —bfp 
ist.     Weil  nämlich  im  Dreieck  OAe  der  WinkeMOc— —  ö  und 
OAc^fp  ist,    haben   wir  wegen   der  unendlich  kleinen  Grösse 
dieser  Winket  —  f):ip=^  Ac :  Oc. 

Es  ist  aber,  weil  Aa  verschwindend  klein, 

Ac=-ac  und  Oe^e,  also  — eB^b^. 

g.  1249.  Weil  daher  bei  dieser  Bewegung  alle  Reibung  auf- 
hört, übt  auch  die  letztere  ihre  ganze  Kraft,  welche  wir  =i.!fl 
geschätzt  haben,  keinesweges  aus,  sondern  wirkt  nur  in  jedem 
Augenblick  mit  einer  so  grossen  Kraft,  als  genau  zur  Verhin- 
derung der  Änreibung  erforderlich  ist.  Hiernach  wird  die  Kraft, 
welche  die  Reibung  wirklich  ausübt  und  die  wir  =iM  gesetzt 
haben,  eine  veränderliche  und  äusserst  kleine  Griisse  und  sie 
muss  durch  die  Bedingung  bestimmt  werden,  dass  keine  Än- 
reibung entstehe  oder  beständig 

bleibe.  Man  hat  hier  iiamlich  wohl  zu  bemerken,  dass  zwar  in 
Wirklichkeit  keine  Änreibung  vorhanden,  die  Reibung  aber  nicht 
jeder  Kraft  beraubt  oder  ganz  müssig  ist,  sondern  dass  ihre 
Wirkung  dazn  verwandt  wird,  damit  alle  Änreibung  verhindert 
oder  die  Gleichung  cö-|-fig>=rO  beständig  erhalten  werde. 

§.  1250.  Wir  nehmen  aber  die  vorhergehende  Figur  wieder 
vor,  weil  wir  derselben  schon  eben  die  Bestimmung  der  Bewe- 
gung der  Pendel  angepasst  haben,  was  auch  immer  geschehen 
darf,  wenn  man  sich  nur  merkt,  dass  beständig 
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ee-t-^tp=0  oder  6= ^ 

sein  muss.  Nun  müsgen  wir  den  obigen  zwei  Kräften,  nämlich 
dem  Druck  im  Berühningspunkte  a  und  dem  Gewichte  des  gan- 
zen Pendels  ausserdem  die  dritte  Kraft  =  XM  hinzufügen,  welche 
in  der  Richtung  aA  wirkt  und  welche  zerlegt  die  horizontale 
Kraft  —XMcosO^XM 

und  die  vertikale  abwärts  gerichtete 

=  lMsine  ~IM6 
ergibt.     Ausserdem  ist  das  Moment   dieser  Kraft  in  Bezug  auf 
den  Punkt  g  =im(c~b), 

and  es  hat  dasselbe  das  Bestreben,  die  Winkelbewegung  zu 
vermehren,  üebertragen  wir  daher  zuerst  alle  diese  Kräfte 
nach  dem  Punkte  (?,  so  werden  die  vertikalen  Kräfte  sich  gegen- 
seitig aufheben  mflssen,  weil 

Op=x=e-\-c 
also  constant  ist;  es  folgt  dicss  auch  daraus,  dass  die  abwärts 
gerichtete  Schwerkraft  ^M  und  der  aufwärts  treibende  Druck 
auch  ^M  ist.  Aus  der  Reibung  entspringt  aber  die  vertikale 
Kraft  =1^0,  welche,  weil  l  unendlich  klein  ist,  vernachlässigt 
werden  kann.  Die  horizontalen  hieraus  entspringenden  und  der 
Bewegung  entgegengesetzten  Kräfte  werden  aber  = — MQ — )iM 
sein,  und  wir  erhalten  so  die  Gleichung 

§.  lüÖl.  Für  die  drehende  Bewegung  aber  hat  der  Druck 
in  a=^M  das  der  Bewegung  entgegengesetzte  Moment  ill/(p—ö)c 
ergeben,  die  Reibung  ergibt  jetzt  das  beschleunigende  Moment. 
=  lM{c—b)  und  wir  erhalten  daher  aus  den  Principicn  der  Be- 
wegung die  Gleichung 

oder  kMd(p     .,       ,,         ,       „ 

^,,-  =  l(c-»)-.(?.-»). 

Dividirt  man  dieselbe  durch  (c — ö),  so  erhält  man 

kUdq>  eisp  —  B) 

■iff{c—b)df^~  c~b    ' 

und   addirt  man  diese  Gleichung   zu  der    im  vorhergehenden  §. 

gefundenen,   so  tritt  die  Unbekannte  X  ganz  aus  der  Rechnung 

und  es  wird  die  ganze  Bewegung  durch  die  einzige  Gleichung 
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eddO+cdd(p  kMdrp      _ 

igdP       '^^g(c~b)dt'^ 
ausgedrückt  werden, 

@.  1252.     Mit  dieser  Gleichung  i 

schriebene  Hauptbedingung,  dass  6  =  - 


cip+cd^bi 


is  man    die  vorher  be- 
—ist,  verbinden,  wonach 


(idö  = 


bddcp 


sein  wird.  Substitnirt  mau  diese  Werthe,  so  geht  die  vorher 
gefundene  Gleichung  über  in 

(c—b)dd<p         kMdtp      __tp{b^-\-ce) 
'2gdP      ~^2g(c—b)di^~        e(c— 6)   ' 
odeT  wenn  man  mit  c — 6  multipHcirt, 

[(c_6)3+Ag]f/rfiy  _  _^ip{b^+ce) 
2gdt^  ~  e         ' 

welche  ausser  der  Zeit  i  die  einzige  Veränderliche  9  enthält 
und  offenbar  eine  reguläre  schwingende  Bewegung  angibt.  Se- 
tzen wir  nun  der  Kürae  wegen 

ekHe(c—b)^ 

so  ergibt  sieb   die  einfache  Gleichung 
hdd<p 

äj»  =■"-'■' 


deren  Integral  ist 


a,=.,m    (' 


ä-l 


Hieraus  folgt,  dass  die 
dig  mit  den  Schwingungen  e 

4=3 


egung  dieses  Pendels  vollsfäii- 
infacben  Pendels,  dessen  Länge 
e\k^+(c-b)'^] 
■a  +  ce 

ist,  übereinstimmen  wird,  und  es  werden  die  einzelnen  Schwin- 
gungen in  der  Zeit 

(  ;=  !T  Y  jy-  Secunden 
ausgeführt. 

§,  1253.  Da  nun,  wenn  die  Reibung  beseitigt  ist,  solche 
Pendel  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  zu  schwingen- 
den Bewegungen,  sowohl  regelmässigen  als  un regelmässigen  an- 
getrieben werden  können ;  so  ist  es  höchst  hemerkenswerth,  dass 
in  Folge  der  Reibung  alle  diese  verschiedenen  Arten  der  Bewe- 
gung anf  eine   einzige,   und   zwar  regelmässige    zurückgebracht 
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werden.  Die  hieraus  entspringenden  Schwill  [jungen  stimmen  näm- 
lich durchaus  mit  dene»  eines  einfachen  Pendels,  dessen  Länge 

"~       f,^+ce 
ist,  überein;    es    wird  nun  sehr  angenehm  sein,   genauer  zu  er- 
wägen,  wie  diese  Grösse  aus  den  Elementen,  welche  das  Pen- 
del bilden,  zusammengesetzt  ist. 

g.  1334.  (Figur  167,)  Wir  betrachten  daher  unser  Pendel 
im  Zustande  der  Ruhe,  weil  es  nur  zu  einer  einzigen  schwin- 
genden ßewe!>ung  anj^etrieben  werden  kann.  Es  sei  O  der  Krüm- 
mungsmitteipunkt  der  Gahel  MAN  und  man  habe  von  hier  die 
Vertikale  Oj^(?  gezogen,  ferner  haben  wir  den  Krümmungshalb- 
messer der  Gabel  OA  =  a  gesetzt.  Die  cylindrische  Axe  des 
Pendels  liege  auf  der  Gäbet  im  Punkte  A,  ihr  Radius  CA  ist 
=6  gesetzt,  ferner  sei  wie  ohen  der  Zwischenraum  OC.-=a—b 
^e,  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Pendels  befinde  sich  in  G, 
wobei  der  Abstand  CG  =  c  ist.  Setzt  man  ausserdem  das  Ge- 
wicht des  ganzen  Pendels  =M,  so  haben  wir  sein  Moment  der 
Trägheit  in  Bezug  auf  den  P-jnkt  G=iMk^  gesetzt.  Diess  sind 
die  Elemente,  welche  den  Zustand  des  vorausgesetzten  Pendels 
bilden  und  aus  ihnen  wird,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Länge 
des  isochronen  einfachen  Pendels  so  hergeleitet,  dass  wir 

haben;  die  Natur  dieses  Ausdrucks  wollen  wir  näher  prüfen. 

g.  1255.  Da  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Pendels 
in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  G  gezogene  Axe 
=^Mh'^  ist,  so  wird,  weil  AG=c—fi  ist,  das  Moment  der  Träg- 
heit in  Bezug  auf  eine  durch  den  Punkt  A  gezogene  Axe 

^ Mk''+ M (c-fi)^  {§.i30): 
das  letztere  wollen  wir  der  Kürze  wegen  =:Mp  setzen.     Es  ist 
demnach  f^^=/i^--]-(c  —  b)''  und  die  Lange  des  isochronen  ein- 
fachen Pendels  ,  _    ef^ 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  zu  entwickeln,  ziehen  wir  aus 
dem  Punkte  O  die  Tangente  OT  an  die  cylindrische  Axe  und 
aus  T  normal  auf  die  Vertikale  die  Linie  TP.  Weil  nun  das 
Dreieck  OCThA  T  rechtwinklig  und  daher  cv)  CT'/»  ist,  haben 
wir  OC:Cr=CT:CP  oder  *'Ah^b:CP 

also  cp—'^. 
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Da  ferner   CG=-c  ist,  so  wird  der  Abstand 

GP=5!±2 

mid  wenn  man  diesen  letztem  einführt, 

welcher  ziemlich  einfache  Ausdruck  die  Länge  des  isochronen 
einfachen  Pendels  darstellt. 

g.  1256.  (Figur  ]68.)  Wir  haben  hier  angenommen,  dass  der 
Krüniniungsmittelpunkt  O  der  Gabel  oberhalb  des  Kreises,  wel- 
cher die  Basis  der  cylindrischen  Axe  bildet,  falle.  Es  liege  jetzt 
dieser  Punkt  innerhalb  des  letztern  Kreises,  jedoch  huher  ab 
sein  Mittelpunkt  C,  so  dass  CO=e  ist;  alsdann  ziehe  man  aus 
O  die  Ordinate  OT  und  aus  T  die  Tangente  TP  an  diesen 
Kreis,  welche  die  Vertikale  in  P  schneidet.  Weil  nun  auf's 
neue   OCT  c<i  CTP  ist,  haben  wir 

CO:CT=CT:CP,  d.  h.  e:b  =  b:CP 

""''  CP=-i 

es  wird  daher  in  diesem  Falle  die  Länge  des  isochronen  ein- 
fachen Pendels 

wie  vorhin.  Hieraus  ersieht  man,  dass  die  Punkte  O  und  P 
unter  sich  vertauscht  werden  kiinnen  und  zugleich  sieht  man  ein, 
dass  in  diesem  Falle,  wo  GP  einen  grössern  Werth  erhält,  die 
Schwingungen  schneller  als  im  vorhergehendenFalle  sein  werden. 

§.  1237.  Fällt  der  Punkt  O  in  den  Mittelpunkt  C,  so  ent- 
fernt sich  der  Punkt  P  in 's  unendliche  und  es  wird 

A  =  0, 
was  sich  auch  daraus  ergibt,  dass  e=0  ist.  Offenbar  wird  in 
diesem  Falle  die  Höhlung  der  Gabel  genau  die  cylindrische  Axe 
aufnehmen  und  diese  daher  unbewegt  festhalten,  so  dass  durch- 
aus keine  Schwingungen  erfolgen  künnen.  Fällt  aber  O  unter- 
halb des  Mittelpunktes  C  gegen  A  hin,  so  dass  die  Krümmung 
der  Gabel  kleiner  als  die  der  cylindrischen  Axe  ist,  so  wird 
diese  gar  nicht  auf  jener  liegen  können  und  daher  jede  schwin- 
gende Bewegung  gänzlich  aufgehoben  werden. 

g.1258.  Fällt  aber  der  Punkt  O  unterhalb  A,  so  wird  die 
Gabel  oben  convex  sein  und  die  Grösse  e  sich  negativ  ergeben. 
Man  setze  daher  in  diesem  Falle  er:—«,  und  es  wird  alsdann 
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II— —i       ifl^ci  ci-ö^      ' 

Dieser  Wertli  wird  daher,  so  oft  als 
ö^  >  vi 
ist,  negativ  und  es  wird  alsdann  gar  keine  schwingende  Bewe- 
gung erfolgen  können,  vielmehr  würde  die  cj'lindrische  Axe  über 
einer  solchen  Gabel,  sobald  ihr  die  kleinste  Bewegung  ertheilt 
wfire,  herabsinken. 

§.  1259.  (Figur  169.)  Wir  wollen  daher  den  Fall  betrachten, 
in  welchem  die  Gabel  nach  oben  zu  convex  i»t;  ihr  KrQmmungs- 
mittelpunkt  liege  in  O,  so  dass  jetzt  €0  =  i  und  CG  =  c  ist. 
Aus  O  ziehe  man  die  Tangente  OT  an  die  cylindrische  Axe 
und  aus   T  die  horizontale  Linie  7'P;  alsdann  ist  offenbar 

f/.  =  ?  „„d  o-'j  =  GP. 
Da  nun  auch  jetzt  /'^=ä^  +  (c — b)^  ist,  so  wird  die  Länge 
des  isochronen  einfachen  Pendels 

und  es  wird  dieselbe  immer  positiv  sein,  wenn  nur  der  Schwer- 
punkt G  nicht  höher  als  P  liegt,  was  hei  der  wackelnden  oder 
schwankenden  Bewegung  geschehen  könnte.  Da  wir  hier  aber 
ein  Pendel,  also  den  Schwerpunkt  als  unter  der  Gabel  liegend 
betrachten,  so  wird  sich  eine  wirkliche  schwingende  Bewegung 
ergeben  und  eine  desto  geschwindere,  je  grösser  der  Abstand 
GP  wird. 

§.  12G0.  Nachdem  wir  diess  im  Allgemeinen  bemerkt  haben, 
wird  es  der  Muhe  werth  sein,  den  Fall  zu  betrachten,  in  wel- 
chem die  cylindrische  Axe  jeder  Dicke  entbehrt,  also 

6=0 
ist.     Alsdann  wird  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels 

WO  wegen  CA=i(i,  AG-=c  sein  wird.  Dieser  Kall  stimmt  of- 
fenbar mit  der  Bewegung  eines  gewöhnlichen  Pendels  iiberein, 
welches  im  Punkte  A  aufgehängt  ist.  Es  ist  nämlich  das  Mo- 
ment der  Trägheit  in  Bezug  auf  den  Punkt  A=.M[k^-\-c^),  und 
wenn  man  dieses  durch  itf.^G  dividirt;  so  ergibt  sich  nach  den 
Lehren,  welche  ich  über  die  Bewegung  der  Pendel  vorgetragen 
habe,  immer  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels. 

§.  12til.    Ich   halte  es  nicht  ftlr  angemessen,  hier  bei  dem 
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Falle  zu  verweilen,  \a  welchem  der  ganze  Kiirper  des  Pendels 
und  daher  auch  dev  Schwerpunkt  G  sich  über  einem  Äestrich 
beGndet.  In  Folge  der  Reibung  entsteht  nämlich  in  diesem  Falle 
jene  wackelnde  Bewegung,  welche  ich  fn'iher  ausfuhrlich  unter- 
taucht habe,  deren  Schwingungen  nämlich  durch  die  Reibung 
selbst  regelmässig  werden.  Die  gegenwärtige  Untersuchung  er- 
streckt sich  aber  viel  weiter,  da  sie  sich  auch  auf  concave  und 
convexe  Aestrlche  ausdehnt.  Alle  "Veränderungen,  welche  hier 
vorkommen  können,  werden  durch  die  vorher  gegebenen  Aus- 
einandersetzungen überflüssig  deutlich,  wenn  nur  der  Schwer- 
punkt G  über  A  gelegt  wird.  Es  würde  daher  überflüssig  sein, 
länger  bei  diesem  Gegenstand  zu  verweilen ,  inan  halte  nur  die 
folgende  Regel  gehörig  fest.  So  lange  der  Schwerpunkt  G  des 
ganzen  Pendels  unterhalb  des  oben  bestimmten  Punktes  P  liegt, 
kann  immer  eine  schwingende  Bewegung  entstehen  und  es  wird 
die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels 

sein.  Hier  ist  Mf^  das  Moment  der  Trägheit  der  ganzen  Masse 
des  Pendels  in  Bezug  auf  eine  Äse,  welche  durch  den  Berüh- 
rongspunkt^  gezogen  ist.  Liegt  aber  der  Schwerpunkt  0  ober- 
halb des  Punktes  P,  so  kann  das  Pendel  gar  keine  schwingende 
Bewegung  annehmen,  sondern  wird  bei  der  geringsten  Neigung 
herabstürzen. 
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Anmerkungen  und  Erläuterungen. 


Zu  §.  'S9.  (Fig.  5.)  Um  die  in  diesem  g.  eiithaifene  Formel 
fiii'  die  Diagoiinle  eines  schiefwinkligeii  Paralielepipedums  her- 
zuleiten, setzen  wir  OA^x,  OB=^y,  OC=i,  ^AOB=t, 
AOC^f}  und  BOC~e,  ferner  OV=s  und  die  Diagonale  im 
Parallelogramm   OARB,  d.  h.  ORr=te.     Wir  haben  alsdann 

1>     v>'i  =  x'  +  ,,^  —  '2xycosOAR  =  a:^  +  y^-\-2a:ycost 
und  wenn  wir  den  Winkel  COR=W  setzen, 

2)  s^~  ja  -f  M)*  —  'Jiw,  cosOÄ  r = i*+  w"  +  2iwcos  W. 
Denken  wir  uns  nun  aus  dem  Mittelpunkte  einer,  mit  eitlem 

lieiiebigen  Halbmesser  beschriebenen,  Kugel  gerade  Linien  ge- 
zogen, welche  OA,  OB,  OC  und  OR  parallel  sind  und  ihre 
Durchschoittspunkte  mit  der  Oberfläcbe  der  Kugel  durch  griisste 
Kreise  verbunden;  so  erbalten  wir. das  sphailscbe  Dreieck 
BCA,  (Figur  6.)  welches  durch  CR  in  die  zwei  Dreiecke  BC'Ä 
und  CRA  getheilt  ist.  In  demselben  ist  AB  =  C,  AC  =  i\, 
BC^Ö,  CR^W,  ferner  AR=q,  wenn  wir  im  Dreieck  AOR 
den  Winkel  AOR=q  setzen,  wo  alsdann 

3)  wsinerzrj/sin?  und  4)     «)cosp=3;  +  scos£. 

Ferner  haben  wir  in  den  sphärischen  Dreiecken  BCA 
und  CRA 

5)  cos  0  —  cos  Jcos  1)  =  sin  E  sin  >?  cos  A 
cosH'^cosijcosp  +sinijsinpcosj4 

—  costj. — -^ Hsini)-^ — — cos^     (d,  und  4,) 

wcos W=x  costj  +  y cos ij cos ? +y cos Ö  —y  cos ? cos  tj     (5,) 

6)  tucosfr— ;kcobi;  +ycos6. 
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4  Annierkunf/en  und  ETlauterungen,' 

Substituiit    man    den   Werth    von  itfl  aus    1)   und  den  von 
wcosir  auä  6)  hl  die  Gleichung  2),  so  etliSU  man  sogleich 
«2  3=  a;2  +  »,a  +  ;a  ^.  ^xy  c^g  ^  -|.  2a.j  cos  ij  f  %/:  cos  Ö. 

Zu  §.  203.     Allgemein  haben  wir,    wenn    weder  dx,    noch 
dy,  noch  (/*  constant  «ind,  die  Gleichung 

~  dy  ddx  —  dx  ddy ' 
Da  aber  ds:=dx^y-\-p^,  dy^^pdx  und  ddy^d.x-\-dpdx, 

so  ergibt  sich  sogleich 

_      dxQ.  +  ^2)Vjjjj^ 

-   dp 

Zu  §.  209.     Aus  der  gefundenen  Gleichung  der  Parabel 

erhält  man  den,  der  vertikalen  Axe  entsprechenden  Werlh  von 
X,    indem    man   i/^^maximum   zu   bestimmen    sucht.     Es  muss 

aber  in  diesem  Falle    f^^O  sein,  nnd  es  ivird  daher 
c'^sinUnsg 

der  Abstand   der  vertikalen  Axe  vom    Punkte  O.     Ferner  \\ir<l 
der  griisste  Werth  von  y  in  diesem  Falle 

4/  =  -^'' 
d.  h.  die  Erhobung  des  Scheilelpunktes  über  OA. 

Setzt  man   in    der    obigen  Gleichung   der  Parabel    y^O, 
so  erhält  man 

c^singcosg_  g^singcosg 

woraus  .t;=:0  und  .-g-*^^^'"^*'-"^.^.    f„l„t.      Der     erste     Werth 

9 
entspricht  dem  vordem,  der  ziv-eite  dem  liintern  Durchschnitts- 
punkte der  Curve   mit  dei'    Axe    OA  und  es   bezeichnet  daher 
iler  letztere  die  Weite  des  Wurfes. 
Zu  §.  220.     Es  ist  nümlich 

uySudrp  =fd.\u^SSudcp'\  =f-2tidvSSud<p  -]-fSttM<p. 
Zn  §.  227.     (Figur  23.)    Wir   haben    unmittelbar   im  Drei- 
eck NPV 

cosPN=cosNVcoBPF-t-s,\nNVs\nPVcosl\rP 
—co^sNVcosPVsmNrsmPVcosPrs. 
Nun    ist    eosiVr=sinFs=sin(o,   8iniVr=cosra,    cosPV 
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isPFcosFs 


-¥• 

ferner 

im 

Dreieck  PVs^ 

CO! 

,PVt=-^ 

.in/'F 

sin  Fs        ' 

mitbin 
cosPN 

P 

in« 

-T 

iciisft 

+ 

co./T.co. 
sin  Fs 

JV 

= 

P 

F' 

='°"-iff 

17(7  + 

FsioM   ' 

weil    c( 

'SPS  = 

■TG 

ist;  alsi 
cosPiV= 

j  eiiilli 

eil 

eos  o  dx 

Eben  so  ergeben  sich  die  beiden  andern  Gleichungen. 

Zu  §.  366.     (Figur  36.)    Um    die    Kraft    Z£=:H^  ;„  die 

zxvei  Kräfte  längs  ZF  und  Z*   zu  zerlegen,    haben    wir,   wenn 

wir  die  Linie  2£=e    seinen,    die  Kraft   längs  ZF— — 

nnd    die   ISnga   Zi~.^^^^^.      Da    aber    ^SZ^^^m"   und 

9        9 
«'Zi  =  90»,     so,    wird     jL^Zv'—XZY    und    ASZw'oo  A:FZ; 

Z«'       FZ      s        ,  Zi      XY     y 

nnd  so  die  erstere  Kraft  =■ >     die  letztere  =~ 

9  9 

Zu  g.  374.  (Figur  42.)  In  Z  "'irkt  längs  Zt  die  Kratt 
F,  man  soll  statt  ihrer  die  zwei,  in  F  «nd  G  ihr  parallel  an- 
zubringenden, Kräfte  A  und  T  bestimmen ,  welche  ihr  gleich- 
geltend  seien.  Setzt  man  FZ=f  und  ZG=g,  so  haben  wir 
allgemein 

1)     X+F=F  und  2)     Vf=r(f+s). 
mithin 

Y:=       '    —  -^.ä-  iinij  x=:  V '  F^  .      ■ 

f-V9      t^i  /  +  i 

9  9 

Tür  o  =  so,  wird  aber  ^=0  und    so    X=  F,     Y=0   und 

Y{f  +  ff)^Vf. 

Wie  in  dieser  Anmerkung   ergehen  sieh   die  Momente   der 

verschwindenden  Kräfte 
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Diese  Kräfte  wirken  im  entgegengesetzte»  Sinne  der  Kraft 
06  und  es  wird  die  Summe  dieser  Momente 

also  heben  sich  die  Momente  auf. 

Zu  g.  377.    Man  vergleiche  g.  305.,  wo  ^=^-^  "ar.     Das 
dortige  a:  ist  hier  :=Ol.d<o  und  das  dortige  (  hier  —dt. 

Zu  S-  442.  Siibstituirt  man  nämlich  denWerth  fgö=-^sinTj 

oder  siiiö  =  — =;— sini^cosö  in  die  Gleichung 
[-4cos^aH-ßsin)?2]siiiecos9— CsinÖcosÖ— Fsiiiij[cose«— 5in6=]=0, 
so  erhält  man  zulet/t  die  Gleichung 

die  also  frei  von  ij  ist. 

Zu  §.  455.     Aus  («a— 6s)cos£<a=(^>'^c'')cosy!',  folgt  a!»cosßa 
+  6«cos^-V-c=coS}'^=:6a_  mithin  stets  Mk^=Mb^. 

Zu  g.  474.     (Figur  55.)     Setzt    man    den    Bogen    EM  —  s, 
3Im=d.i  und  die  Linie  Pp~dx,  so  hat  man,  weil  y—^fa^—x"^, 
tfo  =  V"5"a;2-(.(/ja_£_£  „nd  so  das  Moment   der  Trägheit  des 
Bogens  Mm  in  Bezug  &\\i  AB=y^ds~aydx,  also 
das  Moment  des  Bogens  EA=^  a  j     ydx 


ßEA- 


2«  /      ydx—- 


Daa    Moment    desselben    Bogens    Mm    in    Bezug    auf  den 

Durchmesser  EF  wird 

j-  n.r'^dx         ax^dx    a^--(ffi — x^) 

—  xis—      ^      _— -^_«.__^,_^__  ^.^ 

i  das  Moment  des  Bogens 


EM 


U  V  a^— ^a     ^ 

—  V^K^arcsin  f  -  j— %«irV^«^- 
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<Ias  Moment  des  Bogeiis         t-ij-i. — «    /      -r-. 

Vi 


-«/v 


(las  Moment  des  Bogens      BEA=%a^^  und 

AEBF=a^7t: 
Zu  §.  480.     Da  sine^^Va— VaCosSö  ist,  so  wird  ^I^Ma^&m(P 
+  '/9^cäaiü(£-Ö)2=V6y1!/[%a2_3/^„2cug2ö+yac2-y2c2cos2(e-Ö)], 
^"^  *82?=^|  und  tg2fl=3^45^5^  folgt 

lind  .^„  3aa+£acos2g 

^^^  Vö«'*  +  6o%aco82^+  c* ' 

und  sn  obiges  Moment 

'J_js||+|aVco8|y-c* 
\^9a*  +  6nacacos2e  +  (.* 


Alis  §.  479.  folgt,  wen«  man  tg^/G=:tgö'  setzt: 
V9H*T6«^co'82?  +  c* = 0^ sin 2E tg  ö  -f  3a*  +  c* eos 2E 

=  _3aS_cacos2^— c2sin2efgÖ', 
mithin 

.2c'.m{:.inft-a') 
=  12c' sing. in  8^«) 


und  so  Dinges  Moment- 


;»«lnSsing— 8) 
,„_     SsinE       , 


,  »,</»_       24sln«o  +  6ooBO 
tgi^;«-  „2  +  2«6cos£+4'co«2f' 
ferner  ist  naeh  S.  484. 

,   „, ^oK  2fsmecose 

'S-"'-n«+6>eus2£-o'+4«cos2£' 
Da  nun  BtF=AW~6  ist,   so  folgt  aus  diese«  Werthen 

.,.,„,„ 2.6sinKJ^ft') 

'=•""'  — o«+2o«Sco»£  + 2«"*' cos2£  +  2o6«cos£  +  6'' 
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Im  Rhombus    ist   0=6,   tg2ß//.'=0 
BIF=W. 

(Figur  58.)     Im  Rechteck  ist  Z  =  W,  ■ 
eos2S=-I;   also 
,   „„,„       2o6(«'-S')           2aS 

und 

und    ß»-=0  oder 
=o,i:=0,    sln!;=l. 

entweder  =-   oder  =—-,  ■ 

-     2o6     -^     -lob    ' 

Hier  ist  also  AIC  die  eine  und  VIG'  die  andere  Hauptaxe- 

Zu  §.  490.  Die  Worte  „alle,  in  seiner  Ebene  durch  den 
Mittelpunkt  der  Trägheit  /  gezogenen,  geraden  Linien"  können 
wohl  nur  so  verstanden  werden,  dass  so  wohl  die  beiden  Dia- 
gonalen, als  auch  die  durch  /  auf  beide  Seiten  normal  gezoge- 
nen Linien  Hauptaxen  sind. 

Zu  g.  4Ö1.     Es  wird  fy^dM=fdyj)i^d7.=fy'^idy,  und  wenn 
man  %  von  i  =  0  bis  it=  MP^'^a^-y^  nimmt, 
SyUM=Sy'^.'sf-^^^dy^^%yia^-y'^)l^%a^S\r'^^^dy 
=  -y42f(a''-?y'')'+  Vs«^;'y  Vi^^=ir^+  V8«''arc.sin(|), 

Wenn  man  nun  das  Integral  von  y:=0  bis  »/—«  erstreckt 
und  dann,  um  alle  4  Quadranten  zu  umrasseii,    den  Werth  mit 
4  multipliclrt;  so  ergibt  sich  das  Moment 
=  y49ia«  =  "/4il7n2. 

Eben  so  ffihrt  SzMM~fzUzfdy=fyihh=^ß^V"^'^^^d.x 
auf  y^Ma'^. 

Zu  §.  30L    Es  ist  allgemein 

mithin 

fy^dy\r^F=^^=~V^{ic''-f/^)ly-cYdyV'^^''i 


J  y^dyV  f=  -y'^= Y^c^-  Vaf'^Jt  =  Vi  a  - 


Zu  §.  S07.    üass^idM  verschwinden  muss,    weil  jedem 
positiven  x  für  dasselbe)/  und  dM  ein  gleich  grosses  negatives 
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1  etitsgi rieht,  ersieht  man  zwar  sogleich,  indessen  l'oli^t  dasselbe 
auch  leicht  aus  der  Rechnunf>:.     Es  wird  nümlicb 
fyidM^Jrhh  iltdip  sin  ip  cos  g>  =  '/^fr^ilrdl  dip  sin  291 

=— %cos29/r''rfrrf(. 

Da  aber  so  wohl  för  <p=(),  als  auch  für  g.=2n;,  cos-2^-l 
ist,  so  wird  das  Integral  in  Bezug  auf  91,  ausgedehnt  von 
91=0  bis  gj^2?i;,  verschwinden. 

Zu  §    537.     Wir  hatten  im  §.  215.,   dem  Beispiele  der   Be- 
wegung eines  einfachen  Pendels,  die  Gleichung 
vdD=: — 2ffdff, 

Setzt  man  nun  in  der  dortigen  Fig.  20,  dem  hiesi.üen  Satze 
entsprechend,  den  Winkel  OIiS  =  <p,  so  haben  wir  die  Glei- 
chungen : 

i;  =  —-7^,    dv=-—rj-'  !     y  =  b-~bcos(p  und  di/ ^  0 sin  ipd^ ; 

also,  wenn  man  diese  Werthe  in  die  vorstehende  Gleichung 
substituirt, 

•  •  rfta      =-^fff>smcpd<p   oder   ddq>  = ^ -• 

Das  dortige  b  ist  hier  /. 

Zu  §.  539.    Damit  l=f+Y  *'"  minimuni  werde,  haben  wir 
1)     ^^t=l-^=Ound    2)    jp^=  +  j^; 
also  aus    I)  f=/c  und  dann  aus    2)  ^^^=+-^. 

^3  ß-^--~  und,  vorausgesetzt  dass  6  sehr  klein  sei,  also  ge- 
gen g  vernachlässigt  werden  könne;  Indem  man  im  Nenner  des 
aweiten  Gliedes  auf  der  rechten  Seite  statt  /  seinen    genäher- 


il  hieraus,  wenn  man  Ol—fi  setzt, 

S  =  <^%5)£^0,lä513Gs. 
Hätte  man    hingegen   nichts   vernachlässig 
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iri      -Ib"^ 
^  ~i~~Kf'    ^'^  Länge  f^O   gesetzt,    so    ivüiile    sich    erge- 
ben babcn 

Zu  §.  554.     Indem  man  das  Differential  voo 

"''^  Bö  +  Lg 

in  Bezug  anf  q  genommen,  =0  set^t,  ergibt  sieh  die  (Jleictinng 

2  BL/,q— BL[%c^  +  b^]  —  %  Jße^  \  L^q"^ = 0 
«nd  hieraus  der  zweifache  Werth 


Lq^  ~  Bh\:  '>fBV)^\-BJM  -\-%BLe^-\-%V^e^=-  Bh  +  Il. 
Füv  (!en  ersten  Werth  wird  das  zweite  Differential  von  OS 
__     _^LR_ 

also  positiv  und    in   diesem  Falle  ÖS  ein    miMimiim;    hingegen 
wird  för  den  zweiten  Werth  das  zweite  Differential  von  OS 
'ILR 

also  negetiv  und    OS  ein  maximum.     Im  letztem  Falle   ergibt 
sich  aber  ,  „  Bf>      U 


d.  h.  es  muss  die  zweite  Kugel 

oberhalb  0  in  einem  Ahsfande 

OQ  angebracht  werden. 

Die  Länge  des  isochronen  e 

Infachen  Pendels  wird  alsdann 

—    ^ ' 

d.   h.    wenn    man    suhstituirt 

und  reducirt) 

2ßö 

2ß 

T 

-T' 

es  miisste  also  ein  Pendel  von  dl 

:eser  Länge  sein,  dessen  Linse 

sich  aber  oben  belande. 

Zu  §.  ä56.     Es  soll  sein 
o.,a      i> 

d.  h.  es  soll,  wenn  man  gehörig  umformt  und  reducirt: 

'•  +  T  +  2^'  >  ¥  -''='  '  +1?  >  ■"  ^i 

sein. 

Zu  g.  559.     Die  Im   Original  aufgestellte    Gleichung   eryibf 
siuh,  indem  ni»n 
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als  Function  vo 
,      d.OS     „ 

n  e  lieft 
setzt. 

Zu  §.  S60. 

Aus 

Anmerkungen  und  Erläatermtffen.  II 

chlet  und  ihren  kleinsleii  Wcrdi  siiclil. 


ergibt  sich  bei   constantem  L  der  Werth  von  OQ  vm  \ 
ner,  je  kleiner  e  isf.     Ist  ferner  e  constant,  so  folgt  aiif 


=  b  +  -f,-,"!  d.  h.  nach  §.  Ö36.  der  gi'Üssle  Werlh 


Ist  feiT 


562  +  '2c^^'2&eV"lO,  oder  b  +  ^^  =  -20e^  | 


2iV"lÖ 


=|(B.+..VI)-?=^'\^I- 


also  OS    unabhängig  von   L  und  «m  so  grösser,   je  grJisser  e 
ist,  und  die  Schwingungen  daher  alsdann  desto  langsamer. 

Zu  §.  636.  Aus  den  Werthen  von  fRMM,  fXYdM  und 
fXZdM  (ä.  632.),  wie  auch  nach  §.  438.  folgt  unmittelbar 

1         d/RUM 
~  2  cos  Ö  '        rfjj 
und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Hauptbedingungen  substituirt, 

In  der  ersten  ist  nur  tj,  in  der  zweiten  nur  6  veränderlich, 
nnd  wenn  wir  der  Kurze  wegen  JR^IM  durch  F  bezeichnen, 
so  haben  wir 

rfF_2cosT?  dF_      2sin^ 

dri        sinj;     '     ""      dB  tosö  '' 

also  das  vollständige  Differential 


y  Google 


12  Äitmerhmgen  und  Erläuterungen. 

oder  dF  _Msu)r,      2(7  cos  i9 

niitnii) 

logF=2iogsin.;  +  2l(»gco5e+Cmist,  oder  F^asin'^'^cosf/\ 
wenn  Const.  =:log«  gesetzt  wird, 

sin Tj^ cos 6'  _smj^cns(5^     ... 

'^""    ~jmüf~~~~^ "''"'    "'■1'™""'   "CKlcn,   so 

nird 

2s_iH^C0£l^Osfta  ^'"^    '-'JS         ,1,^     _ 


i)    -  I]     ■     /i  SIT»  ifi  I 


^2^^ ^c<i^7]fRUm  und    -—YiTo ^su,eßi^<13J, 

wie  olien.     Endlic!i  ist 

,  ,  Q.    ,  ...  .  ,  ,,  .,  sinijacosö^ 

neiphcs  oHeiiuar  ein  minimum  ivrrd,  wenn  diess  mit     //jg  /  m 

geschieht. 

Zu  §.  636.    (Figur  89.)    Es  wird 

sin«8mX  —  s\aßsinÖBA=sinßcosCBO  =  ^\nß<:osii=-.c(>SY 

siiiK  ' 

smj3siu(i=3auij'«iiißCO  =  siii}'cosJCO=sln;'cosi;  =  cosn 


smysinv  =  . 

sifißs 

iin(,'JO=:sinRcosOJß^ 

-Sl 

ferner 

ist 

sin«siiii=cos)' 

und 

COSK^ISflCO. 

S7 

also 

coip:((. 

wifl  auch 

smccosA=cos|3 

und 

"--^ 
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FJien  so  firidet  mnn  die  Wertlie  von  tg/3  und  tgy. 
7m  g.  6M.     (Figur  90.)     Es  folgt  aus  den  Gleichungen 
cos  c  =  cos  a  cos  b  +  sin  «  sin  i  cosC 
lind  'sinCcotg^~cofg«sinÄ— cosicosC, 

wenn  man  beide  differentiirt  und  reducirt,  allgemein 

(lü=cosBda+cosAdb  +8inbsmAdc 
nnd 

sin  crfj4=sin£f(/a—8in«cosß(iC~  COSC  sin  i^iiö. 
Setzt  man  nun,  im  Vergleich  mit  Figur  89. 
n=ar,  dx=Oo,  fi=consfans,  also  dö=:iO,  c=a,  A=i,   Il=AoO, 
C=constans  iilso  rfC=0;  so  erhalten  wir; 
1)  da=Oo.cosAoO 

.    2)     (Zlsinß^Otf.siii^öO, 
also 


Oo  =  V"(io'*+rf-l*sin«^  und  tg.4oO=:='— ^ 
Zu  §.  665,     Wir  haben  nach  g.  639. 


i22  sin  M  cos  n^ii^  cos  m^  +  ö'^s 

inm^- 

-«•) 

2/ 
/[o»-c')cosm 

"cos»cosJ[.»co.»H4«d»» 

nw* 

T 

V  «^(ftä— t»)a  coa  m^  +  ö^Cfia  -  c2)2  si 

^oäS 

(«•-<!«)COS,« 

"-~     —  ______    „     ___ 

^Mf^  sin  n  com  hHO''  —  c-*)  sin  in  _  ^^(ft''— c')rft''sin?nsin^ 

"  'Ja^b'^cosecosij  ~  üa^cosTjcosö  " 

_.  .fiV^— fi^Jrff'^coswsin». 


Zu  g.  607.     Es  werden  liier  die  Werthe  von  cosfl  und  sinö 
gehraucht,  und  da 

so  wird 

„_.  cV^— c'')sLnw ^^ 

*'**  V"sin  m2c^„a(«a„6*)»6'*5in  ij^  +  c«(a«  —  c^j^sin  m^' 

•Substituirt  man  hier  den  im  Texte  befindlichen  Werth  von 
sinTj,  so  erhält  man 
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mifl  elien  so 

siii(y_— —      ^^j— — — ■ 

Mit  Benutzung  dieser' und  dec  im  Texte  für  eosi;  und 
gegebenen  Werthe  erhält  man  die  dort  für  cos2f,  cos^,  > 
lind  <I(i>  aufgeführten  Werlhe. 

Zu  §.  669,  Es  werden  hier  einige  ZwiscLenwerthe  dei 
Theil  weitläufigen  Umformungen  dieses  §.  aufgeführt. 

Aus  tg  (m  +  rfi 

,  aHa'^  —  c^)  cos  w 


_   tg»>- 

:mlg, 

l.«(,.'- 

cosM  '  b^il>^~(:^)i 

»»m 

1» 

»2 

.=(a--c») 

").in» 

folgt 

^     b\b'^  —  c'^) 

Hie. 

cos  in 
i')sin. 

iin<1 

,-„«(„= 

-cTco5m-^  +  6^(6i'- 

-c«)». 

inma 

!(>»  +  .!)  = 
er  folgt  «u 

r4»(4' 

—  c'ä)-ß2(«2~cä)]sii 

BBICO. 

.,,. 

Fern 

:s 
»51  = 

'— c2)aeosiKa+Ä*(&2- 

«»(»•-c')cos,« 
62(öa__cajsin»H 

-c«)^.i 

niK^ 

. 

o'(o'^c')eosm 

i^ 

nnil  ll. 

fgO 

t«.li 

insiii,(<,i>-S')cos,., 
.»(«•-c*).in.           ^ 

■X^sior 

se  ergibt 

sieh   nun 

leicht 

der  Werlli    von  ""l"/f^ 

lind 

dann 

ilet  voir 
Wie 
=«0»-. 

cotg  COS. 
im    5.  666. 
n  lind  CO 

kal  11 
=  90"- 

lan,    «eil  AM=m, 
-n  ist, 

OM- 

=  .., 

Bin 

cosa- 

=  cos  «(COS 

M,       CO, 

s^  =  sinmcosM  und  c 

isinn 

also                  sinmc 
Mittelst  dieses 

osmcosMi'sinM=cos«cos/Sei 

und  des  für 

SS      f«2-cS)(fi2_c2)siiin 

BSJ'. 

gefundenen  Werthes,  erhält  i 
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■0         %. 


3    II 


=     1         z      t 

-<,     S         II 

•*, 

^^. 

8       <, 

\       1 

a" 

•? 

li 

}  ' 

r 

5 

1 

1    =i: 

;<     iE. 

=    1 

l| 

5j 

r  i 

s 

^g 

1     > 

g 

^    1 

1  1 

n 

V.     5^ 

r  f 

11 

2.     S    , 

B      M 

5     1= 

1      + 

^     .n 

Sr    + 

JS 

3  :-- 

2        =■ 

Ci 

i  1 

1   5 

■JSi 

=  T 

1    " 

1    o 

1  f 

n.  ■% 

lg   1 

1 

s  + 
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Slia^  -  b^)dt  sin m cos m cos  w^sin s cosSOC 
c^sjiiö 
_  a{>fi -b^)  dt  cos  acoäß     sinscosSOC, 
~  c^  '  sin  9         ' 

}nSOC=:siadcosn  —  cos6s\ancos{m  +  'ri) 

isSOC 


H  —  sin  n  cotg  öcos  (m  -|-  tj) 


sin 

o"4V 

i-6=)-(o»-4>)(o«-f«)(4'-o«>iii>.». 

mllhii.,  «eil 

H=coay  und  cosH  =  sin;', 
i')dlco,.ci„ß\aH'-(,it-  -c')(6 

•_c-)oo.f] 

Aehiilich 

.l,er 

sinssinSOC 
sine 

ee 

nl 

i=— 6=)(;(sinMtc 

5in(m  +  ij) 
Ig» 
e'.in»[«'»'- 

sinö 
-c-)ai,.».>+«'(o'-»-)005m>]. 

(leüiiiacli 

«^i'(tt*  ~  6')  siii  JB  coa )( 

ICOSM 

SliUsiii: 

4« 

■(«•-c-)c»si» 

'co.n'-i-4-(S«- 

c°)sinn('cosn*] 

flrfiCO! 

,,[, 

.■(«>-c>)c«a« 

•  +  «'(»"-<!•)  CO 

,ß-] 

7m  5.  671.     Der  Werth  \oa  tgCOS  ergibt  sich  unmittelbar 
nach  §.  Cöü,,    iinleni   man    die  Wertlie   von  sioM^cosy,    cosm* 

=  — —   nntl  cos»i=^ aus  5.666.   einführt    und   eine  kurze 

cosH  eosH  " 

üiiilormung  vornimmt.     Fernev  wUiI  aus 

cos^6'=cosacosy+siiißsln]'C03^OC, 
weil  JC^ÖOo, 

cosAOCr=-^^^^J- , 
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»\nycosOCB  =  wsOBsmBC-siaOBcosBCcofiOBC, 

wegen  jS6'=eO", 

~smycosOCB=i:osO/ir=:cosß;- 
inithin 

smAOC=    .""^r      und  so  tg^06'= ?^^_  . 

A'-s  tJen  Werthen  voiitgCOSuixl  tgAOC erhält  man  tgAOS 
~ts;(AOC—COS)  nach  bekannter  Weise  und  einet  etwas  uelf- 
läufigen  aber  nitht  schwierigen  Umformung. 
Zu  §.  Ö73.     Im  Dreieck  AOR  ist 

si  n  K  sin  J  ß  =  sio  O  J  sin  J  OÄ 
lind 

sinKcosJK:i=cns^OKsin^+sinJOficos^eosO^, 
also  iveil 

OA  =  c!  und  ^Oß  =  /iOÄ, 

*"^"^sin^+tg^OSco8^cosß' 
oder  nell 

AM=ACM=>r>,     OC^y,     dn.i=5M£!^^£g| 

lliKl 

.  ,     .„  sinaMgJOS 

smccos^^eosr,     ^g  JR^--;;^^:^^^^^^^^^^^^^^^. 

Hier  ist  der  Werth  von  tg,40A'  aus  §,671.  zu  substituiren, 
um  nüch  kurzer  Umformung 

*    A  n      "'  -^"^  "tfcX«'  - fi')  08 13»  +  eHa^  -  c')  cos y^] 

tg^«-e'^cos7L«-(«'  — c'')cosß=+ö=(&*--c=)cos(y] 

zu  erhalten.     Um   hieraus  nach  Analogie  tgJSÖ— cotgJQ  her- 

Kuleitou,  hat  man  statt  a,  bt  e  respective  b,  c,  a  und  statt  a, 

ß,  y  respective  |3,  y,  «  zu  setzen. 

Zu  g.  e7fi.     Es  ist  unmittelbar 

sinOCosin  Co=sin/>o, 
oder  weil    OCo  und    po    unendlich   klein,    ferner  nach    §.  669, 
sin  Co=sin(]' +  %)  — sin  j-, 

OCo.sinj'— ;>o 
und  wenn  man  hier  den  Werth  von  po  aus  g.  669.  subsfituirt, 
Sldt  cos  y  [«'(rt"  -  c^)  cos  «'  +  6^»^  -  C)  cos  )j '] 
«'ö-^sinj.^ 

Zu  g.  678.     Es  ist  ZAB=  ZAC ~ BAC=  ZAC—QO«,  also 
sin2^ß=-cosZ^6'     Allgemein  ist 

sinZ^cosZ^C=:cosZCsin^C— sinZCcosJCcosZC-J, 
mithin  weil  AC^90", 


OCo  = 
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sin/cosZJ6'=cos?i  und  sinZ/Jß^— ^^■ 

Aus 

s\nZO<iosOZÄ  =  Q<isOAs\nZÄ—smOA(iQsZAmfiZÄO 
und 

smZOsmOZA  =  &\aOAs\üZAO 
folgt 


■* .       cosycosm 

—cos /3  c 

OS?« 

JSJ'CC 

durch  Umformung  folgt: 

,„„     coaß-cos/TcosKcos/H-i 

cisin/ 

<(  +  C, 

.s»l 

cotg  JXO=  ^^^  ^  ^^^  ^^^  _  ^^^  ^  ^^^  ^^ 

In  Betreff   der  folgenden    Oifferentiaflonen    ist  r 
merken,    tiass 

d.ZO=Zo~ZO  nnd  rf.^ZO  =  OZo 
geset/.t  ist,  so  wie  auch  das» 

>i\»ÄZO'  ^ 


1+cotg^ZOa 

~  [cosj'cosnt  — eosj3cosM]''+'[cos«  — cos^cosZO]' 

__    [t'osycos?»  — cos/jco8?^]' 

—  sinPn-Oiosttcos^+cos^cosm  +  cosj'cosn)-^;! 
wird. 

Zu  g.  670.    Nach  g.  678.  wird  po=-«.Z— OZ, 
Op~OZosmOZ 
mul       sinOZ^:=l-[cosacos/  +  cos^cosm-|-cos}'cos»;|-, 
woraus  die  Werthe  im  Texte  lofgen. 

Zu    §.   680.      Durch     Differentiation    von    s\uBAO=^^^ 
erhält  man 


sBAOd.BAO: 


<lBÄOz=OAo  = 


— c/ysinysinn-ffaci 


-  da  cos  K  cosy — dysiaasiny 


Fällt  man  aus    O  auf  uA  das  Peri)endikel   Ore,  so  wird 
07t—OAo.%mOÄ=OAo.smu  und  ojc=o^- 0/(  =  (/b, 
aW    wenn    man    den    eben   gefundenen    Werth  von    OAo   sn 
stitnirf , 
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0«=  =  o!f  +  Otc-'  =  </«"  + 

t/if'-'cüs a"- cos  Y'  -\-  dy"^  si» c^  sin y'  +  2rf« rf)" sin a  cos «  sin )- cos y 

+  cos  (3"  ' 

d.  Ii.  weil 

cos|i'  +  cosa-cos]''^  T^  1  —  cos«'*  —  cos  j'^  -|-  cosw^cos)'' 

=  sin  ß*  —  cosy^  ein  a*  =sin  ti^  sin  y*, 

2       (</n '  +  f/y')  sin  K^  sin  y^  -[-  2t7p!  t/y  sin  c  cos  asiny  cos  y 
Oo   =^—  -  '^-^~^^., 

Ans  cosK*  +  cos^*  +  cosy'^l  folgt  aber 

dKsinivcosa  +  (Z/3sinj3cos|J  +  rfysinycosy=0, 
»nd  hierans 
Idady  sin  a  cos  ti  sin  y  cos  y 

—  ((/3*  sin  ß^  cos ^*  —  du'  sin  «*  cos  k*  —  dy^ sin  y'  cos y", 
mithin    Oo^ 
__  <;«'siTiK°(siny°— cosK'')  +  rf^'sin^'cos)^'-f'?A'"f  (sinft'-cosy') 

—  (in^sina*  -K  rffS*  sin /3'' +  <'')'*  sin y'. 
Zu  g.  681.     Aus 

MZO-- 


isgcosK 


-cos/c( 

"'"1  igezo=,-^°"7"-"°''"°'' 

°  cosjS  —  cnsfficosif 

'»Ist  .    .,„      tgAZO+t.OZB 


y  Google 


Anmerkimt/en  uvd  Erlaiilcrnngen. 


'•II       «  ? 
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Zu  @.  690.     Aus 

und  smOpii<,sOpP=co»(yPsmP}>~~s\nOpKDsI*pcQsOPii 

folgt,  weil  OPp  =  W'und  /"/i  unendlich  Idein,  also  s'inPp^Pp 
und  cosAj  =  I  ist, 

t"OP 

also  auch  OpP=^Q"  und  nach   der  eisten  Gleichung 
Op=OP. 
Da  nun  nach  der  Voraussetzung  p<i=^PQ  ist,  so  wird  auch 

Oq=OQ. 
Forner  aus 

smOqsmOqQ  —  sinOQsmOQq 
und  ein  Oycoa  OqQ=  cos  OQ  sinQq  —  sin  OQ  cosQ^  cos  OQq, 

weil  Qy  unendlich  klein,  sin  Qq^=Qq  und  CQ&Qq  =  l  ist. 


tgOQ. 


«9l 


mithin  O^Q^Oe?— 90". 

Zu  §.  693.  Soll  V7V^^^^^^Q¥^^e+"e(7'— 0  werden, 
so  ist  diess  nur  miiirlich ,  wenn  Pp  und  O7  verschwinden ; 
denn  aus  jener  Gleichung  würde  sich 

I^^QqcosPQ+QqsiuPQ.\r~i 

Zu  §.  698.     Aus 

sinO/'8inO/'fi  =  sinOßsinOÄ/' 
und 

sinOPcosO/»K=cosOfisin/>R— sinORcosPficosOBP 

folgt,  weilO/'fi=90  M  w,   OÄP^SO"— w  und /'Ä=:p=180"  ist. 

sinO/'cosHi==sinOßcosM 

sinOßsinK=— sin07^sinn(; 

Zn  5.  714.    Es  ist 

sin  ÖA  co^BAO=  co»BOs\nBA-s\nBOcosBA  cosA  OB 
smOAsinBAO^sinBOsiaOßA 
^sinßOcosOßC, 

weil  AC=BA  =  BC=^^M''  iiiid  daher 
C-B^  =  90"  ist, 
=;;cosCüsinß6'— siiiCOcosBCcosB6'0. 
Dil    nun    slnßJ  =  sinBC=l,    cosß-4 -^  cosßC  =  0    und 
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OÄ=a  =  %  ist,  so  erhalten  wir 

sin  21  cosBA  O  —  cosBO 
und  sinasitiß-JO  =  cosCO. 

Zu  §.  723.     Das  am  Ende  dieses  §.  angegebene  Integral 

}.  =  h  H-arc.siti.f .- - ;-  ■  ■ — I 

scheint  dem  zu  Grunde  liegenden  Diffeientiale  nicht  zu  entspre- 
chen. Differentärt  man  nämlich  diese  Gleichung,  so  ergibt  sich 
nach  einiget  Uiufornumg 

sin/Vl  — (l  +  C2)cos/2  +  -2C/>cos/— «iä  ' 
welches  offenbar  von  dem  vorausgesetzten  Differentiale 

,n  ^  -d((C--_D_c^) 

sUilVl— C^  +  WD cos  l-  (i  +  -D'^Jeosf 

-~df.(C—DcoBt)   


sin/.Vsb/--'--(f;~/>c< 
verschieden  ist.  Ich  habe  das  letztere  auf  folgende  \A 
integrirt. 

SetKt  man 

C-/J  cos  /=  L(D  -  Ccos  l), 
so  erhält  man  hieraus 


cos/= 


(D-CLr    """   '^-^™^'-    D-CL 
Substituirt   man    diese  Werthe    in    den    zweiten  Ausdruck 
der  vorausge seilten  Differentialgleichung,   so   erhalt  man  nach 
einiger  Umformung 

LdWD'^-C^ 

^      (I-.iajVi-— |-l-_i:-Oair6^a' 
Nun  setze  man 

L^-a:  und  I}^—C'^=cc^, 
alsdann  tvird 

uK  =: — »A  — — ■ — - —  ■ 

'^l-.T)\^l-(i+t,^)^ 

Endlich  setze  man 

»sii^ii     iJ  2;iit  ■■''  +  ;' 

also 
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dk: 


-■J-:^li  ""^  ■l=arc.tg.(^^J 


folgt.     Uelit  nmn  nun  von  der  Hiilfsgrüsse  t  nach 
den  ursprünglichen  Grössen  zurück,  so  wird 


\V\~  C''-]-2CDcosl-(l+D^)c: 


ü— t'cos/ 

Dass  cüeaes  Inlegral  dem  zu  Grunde  liegenden  Dlfiferciitiale 
itspricht,  kann  man  leicht  durch  Differentiation  erfahren. 


geht   die   in   der  vorigen    Anmerkung  am    Ende    erhaltene  Glei 
«ihung  über  in 


i.=E-\-!i 


^.<D- 


Zu  §.  737.     Es  wird  n^imlidi 
A(e-^-i,^}  +  B(,fi  -  c^)  -\-  dfP'  -  a^) 

—{b^—a^)(c^  ~  a^)(o^-  &^)  cos  «^ 

-(öa_«aj(c3„  Ö2)(ß2_  „2J  cos|32 

-  ic^~  a^Xc^  -  b'^W  ~  a^)co^f] 

+  a-^b^b-^  -  a^) - (4a  ^  Ba)(ta - «axc"  -  i^))  =0. 

Zu  g.  743.  (Figur  99.)  In  dem  Räume  aABb  wird  a  und 
/?<90",  y  aber  >'90",  also  cosacos|Jcos)'  negativ,  dasselbe 
gilt  von  den  RSumen  ßBCc  und  yCAa.  In  aAa  hingegen  wird 
«<90'',  ß  und  j'^90",  also  cosacosßcosy  positiv,  was  auch  von 
den  Räumen  bBß  und  cCy  gilt. 

Zu  g.  744.  Setzt  man  die  Excentricitat  —e,  so  ist  der 
halbe  Parameter 


also 


für  die  Ellipse,  wo  e<  I,  f^+fzr^> 
für  die  Hyperbel,  wo  c^I,  /==  — Tä^TT 
für  die  Parabel,       wo  e=l,     / -^  q  =«) . 


yGoosle 


24  Anmerkungen  und  Erläuterungen. 

Ich  habe  die  Integral  Formel  dieses  §.  folgendermaasseu   ta- 
ducirt.     Set/t  man  Vb^ßi^-sVa  +  Av,  so  wird 
__  ö  —  az^  _      2(A()  +  Ba)idx 

^~B-\-Ai^'     ""—      "   (ß  +  ^t^ja      ' 

„  +  ^„=,.^___   ""^  «  +  ^''- ff.,.^,.    -■ 

Suhstildirt  man  diese  Werthe  in  die  kurz  durch  /  bezeich- 
nete Integralformel ,  so  v 


'=-'fv 


'  VB  +  Al■'.'l^^Be-^  Cli)  -HAc-  Ca):'' 
,    Ar.-C„        . 
■■  Be+C6=1  ■     »"    •'" 

>■  Ca  aogenommen  wird,  alsdann  ergiht  sich 

Setzt  man  nun  endlich 

1.  .  P"-?^      CXAb  +  Ba) 

*-^tg9  und  -JJä--^-J(ßc'H^C5)=^'^  ' 
so  wird 


/=_ 


'c-i'CöJx 


V^A.\^Bc+  CbJVl  —  e^smq)^ 


~      '<^A.VBü+'Cb     ^' 
Hiernach  ist    die   Äurgabe   auf  die    Bestimmung    der 
gamma  genannten,  elliptischen  Function  zurückgeführt. 
Zu  g.  745.     Setzt  man  in 

2   , 'JvVß^ 

^'    ~ijV"l-/iw 

Vi  — ß«^:,  so  erhalten  wir 

Oller 


/l  +  Vl-iSoN 


-=^=C-loi 
lind  weil  für  t^O,  ii  — 0  wird 

Wird  nach  der  letzten  Annahme  dieses  §,  «;=- 
so  erhalten  wir 
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2rf,=  -    ^_  ,_        "'''? 

VBuViaaa'-AuXam«'-  Cu) 

und  es  muss  ^Bu  negativ  sein,  damit  dt  positiv  werde. 

Zu  §.  748.    Aus  /<  =  *  und  2>0  folgt  i  — 2<;*  und  4—1 
<i  +  l,  also  auol, 

(/c— ])2B<(/;+l)2ß, 
um  so  mehr  

(t_l)-8«i  +  Vß  +  «  und  ,J^pä^<I. 
Zu  §.  7öO.    Da  nach    §.740.  62>ca,    so   wird    («2_^aj(,a 
>  ia^—li^)c^,  oder 

J(„3_j2^.ca)-5.„3c2  und  so  b^>-^^^'-i- 
a  —0  +c 
Aus  der  letzten  Ungleichung  folgt  ferner 

oder  aucli,  weil  (A  — 1)^  =  (4  + 1)^-4A 

*V  + 1)' ;3:^''57.  >  [jdSV^  (*  -  D' +  4«"] jj^°'^-,. 
Hieraiis  folgt 


■,aj.,.a  < 


"^  4Ä(a2  —  b^Kb^  -  c^)  +  (A  +  l)^a^c^ 

<  f>^.ßm 
Zu  g.  731.     Allgemein  haben  wir 

s\nAC.casACO  =  co8AO&\nCO—s\nAO.cosCOcosAOC 
1  cosAC=cosAOcosCO+si»AOsiaCOcosAOC. 

Da  aber  40=90"  ist,  so  nird 

cosCO^cos^O       cos^O 
iACO  =  co8AOs■mCO  +  —'^r^^^^y—^,-^r^;fJ^ 

2VÄT 


V^Ä(1 +7)^  +  43" 

woraus  Tinmitfelbar  der  Werth  von  sinACO  folgt,  so   wie  man 
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ganz  analog  die  ÜU  cosCAO  und  sinC<iO  angegebeii«ii  Wcrthe 
erhält.     Der  (lir  cosÄO  gegebene  Wertli  ergibt  sich  aus 

cos bO  =  coä AÖcas Ab -\-s\r,AOsm Ab casO Ab, 
indem  ^0  =  90"  und  cosOAb-smOAC  Ist. 
Ferner  folgt  niis 

cosAO  =  ftoaAb  cosli  O  +  MuAb  smbOcosAbO, 
weil  ^6=^90", 


,sAbO  = 


Ob  —^    B\-V' 


äuiOb 

Dass  (He  lebendige  Kraft  coiiatant  ist,  folgt  schon  ans  i 
allgemeinen  Aufliisung,    man   kann   es  aber  auch  in  diesem  I 
sondern  Falle  beweisen.     Es  ist  nämlich  dieselbe  allgemein 
=  JI7Ä2ß2— j(/[„atosc«2  +  63cosj3a  +  (;2co8y«]:a^. 
Hier  ist  nttn  a^AO,  ß  =  BO,  f=CO, 
cos -40  — 

cosCO  — 


,     CO.ÄO: 

=  cos  (90- +  6)  = 

,      eln««  = 

B(7'— If 

(li-rf  +  vr 

i«[B(l-i-r)«  +  4r]  . 

iiithin 


JfU^Sl'^-- 


-^'^'  L(i + ßxi + yy  ''■  (1 1-  ßKi  +  iTT'-l ' 


d.  b.  weil  Aa^  +  Cc^—Bh^ 

Zu  §.  752.  Für  f=0  wird  T=l  und  tg£O=:tgeir:0. 
So  wie  (>0  wird,  nimmt  T  =  e^"''^'-  +  ^  s.^hnell  an  Grösse 
zu  und  weil 

Vß  ^ 

ts;EO=-    ^ 
also  ^T—  ~i~    proportional  ist,   so  wird  diese  Tangente  in. 

doppelten  Maasse    mit  T  oder  V^T  wachsen.     Es    wird  abei 
erst  dann  igEO=:x>, 

wann   7'=ao    und  (=3o  ist. 
Zu  5.  735.     Da 
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4  B^Cg  cos  c'         _  JBCq 

und 4BCg  . 

so  ist  nothwendig  ad<.ab. 

Z.J  §§.  738.  und  799.    Da  nach  §.740.  A—B\^C—l  ist, 
60  vi'iril  aus 

,  „      £  4  /         Z     IcösF     VCcQ»a^--Acosc^ 

cos^/-'=7)V  <'osft'' 7i—  = -.   .     _...   .  — — 

■ß'  C  -V^C— cosc" 

.     .„      coscV^C+A-1        coscVB  sii.aVß 

V^t'~  COS c=  V €- cos  c^      V 6'—  sin  a^ 

Ist  mm  B^co    und  C=x,  so  wird 

sin^/^^sinfliz;»!«^*;. 
Äehnlich    ist    das   letzte    Raisonnenient   fiir    §.  7Ö9.,    ivenn 
^=30   lind  ß^co.  ^____ 

Zu  §.  761.     Aus  cos|3  =  siu«cos7'=y^^^'^„nd  cos« 

=vri^fo„t 

Ferner  erhalten  wir,    weil  ^-ß+C=l    und  21  +  0  +  « 
=  1  ist, 

(Jl/f +  B^)sin  '/'''  +  (aC~(E^)cos7''' 


:ä  +  Av: 


(E  +  Ol  =  g^  j^jT^^^^j^  sin  7^ 

Da  nun        ^rff  =  ^^--j-j-^^— .-^^-j^^- . 

SO  ergibt  sich  durch  Substitution  der  aufgestellten  Werthe 

IJdT 

«^'  —  y-  p^ii:7^+Ccos7'^j[(aß+Ä4-^n7H(aC-(E^)cos7'a] ' 
Die  für  ßrf(sin«  und  ßdfcoso;  aufgeführten  Werthe  erhält 
Sl  Si 

man,  indem  man  sie  so  schreibt;  -frfisinB  nnd—Er/teosn  und  dann 
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wie  auch  statt  edl,   sintt  und    cosk  die    im   Texte   gefundei)eii 
Werthe    setzt,      Daljei    iviid,    im     Wertlie     des    letztern,    der 
Ausdruck 
2lB+ZA-{-i'n—A)cos1'^=(7lB+S>A)siar^-\-{7lC—€A)cosT-'. 

Zur  ErgänKunj^  zu  g.76I.     Aus  w—Slcasa  folgt 
dx  ^  cos  adSl  —  ß  sin  ctda. 

Da  aller  nach  g.  761.  

a = <  v^rR  uiKi  CO»  „  =  y  tjt<t- , 

60  wird 

milhin,  wenn  man  diese  Werthe  snbstituirt  und  rediiciit, 

sAdv 

''^~2V1^+Av' 


^   2idtSriKTM'(S^Bv){€  +  C^) 

rner  ist       __^^_  

€os/5  =  Y  -j^-,  cosy  =  Y  -p:^  «nd  Y  ß^-^-T- 
>  ^  ß,  C  noch  die  Bedeutung  in  §.  761.  selbst  haben;  ali 
__  tMtq  H-  V)  cos  ßcosYJffi-  c^) 


—  _,— _^3pos|3eos)'rf^^-~^j2— yw/(. 
Aehnliüh  erhalt  man  die  Werthe  von  dy  und  dz. 
Sollen  p,  ej,  r  constant,   also  dp=:0,   elg=0,  rfir^O  sein, 
so  muss   wegen 

dx Adp  dy Bdq  dt  _         Cdr 

X  ~ q  —  r—Ap  '      y  ~v—p  —  B<f  '      x  " p  ^q  —  Cv' 
auch    q—r — v4/?:^0,  r — p — 'ß^^O  und  p  —  r/ — Cr=.ii 
sein.     Die  Summe  dieser  drei  (jleichungen  ergibt 

Ap.{-Bf/+Cr=a 
und  wenn  man  diese  zur  letzten  addirt 

p{\  \-A)-q{\  —  B)=:-.(i  oder  p:,i=\  - B:\  ^A. 


yGoosle 


Anmerhtt)ffen  und  Erlätiterunijen.  2!) 

Ferner  erhiilt  man 

p:r=\—B:\^AB, 
also  p:ii:r=^l  —  B:l  +  A-.l-k^  AB 

oder       p~n{\  —  B),  ^^»(l-l-^)  uri<l  r  =  nQ'\-AB). 

Subsfihrift  man  diese  Werlhe  in  die  dritte  Gleichung,  so 
erhält  man 

A^^B^-C^^ABC=0. 
Aus  der  Gleicbuni; 

dA.siiiPx= — rf((ycosw(  +  tcosw) 
folgt  mitfelst  der  lur  cos/,  cosm,  cosk,  ynni  z  gefundenen  W'erthe, 

d.  h.  weil 

Ja^+Ä&^  +  Cc«— 0,  also  SßÄ^  +  2Cca=— 2^<i^ 

und        n^— 31a^=a«M2tö*  +  (rc*— a«^=:^ÖH<!;f*, 

«a-        ^6*-|-(E6-'~2^«%      ""■ 

Zu  g.  778.     Aus  der  Gleichung 

'  '  ~~  VJ^m&  ~  sin'e)[4/V/  cos '^—i^a'ism ä  ~  ein e)]~ 
erhalten  "ii-,  lur  ä  =  00" 

rfW.cos  9  Vit"  +  /'^cos  6'-' 
'~(l-sinÖ)V"%(]H-sinfl)-£M" 
Im  Anfange  ist  aber  6  =  S,   mitliin   aus  der  ursprüngliche» 
Gleichung  dt^im, 

also  wird  erst  nach  einer  unendlich  grossen  Zeit  sine<sin3^1. 

Für  Ö=(5^9Ö''  wird  aber  tga=0,  cosß=I  und   ü=-™=e. 

Zu  g.  779.  Würde  nämlich  e>ä,  also  sinÖ>sini5,  so  wäre 
sin5— sine  negativ,  ^cosö^  — J*oVin5  — sinö)  positiv  und 
daher  dt  iinagiuär. 

Zii  g.  781.  Der  grösste  oder  kleinste  Wertli  von  Ö. ergibt 
sich,  wenn  rf9=0,  also  nach  g.  777. 

entweder  ainä— sine  =  0  oder  Afycosd'^~i^a%s\nS~s\nB)  =  Q 
ist.     Aus  der  ersten  ergibt  sich  als  grriaster  Werth 


■  üestimmiing  des  kleinsten  Werthes  i 
_  V-;V4_^16^^^^,sii,a  +647V 
¥5 
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folgt  nSmIich  im  ersten  Falle 

ddß      _      r.oseVifyc.t»^6^__  ___ 
dd~       '^    Wm^— siiiö"  ""~'^' 
im  ziveiten 

ddß 

Zu  §.  782.     Aus  .1er  Gleichung 

4fy  cos  fl*—  f  ^„^(sin  5  -  sin  ö)  =  0 
folgt  Rir  £=^ix>,  sinö  =  aini5. 

Ist  hingegen  £  nicht  .-=00,  sondern  nur  sehr  gross,  s 

und  weil  sehr  nahe  sm6=sin5,  also  auch  cosö^zcosiS 


sir.Ö-=^sinö" 
Hieraus  folgt 

sin9~sin5=2cüsV2(Ö  +  ö)sinV2(e-ö)^ 
id  da  sehr  nahe 

cosVa(9  +  ^)  =  cosö,  2siii'/^(Ö  —  d)  =  (?—((, 


4f^ 


e^s- 


.f&£' 


Diese  Werihe   von   sin  Ö  und  d  weichen  im  zireiten  Gliede 
von  den  im  Texte  befindlichen  ab. 
Zu  §.  7S:i.     So  lange 

''^«V^siiT^si^ 
ist,  wird 

4/^9cosia~£2«=(sin3  — 8in<)<0  mul  nicht  =0, 
also  auch  8  kein  minimiini  (§.  781.). 

7m  §.  7^0.     Es  ist 
<70sCO=:sinO-JcosO^6'=sinO^Mnß^O,  weil  .4^=60° 

un<l   BAO  =  W'~OÄC, 
cosBO:=:smAOcasBAO,  weil  AB^W , 
ciisCZ^s\nAZ<:asCAZ=^swAZsU}BAZ,  weil  ^t'-SO" 

lind  BAZ^lQO"  -  CAZ, 
cosBZ=sin^ZcosB^Z,  weil  AB  =  ^0': 
Wir  haben  daher 
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siri^Z  suiAZ 

und  smOJZ=:sin(B^O— ß-4Z). 

Zq  g.  814.  (Figur  lOö.)  In  Bezug  auf  Umdrelmng  um  die 
Axe  lA  wirkt  die  Kraft  Zr  im  Sinne  BC  am  Hebeharme  y, 
die  Kraft  Zq  im  entgegengesetzten  Sinne  am  Hebelsarme  x 
und  die  Kraft  Zp  gar  nirlit.  In  Be/ug  auf  die  Axe  JB  die 
Kraft  Zp  im  Sinne  CJ  am  Hebelsaruje  j,  die  Kraft  Zj-  im 
entgegengesetzten  Sinne  am  Uebeliiarme  x  und  die  Kraft  Zq 
gar  nicht.  In  Bezug  auf  die  Axe  IC  die  Krait  Zq  im  Sinne 
j4£  am  Hebelsarme  ;i;,  die  Kraft  Z^  im  entgegengesetzten  Sinne 
am  Hebelsarme  1/  und  die  Kraft  Zr  gar  nicht.  Hieraus  ergeben 
sich  die  drei  im  Te,\te  angegebenen  Momente  dieser  Kräfte  in 
Bezug  auf  die  drei  Axen. 

Zu  g.  817.     Man  kann  die  Kraft  I.    längs  lA  auch  folgen- 
dermaassen  ausdrüclien: 
^^'"j"  +  S5[«'<I--5c».n  +  «'(l-5co.,»)-l-c-'(l-5cos8»)]j 

,  3M0VC0.5     »«»CO»!:,,  .3  3»oVco..: 

f ^4 = ^ä ['  +2s^*J  + }i ' 

wo         f=a«(l~6cosr')+«'(l-5co..)»)  +  o«(l-5co.()"). 
Analog  wild  die  Kraft  11. 

und  die  Kraft  Hl. 


Um  das  Quadrat  der  mittlem,  lün^s  JF  wirkenden  Kraft 
KU  erhalten,  muss  man  die  Quadrate  dieser  drei  Seitenkräfte 
addiren  nnd  wenn  man  zu  diesem  Ende  von  dem  letzten  Gliede 
in  jeder  Seitenkraft  zunächst  ahstrahirt,  so  ergibt  sich,  weil 
co8£3  +  cost;2^cosfl2=:l  ist,  die  mittlere  Kraft 

= -^(1  +  ^^F)  = -^  + -^p- [«2(1  - 5  cos £2)  + /,!(!  „5 cos ^3) 

,      "  +c''(l-.';cose2)]. 

Sind  die  drei  HaujttmonTente  der  Trägheit  einander  gleich, 
ist  also  «2^^,2=;ca, 

so  nehmen  offenbar    die  drei  Seifenkräfte   folgende  Wertbe  an; 
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unil  es  wird  in  diesem  Falle  die  mittlere,  längs  IF  antieiliende 
Kriift  _  Mj^ 

Zu  §.  825.     1.     Wäre  C  negativ  imd  >n,  so  würde 

imaginär  werden.     Ferner  wird  auch,  weil  allgemein  cas2S<l  Ist, 

^^^l  +  <=os-JO=  \^^ira-cos2F) 

imagin&r,    was    nur    dann  nicht    der   Fall  ist,    wenn   'i^Q  und 

Zu  §.  825.  2.  Wäre  für  C=0,  g>±45°,  so  würde  cas2£ 
neEjativ  und  datier  VküosSS  imaginär. 

Zu  g.  825.  4.  Dass  g  alle  Werthe  annehmen  kann,  er- 
sieht man  nach  algebraischer  Weise  aus  der  Gleichung 


'VJ=; 


sin  2? 


<veU    dieselbe    in    Bezng    auf  S    ^"n     einem    unendlich     hohen 
Grade  ist. 

Z«  ä.  827.     Alis  i-0  »ml  zugleich  f=0,  wie  auch  aus  der 
gleichzeitigen  Gleichung  £l  =  ä  folgt  nach  g.  824.  und  5.825.  l, 
C+Ncos-2t—C+JS:=^0,  also  JS=-V 

Sl=ä—VC+7i7i;i¥s^ä-VC(—l+co^-20, 
mithin  stets  ?^0. 

Zu  §.  834.     Setzt    man    £=msin  J(  f  w'sin2^(,    so  wird, 
vermöge  der  Gleichung 


imd  r 


-^iA^—in- 


also  in  so  fern    -xä  gegen  4  vernachlässigt  werden  kann. 

Zu  J.  835.     Am  E=>ii.in(^(  +  a)+m'>in(/l'l+a') 
Jt:F=C+JH-«»ii>(<<l+2l)  +  «'«rn(/l'H-2') 

«n<l  ^  =  Ji[l-l-/Jco.(A  +  2l)  +  |!'~»(.!l'l  +  *)] 

folgt  l=C  +  ä(  +  (o-m)sin(.4(  +  a)  +  (i<'-»>iii(/<'i+a') 


y  Google 


Anmerkungen  und  Erlduteruiigen. 


=  M  sin2 J[l  +  ,3 cos  (^H-il)  +  (J' cos (J'(+ Ü')] 
=%im  sin  (-4i+iT)  +  •inm'&m  {A'i-\-^'); 

^~ A^-in'  ^  ~A'*—%i'  ^ 
Zu  §.836.     Aus  £=  jja_9- sinJf    folgt,    wenn    »  =  0   ist 

f^ftsinJi^ZF— äi;  wenn  n  positiv  ist,  ?>«sin.4i  und  warn 
n  negativ,  ^<i,a^mÄt. 

Zu  g.  839.    (Figur  llü.)    Aus  tgßJO  =  ^^  folgt 
il.BAO   _  -rf;'cosj3sinr+<;j3cosyBing 
CQsBAO^    -  cos|J^ 

also  weil 

cos  g^Q^_  1  _         1        _     1 


Es  ist  allgemi 


«nd  d.BAO^—OAo 

dy  cos  ^sin  y — dß  cosy  s'm  ß 


n  Oo sin  Oo^^sin  OJsin  OAo 
und  sinOncos  OoA-=-cdä  O Asm  Ao  —  s'm  OAcos  Aoqos  OAo, 
daher  hier,  wo  sinOo^Oo,  OA=u,  &\aOAo=OAo,  cos0^o=I 
und  AO=a+da  ist, 

Oo  cos  OoA  =  sin  (^o  —  OA)  =  da 
und  so 


Aus  cosoi^  +  cos(32  +  cos7''  =  l  folgt  aber 

—  dßsmßcasß  —  dy  siaycosy 


^  —  dß  sin  8  r.fifi 


dßs'mßcosß  —  dysmycaBf 
dy  cos  ß 


dßcosß+dycosy  ' 
weil  sin^=siny=l  und  cosa  =  l. 
Ferner  wird  unmittelbar 
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„       sin  aHtfl  +  (dycosßsiny  —dßcosysiüß)^ 
oder  nacli  einiger  Reducfion, 

—  dß^+dy% 
weil  sinß=0. 

Zu  §.843.  (Fig.  112.)  Es  ist  OD=^m''-ß  and  OE^^QO^-y, 
beide  sind  aber  unendlich  klein,  ferner  0-^0  =  !IO"  —  p,  weil 
BAC=m^  und  da  nun  ^0  =  «  ist;  so  wird 

sinO/>=:sin^Osiü0^fl   und  sin  üE^sin  ^Osin  O^E, 
oder  90"— jS^ßcosp  und  90«— y=  «sin  p. 

Zu  §.  844.  Schreibt  man  die  Gleichungen  4)  «nd  5)  kurz 
folgend  ermaa  SS  en : 

4)  da:  —  iii/dg>=vs\n2qiilip 

5)  dy-i'nxdrp^:  ^dip  +  ß  cos '2ipd<p, 

und  eliminirt  man,  indem  man  die  erstere  differentÜrf,  dy,  so  er- 
gibt sich  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


+  (i^a:+(2i'— (iö)cos29  — (Mi^: 


welche  sich  nach  bekannter  Weise  leicht  integriren  Ifisst. 

Man  sieht  übrigens  leicht  ein,  dass  x  den  cosS?)  und  y  den 
Binlip  enthalten  muss,  und  wenn  man  wie  im  Texte 
a:t=E+Feoa2tp+u  und  ^/=Gs\n2q>-\-v 
annimmt,  so  erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe  und  ihre  Dif- 
ferentiale in 

substituirt ; 

^  j\sinncos)t      _,     iG     N  .  sF         iVainMcos« 

E  = '  2F+-^-jsinH,  2fc  +  y= — g— , 

du-'-^=0  und  rfM-^-0. 

Die    drei    ersten  Gleichungen   ergeben   die  Werthe  von  E, 
F  and  G,  welche  im  Texte  stehen;  die  zwei  letzten 
udu=  ~  vdv  oder  M^+it*  =  Consfans. 

Setzt  man  demnach  M=ÄsiniM(g)-)-Jl  und  «=Acosm(9)+Ö, 
wo  h  eine  Constante  bezeichnet,  so  ergibt  sich,  wenn  man  g 
als  constant  betrachtet, 
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mhcosm{f  ■\-Q — g-Aco.SM(9i+0-=Ü  oder  'n=i" 
"itl  so  „  =  Asin|-(q)  +  D   und    e-^Acos  |-(qj+D- 

Hier  bezeichnen  h  und  £  die,  den  integrirten  zwei  Gleichun- 
gen entspiecheüden ,  zivei  Constanteo. 

Zu  g.  847.  Da  qi  =  A~.3i  =  m— ä(  ist,  so  wird^(9+ö 
=  y-ni  — 5( +  irt,  also,  weil  e,  ö,  m  und  ^  constant  sind 

Ferner  ist  ZAB  =  i/  =  C  +  tt,   mithin 

und  so 

sin|r(,y+E}--sin(ii-+£)  und  cos  |-(95+D  =  cos(i;.+Ö. 

Hier  ist  wieder  f  consfant  und   gi  =  ZAB=i>  gesetzt. 

Zu  §.856.  (Figur  116.)  Um  die  Momente  der  Kräfte  auf 
ktirzere  Weise  herzuleiten,  seien  lA,  IB  und  IC  die  drei  Äxen, 
auf  der  Verlängerung  der  ersten  im  Abstände  IF=f  von  /  wirko 
die  Kraft  Fn=  II  in  vertikaler  Itichtung  nach  oben,  so  dass 
FJIftJZ  (Flg.115.)  ist.  Zieht  man  nun  FB'^Wnnä  FC^IC, 
so  wird  ^nFA  =  /,  wie  im  Text,  nFB'  =  ZW  (Figur  116.) 
—  ZB^m  und  UFC=ZIC=ZC^n.  Nun  zerlegen  wir  die 
Kraft  F^n=^n  in  drei,  längs  FA,  FB' »bA  FC  wirkende  Seiten- 
kräfte, und  es  wird  die  erste  =;JIcos/,  die  zweite  ^Jlcosm 
und  die  dritte  =:IIcosn.  Die  erste  bildet  kein  Moment  in  Be- 
zug auf  irgend  eine  der  Äxen,  die  zweite  in  Bezug  auf  die  Äxe 
iC  das  Moment  —  JT/cosn*  im  Sinne  BA  und  die  dritte  in  Be- 
äug auf  die  Ase/fi  das  Moment  —Ilfcosn  im  Sinne  CA,  oder 
das  Moment  ^  —Ilfcosn  im  entgegengesetzten  Sinne  AC. 

Zu  g.  863.  Ich  erhalte  das  letzte  Resultat  dieses  @.  von  dem 
im  Texte  abweichend.     Es  ist  nämlich  nach  §.  862. 

also  weil  hier  A  =  £,  B=:— 5-   und  C= — §-  ist. 
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ydi—zdjf  _  £(a^-c^)dl  _  2 JT  tuYf/dt(c''+P'-Pp^) 
j"+:'  c'  M  ■   icrs-HVf'l,f-p)  ■ 

Da  aber 

iH     2e».9(c»+/™-/'V)  2«'s(o«  +  /''-/"pT 

,,dt~tdy_,(n'~c')dt      iii'cn  [2c«/<H-  e  Vf  (y-p)] 

Zu§.  S04    Wird  ZJ=/— ÖO",  so  hat  man  ;>=cos;=0  und 
es  geht  die   Gleichung  zwischen  t  und  ;>  über  in 
cdp  Vc^\f^ 

welche  nur  dann  reell  ist,  wenn  ic'^fy'>  i"^»^. 

Zu  §.  865.  Es  kann  nie  p  >  p  werden,  weil  sonst  V  ~  p 
negativ  und  die  Gleichung  zwischen  (  und  p  imaginär  werden 
Hürde.   Der  Grenzwerth  von  p  ergiiit  sich  nach  jener  Gleichung 

aus  ic'fya-p')^eV(,f-p)^{>,     

wonach  t^a*  ~  Vi^—me^o*c^f!iv\Ui.^f^(i^ 

f-  Se'fy 

Setzt  man  nun 

(Ue'rs'=^''rsnrn  (^-vn . 

so  wird 


1    64i,-VV(l-v') 


etc. 


SeYff 

Die  im  Zähler  ninht  aoEjegelienen  Glieder  gehen  nach  stei- 
genden Potenzen  von  l—p^  fort  und  diese  Differenz  ist  stets 
<.!,  weil  i)::z;cosI'<I  ist.  Je  kleiner  I,  je  giiisser  also  p  ist, 
desto  kleiner  wird  1 — p^  und  desto  näher  werden  die  hier  dar- 
gestellten Glieder  den  Werth  der  Wurzel  darjstellen.  Derselbe 
wird  offenbar 

Zn  §.866.  Es  darf  die  Linie  FA  (Fig.  114.)  nicht  in  den  Ho- 
rizont ralleii,  weil  sonst  der  Kreiset  sich  nichtmehr  drehen  künnte. 
Da  nun  der  Sinus  des  Neigungswinkels  der  Axe  FA  gegen  den 
Horizont  allgemein  durch  p  bezeichnet  wird,  aber  siaAFk=:k 
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gesetzt  Ist,  so  muss  p'> k  sein.     Wir  haben  daher  nach  §.863. 

*<  8cYff 

und  hieraus 

Zu  §.869.  Da  k  äusserst  klein  ist,  so  kann  man  pp''=p(p — m)' 
—  ()3  setzen,  indem  man  die  Glieder  2v%«ndvw^  vernachlässigt. 

Förden  Anfang  ist  (=0,  p  =  V,  also  «  =  0  und  daher  C=0. 
Setzt  man  ferner   arc,  ain.  vers.  ( -— —j  l^c,   so   wird    -  __    g 


2w 


-(1— cosw); 


also  offentiar  m  am  grossten,  wenn  ü=tc  «nd  cosi?^ — 1  ist  i 
zwar  wird  dieser  grüsste  Werth 

w 
Es  wird  nach  §.863. 

und  V^-f /"^-/^pa  ^^» ?j<Jw 


Nach  der  allgemeinen  IntegrallWmel 

/'       xdx         _  Yä^ßx+yx^      ß    P        dx 

erhalten  wir  nun 

■  y— V^  C         du    J 

wo  das  letzte  Integral  =arc.sin.rers.(  ■— — 3J  ist. 

Die  mittlere  Winkelbewegung  der  Axe  A   um  den  Scheitel 
Z  ergibt  sich  aus  dem  Quotienten 
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Hat  der  Kreisel  sich  am  stärksten   gegen  den  Horizont  ge- 
neigt, so  ist 

also  in  diesem  Falle 

„^■'»%(i-f')^p  p 

Nach  g.  863.  wird  daher  jetzt 


mithin  .  8/«g'(l-p') 


und  weil  e  sehr  gross  ist. 


-!MiE!? 


oder  j>— /j=0  wird  ferner  nach  §.  863. 


hingegen  fiir 

■ic>„+,Vf  ''VMi-p') 

fr''"^lr'"'l4c./:,-H.vr'''"^glr'"'] 

Zu  5.870.    Ans  p=p-:!S^«i=i3  „der 

cos;=cosl-^S^^|^'  folgt 


Daaberlwenig  von  /  verschieden  ist,  liann  sin%(^+I)=sin/ 
und  sinV,  (/ — l)  =  y^  (/ — l)  gesetzt  werden,  und  es  folgt  daher 
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Zu  §.875.  Ein  Niederrallen  des  Kreisels  ist  miigllcfa,  so  lange 
4c^^5+t»c*sinii''>s=(i:*cosa2 
ist.     Damit  es  unmüglich  werde,  muss  also 

e^a^oos (fi  ">  Ac^fg  +  £2c*siii  tfi, 

£^<i*cosn*>e2c*sinii*  oder  a^cosn^^  c^siriÄ^ 
sein.     Diese  letztere  Bedicgung  ist  tiothwendig,  indem  aus  der 
erstem  ^  Ac^g 

"^  (r*cosil^  — c*sinfl* 
folgt,  was  stets  der  Fall  sein  würde,  wenn  etiva  a*cosii*<c*sina3 
oder  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  negativ  wäre. 

Zug. 877.   Damit  dt  nicht  imaginär  werde,  muas  AfgO—p^ 
+  2e^c''psinit^  auch  positiv  bleiben,  wenn  p  negativ  wird,  und 
wir  finden  daher  den  negativen  Grenzwerth  von  p  aus  der  Glei- 
chung %(I-pa)  +  2sac3psi„„a=o, 
wonach 

''"  4/:9 

Zu  §.878.     Setzt  man  in  der  Gleichung  des  g.876. 

p  =  \—a,  und,  weil  w  sehr  klein  sein  soll,  p^=l—1a,  so  ergibt 

sich  2£^f.^sinflg 

'^  e%*cos(i^+{^<;*sinil^— Sc'^i/ 
Es  muss  also,  damit  o)  sehr  klein  werde,  a  sehr  klein,  sinn 
sehr  nahe  =0,  cosil  sehr  nahe  =1,  ferner  f%*— 8c'^  positiv 
und  möglichst  gross,  mithin 


Zu  §.879.  Ausp=l — K  folgt,  weil  u  sehr  klein  ist,  \-^p=:u, 
l-j-p=2--M,  1 — p^— 2m  und  so 


yu]^fgu~^nfyu-\^'it'''eHmS^- 


"V£=c«sinnH8M"-J)'4r 2< 

T   E*c%in 


77  arc.sin.vers. 


>sinflH8(7«-l)/fl" 
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Der  griisste  Werth  von  "  =  ,2^«  sin^  +  S(«-Tj^  ^' 
der  Gleichung 

Für  diesen  Werth  von  m  wird 


weil  £^ff*cosfl° 


Es  ist  demnach  um  diese  Zeit 


w=l— p  =  l — cos^=:sin.vers. /^ 
1= 


«nd  ,  .  1  2s^c4sitK 


Aus  cos/^1  — Vaf'=l— M   folgt 

'2sc''sma 


/=V2m=: 


V^i2n4cosfl2-j-f2c4si„n2_  ScYj  " 
"(cosrt 


i  — Const, 
Für  (=0  ist  A=90«=?,  also  für 


2V  s^a«cosaa+«2c4ainrta_ScY(, 
Zu  §.  88).    Da  im  Anfange,  d.  h.  IBi  1=0,  »=0 
haben  wir  nach  §.  879. 

ist,    sc 

iV  e^cVinn^+s/^M— 8/9            .            (Mffac^lnflHS/^K- 

-8fti( 

c                   _ii<,.t.n.v.rs.  j            ,2<.i.,i„„i 

1 

,  i  /                        ESnVosaS            _ 

r  .  .   .      .      «%'co.»' 

-8/s] 
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<i.  h.  weit  cosn  seliv  nahe  =1  und  sin«  sehr  nahe  =0  ist, 
1  ._,«[^''>^-8cVg] t^f^^^^fy 


^=^'^=S^?^££|(He. 


,t^n^ 


'  Vf^a^—ScV 


£Vj%4-8c2/:9 


Zu  §.  887.  (Figur  120).  Liegt  der  Mittelpunkt  der  Triigheit 
in  /,  ist  also  /^O  oder  positiv,  so  wird  die  abwärts  gerichtete 

Geschivindigkeit  — jj~~"~  positiv;  liegt  er  dagegen  in  /',  ist  also 

/■<()  oder  negativ,  so  wird  diese  Geschwindigkeit  negativ  oder 
aufwärts  gerichtet  sein.  Im  erstem  Falle  wird  die  Linie  FGl 
niederfallen,  im  zweiten  wieder  aufgerichtet. 

Zu  §.  890.  (Figur  12L  und  122.)  Es  sei  A'  der  Punkt  auf 
der  Kugelfläche,  welcher  so  liegt,  dass  y4'G=90<'  und  ^A'GZ 
=90'*  ist,  so  wird  siii.i4Gcos^G^'=cos^^'.  Ferner  ist  AGA' 
z=:A'GZ—AGZ=^%iP—AGZ,  also 

cos^G^'  =  sinJGZ 
und  cos  AA'=^  sin  AG  sin  A  GZ. 

Zerlegt    man    nun    die   Kraft   GF=n»inQ   in  drei    Seiten- 
kräfte,   deren  eine  uro  den  Winkel  AlA'  von  GV  abweicht,  so 
ist  dieselbe  =  JTsinpcos.^^'  und  ihr  Moment  in  Bezug  auf  die 
Axe  lA 
^^^Ilfs'mQcosAÄ'^nfsmijsinAGs'ntAGZ^IIfsmQsinAGsiuAGV- 

Zu  §.  892.     Zur  Erläuterung  dienen  die  Bemerkungen,  dass 
slni>^-B=sinB^G— cos  GAC^ -cos  DAC, 
^\t,ZÜB=sir,(ZDA-IiDA)  =  s\b  (pcosBDA  —  cosfsinBDA. 


cobADC—- 


cos£cr 


sin  C^D        cosBAD_        cos^; 


6inZi>C=sin(Zi>^  H-^ÖC')=- 


gsinö' 
iqieosfcosÖ 


Zu  g.  893.    Es  wird  nämlich  alsdann 
sinpsinZ^B=8inZÖ-^sin(ZC-tlOo)=— cosZC 
und 
s\i,QmiZAC=s\^^sm(ZAB+m''}^s\^QC^sZAß=.-^ 
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Zu  g.  899,    Es  muss  p^V  sein,  weil  sonst  qz—ry  und  dt 
ima|;ii>äT   werden  würden. 

Weil  Jß=90'>  ist,  wird  cosm  =  sin/eos2^B  oder 


bZAB=~ 


Zu  §.907.     Aus  den  Gleichungen 

I.    K=a+6+c— flcos£2~öcosV-«osÖ^ 
II.    Z=ftfcos£^+occosijHo&cose» 
m.     I  =  cos£2+cos7(ä-|.cosea 
bilde  man  I.Xß— II. -lU-Xn",  wodurch  man  erhält 
(,ff„i_fl2=na(i_cüs^''-cose''— 2cos£*)  +  n6(l-cos»j*— cose*) 
H-(,c(l-cos9j2-cose'')-i-:cos£2 

^cosräCali  +  flc— «a— öc), 
also  „„s^_"^--^— ^, 

und  analog     ^„^  „.tg-J^-f'"  „„.  „„.a_  1^^_=£^. 

Aus  «*— A^K+i^O  folgt  mK— ((''+7.,  oder  weil 

*^-  fl 

<a— 6Kt— ß)cos£2^.j(^i,|,„aj--a„3^(,i 

und  y,     (fl— M)(-L-aw) 

und  analog  .    (ß-w)(Z,— &m)  „^.>_(g— «K^^t«) 

«'^*'«')'=-(Pör«^=fö' ""''  """'^  -  (c-«)c6-r)  ■ 

Da  nun  w         ^ 


und  analog  ub^  cos  ij' 6«  cos  vj^ 

(l  —  t'u)'"    (6~»)* 
und  MC^  cos  flg  _  f  M  cos  6^. 

(1— e»ii)"~    (t— »)«  ' 
so  ethäit  man  sogleich 
»»_        a(-t— «II)  tfl"-*") 

G«  -  («-I.)(c-«)  («-«)  +  (fi-()(«-6)(6-») 


T  (t_«)(I,-c)(i-.) 
Die   folgende  Umfoimung  ist   noch   etwas  weitläufig,  aber 
icht  schwierig. 

Zu  §.  909.     Setzt  man  in  §.904.  a^-^a— ^a,  go  wird,  weil 
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cosJ2-f-coS)j2+cose2=[,  also  sm^-{-s\nif-\-SM6^=i%  die  zur 
Bestimmung  von  u  dienende  Gleichung 

«[«%*- 2n%+l]=0. 
Der  eine  Werth  ist  m  =^  0  und   für   denselben  wurde  3  =  0, 
wie  auch 

G=^cosg'+^cos^+  Cc<iee=YZ^=^' 

werden ; 
/lir  dies€ 

'"^'-  und  G=Q. 


^^ffl  , 


Zu  §.  910.  Setzt  man  die  hier  für  6^=:  c"^  aufgestellten  Wertlie 
von  K  und  i  in  die  allgemeine  Gleichung 

so  ergil)t  sich 


Der  letzlere  Werth  I.ässt  sich,  weil  cosj*fcos»j^+cosö''  =  l 
ist,  auch  schteihcn 

a^cas^ -\-c^  cos  if+e'' cos  »■^ 

und  ist  daher  in  Bezug  auf  alle  drei  Axen  symmetrisch,  was 
der  crstere,  an  und  für  sich  einfacher  erscheinende  nicht  ist; 
desshalb  liihrt  dieser  auf  sehr  verwickelte  Ausdrücke. 

Es  ist  der  Winkel  DZA-ZDA,  weil  DA=zZA  und  t=l' 

Zu  §.  912.     Für  ^  —  ^  +  CO,  wo  ra  verschwindend  klein  ist, 

wird  wie  in  §.  910. 

«nd  ,       a*cosja+c«sin£*  ,  mcosJ^  ,  Mcosga 


w-  /aK+  V  74«-  — i._  ^  +  M  („s— c*)sinS'' 
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int?     cosg^        cos  i;^  cos  g" 


'—\-m 


sin£^ 


wobei  wir  die  mit  m  behafteten,  verschwindend  kleinen  Glieder 
vernacb lässigen  künneii. 

In  y  und  i  verschwinden  fiir  u~~^  und  b^=c^,  die  Nen- 
ner I  —  6"«  und  1— c%,  und  damit  in  diesem  Falle  die  Werthe 
von  3/ und  I  nicht  unendlich  gross  werden,  muss  G  so  beschaf- 
fen sein,  dass  es  in  diesem  Falle  auch  verschwinde.  Setzen 
wir  demnach  G=:la}=^0,  so  wird,  indem  wir  obige  Werthe  von 
u  und  m'  anbringen: 
Gcosr„  Gcosg  _  Gc'sin£ac. 


1- 


(c*— ii2)sinä2 — o-^c2fi>  cosö* 


m-^0 


sin  £2 

Hmst_ gcos? 

l~sin£a -^ ihTta--^ 

■gcgcos£      _  Hc^ 

c.,o>n_'''°"'r^_     c°<"»i(gi+'') 

_  /tacosiysing^Clfc'cj)  __  /sln|* 
■^      c2fi)(sinf'— cose*)"  ""■  «j^cösij 


Gcosö__  lacosO 

1— C%~,        ^       c''MCOSff'~ 

ein£* 
Hco8Ö__  Hcose 


Hcos  1)  flo* cos  1) 
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Gu{b'^—c^)iMSvici 


ö(l— 6%){1— 1%)    ~,/l       1       KCos6^\/      c^w cos 0^\ 

_     /  1     ,    WCOS  6^\  ,         a    .  /i    ■     M 


6c*cosijcosö 
nuW--c^)cos  ticos 6 cos  dt_  „ 
Ä'(l— 6V)(1— cV)       ~" 
weil  Ö" — c*  verschwindend  klein  ist, 

(1  M  COS  Ö*\ 

-5  + — ^-T^  )  (c*— o«)cos  Jcose 

d(l~-e%)(l  — a%)    —    ./     c»wcose2\/e''-aa     ««acosö^N 


Gw(ftg-<.'')cosgcosj) 
ö(1_aaM)(l_6%) 


S 
endlich 


Zn  §.  913.    Man  setze  nSmlich,  wie  im  vorhergehenden  g. 

und  H=-6(l— aV)()  -fiV)(l-cV) 

und  füge  den  drei  Werthen  ar,  »/  und  z  respective  die  constan- 
ten  Glieder  (gcosj,  fficosij  und  ®cose,  den  drei  p,  y  und  r 
aber  die  Glieder  i*cos£,  ^cosi;  und  i'cosö  bei. 

Zu  §.  916.     (Figur  121.)     Es  ist  allgemein 

cosZ^=cosZ/>cos^Ö+ainZDsin^öcosZO^, 
allein  für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  ZD=t  sehr  klein,  fer- 
ner AD=^  ZA=l  und  ZDA==:i,  mithin 
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cos  1=  cos  r  cos  f  +  sin  r  sin  gcosi 
=  cos£+rsin£cosI 
oder  p  =  cos  l — cos  §■— r  sin  £cosI. 

Kbenso  ergeben  sich  die  Werfhe  für  9  und  r. 

Zu  §.  917.  Hier  dürften  einige  Erläuterungen 
sein.  Setzen  wir  in  den  drei  letzten  Formeln  des  §-  Öl3.  äf+g 
und  S't-\-i)  statt  6t  und  ä't,  hierauf  *=0,  und  statt  p,  q  und  v 
ihre  Werthe  aus  §.  916.  fflr  diesen  Fall  und  führen  wir  endlich  die 
Grösscn^und  Tein;  so  erhalten  wir  folgende  drei  Gleichungen: 

1)  rsin?cosI=^co8£+(6»— c2)cosi;cos9(Jf+  F) 

—  o*  (62— c«)  cos  ij  cos  ö  (w  JT+m' F) 

2)  rsinijcosin=5'co8i;  +  (c''  — a'')cos£cosÖ(i+  F) 

—  6a(ca— a*)cos£cos  fi(M.y-J-  w'  F) 

3)  rsinÖcosn  =  i'cose+(a2-fi*)cos£cos-»?(j:+F) 

_c2(«2— 62)cosfcos5j(MJ+K'F). 

Weilcos£^+cos)jä+cosÖ^  =  l  ist,  erbäitman,  wenn  man  die 

erste  Gleichung  mit  cos£,    die   zweite  mit  cos»j,    die  dritte  mit 

cosÖ  multipliclrt  und   die  Produkte  addirt,    unmittelbar  den  im 

Teste  angegebenen  Werth  von  S.     Um    die  andern  Grossen  zu 

bestimmen,  wollen   wir  die   drei  Gleichungen   respecfive  durch 

cosjjcosö,  cos£cosö  und  cos^costj  dividiren  und  zur  Abkürzung 

rsingcosl        ,    rsin^cos^m_    ,    r  sing  cos  11       , 

cosjjeoaö""'    cosjcosfl   "?'    cosjcosij  " 

— ^r-^ -i,  =  S',  Ä+  F™Z'  und  mÄ"-|-  v!  Y=  T 

cos  £  cos  jj  cos  9  1 

setzen,  alsdann  erhalten  wir: 

4)  p'=$'cü^^^-{h^~c^X'~a-^{h^—c^')  Y' 
6)  9'=>'  cos  t,a4.(c3_a2j  X!  -  b^c^^a^)  F 
6)  r'=Jf'cos62  +  (a=-62)Jr'-c2(«^ö*)  F. 
Eliminiren  wir  nun    F'  einmal  aus  4)  und  5),  hierauf  aus  4) 

und  6)  und  führen  bei  der  Reduction  den  Werth  von  B  ein,  so 

erhalten  wir  , 

7)  p'ö^  (c^ — flS)  _  ^'„a  (ja— c2)  =  S'  (ß—a^b^) 

_  (Ö2_ca)  (c2_.aa)  („2_62j  jf/ 

8)  p-c^a^—b^) -^'aHb^—c^)  =  —  ^ (ß~a^c^) 

Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  >',  so  erhal- 
ten wir,  weil 

bHc'^a'')0—n^c^)-^c^{a^—b^)Qi—n^b^)=—a^{b^~c^)O5—ö^c^) 
und  (35-o262)--(S— «■V)=-«W— '^'')  ist> 
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-a\b'^-c'^}C&-a%-'y=-aHb^-c'^){b-'-c-')ic-'-a^){a-^~b^)X' 
und  hieraus  den  gesuchten  Wertb  von  X'  =  X^Y,  indem  man 
statt  p',  q'  und  r'  wieder  ihre  Werthe  einführt. 

Eümrniren  wir  nun  aus  4)  und  5),   dann  aus  4)  und  6)  die 
Grösse  X'  und  fahren  bei  der  Reduclion  den  Werth  von  J  ein, 
so  erbalten  wir 
9)  p'(c=-o2J-9'(6^-c5)3=  -jr'(fl-c'')-(ca-ß<»)(A2-c2)(«''-ö«)r' 

Elimiöirt  man  aus  diesen  beiden  die  GrIJsse  ^',  so  wird,  weil 

und  _(i|-ö2)  +  (il-c2)  =  6^-c2  ist. 

=  (i2  _  ^2)  (Ö2_c2j  (c3  _  „3J  ^(j«  -  i^)  ^ 

und  es  folgt  hieraus  der  gesuchte  Werth  von  T~7iX-\-u'Y. 

Zu  g.  eis.     Setzt  man  cos(r—m)cos(ii— I)cos(ni-ii)i=— Z», 
so  wird 
eingcosfcosl+sinijcoaTjcosm+sinöcosÖcosil 

Z[<;osl8in(iii— ii)-|-<:osiiisin(ll— 0+cosilsin(l--m)] 
"  sin  (nt— II)  sin  (11  -1)  sin  (I— nt) 

wo  der  Factor  in  der  Klammer  verschwindet,  wie  man  durch  ein- 
fache Entwickelimg  sieht.  Dividirt  man  daher  die  Gleichung 
durch  cosecosijcose,  so  wird 

sintcosl       sin^cosm     sinflco.it^^ 

COSTJCOSÖ        cos^cosö       COSJCOSTJ 

und  es  fallen  demnach  in  den  Ausdrücken  ftlr  A+l'und  «X+w' F 

die  Buchstaben  Ü  und  TS  aus. 

Zu  §.  919.  Für  den  Anfang  der  Bewegung,  d.  h.  für  (=0 
sei  AZ=^l'  und  p  =  y?' =  i'sinJ'cosl,  alsdann  bähen  wir,  weil 
allgemein  cos/=:cos£-fp,  für  (  =  0 

1)  oosf'=cosi;  +  p'. 
Im  Dreieck  AZD  ist  aber 

cos  ^7>=cos  AZ  cos  ZI)  +  sin  AZ  sin  ZD  cos  AZU, 
A.  h.  cose=^cos/'cosi'  +  6in;'sinrcosJZÜ 

oder  2)    cos?^-cos/'+rsin/'cos^ZO, 

well  r  verschwindend  klein  ist-  Aus  den  Gleichungen  i)  und 
2)  folgt  mithin 

rsin/'cos^Z/)=~p'^— rsinl'cosl 
und  da  sehr  nahe  sin£=sin^'  ist, 

cos^Z/>  =  ~-cosI  oder  AZD=\m"~l  =  \m'>—ADZ. 
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Allgemein  ist  für  die  Zeit  =( 

'SlcOSQ   __  cos  I" CO 


sin^siii^ 

p singcos^öZ 

~      (jsin/""  sin/ 

also  weil  sehr  nahe  sin  J:^: sin /  ist, 

AZO^im'>—ADZ. 
Zug.  9^.     Ist  sinl  =  0,  also  coaI=l,  so  wird  nach  §.919. 
«=0  und  y=0  für  £=0,  au.sserdem  aber  t=0,  wenn  sinä(=0, 
also  ö(=:0  oder  =180". 

Ist  cosl=0  und  sin(=l,  so  wird  x  —  d  und  y  =  0,  wenn 
sinS'f  =  0,  also 

&'t  =  Q  oder   --^ISO", 
und  zugleich  j^O. 

Ist  hingegen  weder  sinl^O  noch  ainl  =  l,  so  würde  aus 
.■r=0,  3^=0  und  1  =  0  zugleich 

Öt~0  oder  =180"  und  &'t=Q  oder  =180" 
folgen. 

Aus  den  Werthen  von  p,  g  und  r  im  g.  i)I9.  folgt,  dasa, 
wenn  nicht  entweder  sinl=0oder  co8f  =  0  ist,  zugleich  cosäfc=0 
und  cosö'(  =  0  sein  muss,  damit  e  =  0  werde. 

Zu  §.923.  Aus  cos/=cos£+p  folgt  2sin'/,(;+£)sinya(£-0 
=p=:rsin?cos(co8d(  (§.  919.)  oder,  weil  p  sehr  Idein,  also  £ 
wenig  von  /  verschieden  ist,  s\u%{l-\t)=s\ui;„  'isinVa^— 0 
:=t^l  «ud  so 

^2=/=J'— i-costcosa(. 

Zu  g.  9-24.     Es  wird  nach  §.  919. 

sin^Ü^sing, 

V"cos<Vos(gH5)'cosf'MsinPcos(d'<-l-ft)^coss^ 
?  ~  *  cos  S  cos  ö 

eosgcos(J7+(>)sinI 


n-DZ^  = 


.sl^cosf)'cos(ä7+9)^  +  siüPcos82cos(ö'(  +  (,)=' 
woraus  der  Wetth  von  ZAD  folgt.  Den  Werth  von  AZ  erhält 
man  wie  in  der  vorhergehenden  Anmerkung. 

Zug.  933.  (Fig.  127.)   Es  ist  f~5  =  ALß,  s-^—^BLC, 
i)—f=ALC  unä  AIi  =  AC=BC=W,    demnach 

sing  siii(f— 9)  =  ain^BL= sin  (Cßi-90'>)  =::  -  cosCßI-= — ^-?^ 
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—  sin98in(5-rj)=einCBt=sin(9l>>+J-ßi)=cosJBi=^^ 

slii£sin(lj-f)  =  sinJCL— cosßCi=-^. 

Aus  c»&AB=cosÄLcoiiBL^-smALemBLcosALB  folgt 
unmittelbar  ,,       ^  cos  m  cos? 

co,(f-3)  =  ---i;^-ijj-. 

ähnlieh  ergeben  sich  cos(g— ß)  und  cos0— f). 

Die  Formeln  1.,  IL,  IX.,  X,  und  XI.  sind  ganz  symnie- 
ti'isch,  nach  der  Analogie  ergehen  sich  IV.  und  V.  aus  I!I.,  wie 
auch  TU.  und  VIILausVL;  alle  erhält  man  ohne  Schwierigkeit. 

Zu  g.  938.     Wir  erhalten  unmittelbar 
rf/.sin/cos|!+rf7«.sin»ncosi)4-'^W'Sinwcosö 

= — di  [a:  (cos  n  cos  rj — cos  m  cos  ff) 
+  y  (cos  /cos  e  —  cos  n  cos  J) 
+i(cos»iCosg— cos/cosTj)] 
oder  mittelst  der  für  cos/,  coswt  und  cosji  im  g.  936.  gegebe- 
nen Werthe 

d^-ainQ^ — sinpd*[;»(cos^sinÖcos7;  —  cosgsinjjcosö) 
+  7,(cosfsin£cosö-cos^sinecost) 
+  %  (cus  5  sin  tj  cos  J—  cos  f  sinf  cos  i?)], 
A.  h.  nach  §.  «33-,  No.  III.  bis  V. 

d^  =  —  dt\x  sin  f  sin 5+ ^ s'in g sin  jj  -J-  isinlj  sin 0\. 

Zu  §.  940.  Es  ist  ZM—W,  weil  Z  im  Scheitel  und  J/im 
Horizont  liegt,  LM=m»,  ivie  aus  g.  930.  hervorgeht,  mithin  M 
der  Pol  des  Bogens  ZL  und  es  wird  daher,  neun  man  ZL  bis 
zum  Durchschnitt  mit  MX  verlängert,  dieser  Durchschnittspunkt 
von  M  um  90«  abliegen,  also  MZL=W.  XM  ist  mithin  dem 
Winkel  XZM  proportional. 

DiBfecentüren  wir  die  Gleichung 
:KHy^+»^=(^  cos  /  +  2,  cos  m  + 1  cos  n^ 

+  (*>sinfsint+ysinssin),H-isin6sine)^ 
worin,  f,  g,  $,  £,  »j  und  6  constaiit  sind,   so  erhalten  wir,    weil 

xdl .  sin  ; + ydm .  sin  nt  +  zdn.  sin  » = 0 
ist, 
xdx-\-ydy-{-zdi=£i,&m(o\c<isldx-\-  Kosmdy  -\-  co»ndi] 

+  ßcosHi[s(nfsin5rfa;H-singsini/rf^~(-5in^8in9rfi], 
indem  wir  die  Grössen  i2sinraund  -flcos  c»  nach  diesem  §.  nie- 
der eingeführt  haben.     Es  muss  daher 

x-:=  Sl coBa=  Si, (sin  m cos  /-(-  cos  wsin f  sin ö 
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y=iSt  cos  ^=  Sl  (sin  oicos  m  +  cos  osin  g  sin  7;) 
und  s  =  ücos  y  =ß  (sin  rocos  n  +  cos  a  sin  ft  sin  6) 

sein.     Es  ist  aber  (Figur  129.) 

cosOA=:cosOZmBAZ^-fi\nOZsmAZcaliAZO, 
.1.  h.  weil  OZ=90«— ra,  ^20  =  900-1,^2=900— (i— 9;), 
co8K=siniJicos/+cosia8infsin(A — 5>)= sin  (acos^+ cos  wsinf  sing 

(§.  935.). 
Eben  so  lassen  sich   die   beiden  andern  Gleichungen  dar- 
stellen. 

Zu  §.  944.    Da  nach  g.  943  im  Anfange  ^=0  ist,  so  wird 


di^rf^Yl 


'+r'^i» 


4/i/(I-cose)-^- 
Für  T)=0  wird  cos2]]=:l,  coe2(^  +  5)=cos'2ö,  cos2(jj-(-e} 
— cos27j=i:cos2e  — 1.  also  nach  g.  943. 
.^■_  rfe''(«''-l-/'''sing^ra'+cH(6'=-c'')cos2g] 

■~%[6Hc^f(ö=— c*)cfls2(i](l— cose)-6ä'aa(i2— c''J(l~eos2e)' 
und  weil  im  Anfange  p=:0  ist,  rfp^oo, 

Soll  Ö=0  sein,  so  muss,  weil  zugleich  ZL=ZC^q  anfangs 
=0  ist,  C  mit  B,  ö  mit  tj,  s  mit  ^  und  c  mit  &  vertauscht  wer- 
den und  es  gilt  alsdann  das  vorhergehende  Raisonnenient. 

Zu  §.  946.  Es  wird  die  Differenz  C— 4/flcos  p  (§.  939.)  hier 
=rC — i/f/ +  2/5?^,  also  das  jetzige  Cgieich  dem  frühem  C—ifg. 
Man  darf  p*  als  unendlich  klein  nicht  vernachlässigen,  weil  die 
Glieder  a^x%  6*j*  und  c^t^  ebenfalls  unendlich  klein  sind. 

unmittelbar  erhalten  wir  nach  §.  93S,,  No.  I.  und  II.  aus 
den  Gleichungen  I.,  II.  und  III. 

a''rfa:cos?  +  *=%co8)j  +  c*(;icosfi=0, 
also  weil  a*,  ß^  und  e%  wie  auch  cosf,  cos»j  und  cosfl  constant 
sind,  durch  Integration 

«'a7  cos  ?  -1'  b\y  cos  1)  +  c"^!  cos  fl = Const.  ==  A. 

Aus  den  Gleichungen 

1)  M  =  a;sinfsing+»/singsinij  +  zsin^sinO 

2)  !i^arcos£  +  ^cos*)  +  icos9 

3)  O=a;cosfsin£+i/cos9sini2+jcos0sin0 

erhSIt  mau,  indem  man  (l)X8infsi«£+(2)Xcosf +(3)Xcosfsing 
bildet, 

«sinfsin£+ccosJ'==3;[sinpsi»£^  +  cosr'  +  cosP'sin£2] 
+  y  [ein  ti  sin  i;cos{f  -  9)  +  cos  jjcosg]- 
+  j[singsinecos(Ö-0  +  cos£cosÖ] 
=  a:(§.  935.) 
und  ganz  ilhnlich  die  Werthe  von  »/  inid  i. 
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Zu  §.  952.     Es  wird 

pcos£+^cosfsin£4rsh)fsin£=3:[cos^+cosf%lnf+slnPsm£2J 

+^[cosijcos£-hcosgcosfsinj;sinj+sinflsinf8inijsinf| 

+  j[cos9cos?+cosr>cosf5in9sing'+8iii^siBf8in9slna. 

Der  Factor  von  a^  wird  unmittelbar  =1,  der  von^  =  c(iST?cost 

+sini)siii£cos(f— s)   und  der  von  i^cosöcosä!+sm68in^cos(ft — f), 

und  beide  letztern  nach  §.  933.  ^0.     Ferner  wird  nach  §.  936. 

pcosS+5cosfsin£=Mcosecos?  +  Msinpsin£cosf=«cos/; 
mithin  a^=rsinfsin£+Mcos^  und   ganz    ähnlich  erhält  man  die 
Werthe  von  y  und  z. 

Zu  g.  933.  Zu  dem  Pur  ßii  —  B^  gegebenen  Ausdruck  ge- 
langt man  leicht  unter  Benutzung  der  Gleichungen  III.,  IV,  und 
V.  des  §.  935.,  und  es  muss  derselbe  nothvi-endig  positiv  sein. 
Da  man  nun  aus 

jilcos(i3-|-2]Ösin5coS0  +  (£sine2=O 
die  beiden  Factoren  von  der  Form  ilcos^-\-['S+\^'^^M]s\aQ 
und  flcose  +  [JJ  — V"^^~JS«t]sine  erhält,  so  können  dieselben 
nur  reell  sein,  wenn  ^"^ — iJl£  positiv  ist,  was  hier,  wie  oben  be- 
merkt, nicht  stattfindet. 

Zu  §.  954.  Weil  p  uneudlich  klein,  also  cosp  — 1  und  sing^O 
ist,  ergibt  sich,  indem  man  zugleich  /negativ  setzt,  einfacher 
2 Gonst.-j-^fl/ffPosg 

Der  für  den  Nenner  angegebene  Werfh  ergibt  sich  unter 
Benutzung   von  §.  935.,    No.  VI.,  VIl.  und  WÜ.    und   wir  ha- 


VConst.+4lJ/»7C( 


=-V^^¥ 


VConst.— 2/^e^' 
1      1/    2       .1  ConsMjil/^     .  ^ 

indem  man  cos  p=  1  —  y^Q    ""'■  — ^ « einer  neuen  ton- 

stauten  gleichgesetzt  hat.  Durch  Vergleichung  mit  dem  Ausdruck 

im  §.  046.  erhalten  wir  also 

/■-      m 

und  hieraus   folgt  der  im  Texte  angegebene  Werfh  der  Länge 
des  isochronen  Pendels. 
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Zu§.ö93.  (Fig.  133.)  ImOriginaUtandsinJ0Ä= 
i  ist  abev 


wie  es   in   unserni    Texte  angesetzt  ist.      Dieselbe  Bemerkung 
gilt  von  sinßOC  und  sin  COA 

Zu  §.  10]].    Wir  wollen  liier  die  Wahrheit  von  zweien  die- 
ser Gleichungen  darthnu  und  setzen   zu  diesem  Eiidc; 

F=  cos  o^+  sin  o^cos  9^  cos  cfl  (l  —  cos^;)  +  cos  ip 
und      G"=cosp+sinpcos9)==cos/3a(l-cos9))  +  cos9. 

Wir  erhalten  nun 

/<'2-j.(;3.|-fla;-;  ^1 — cosg))^c«s«^+2cosK(l— cosqi)cos«cosg)+cosqi* 

+  cos  y^sin  ip^+  cos  ß^  sin  qj^ 

:^cosft*  —  2cosß''cos9)  +  cosa2cosgG*  +  2coso:^Cosp 

—  2cosa^cosq5^+coS9i^+cosj'%in9)H-cos|?*sing)* 

^cos  B^+  cos  (p^siii  a^  -f  sin  a^s'in  ip'^ 
=  1. 
FP+GG'-i-HfI'=[cosa-^a—cos>p)  +  cos<p] 

[cosßcos|5(l — cosqi)  —  cosysingi] 
-|-[cosßcosj3(l — cos(p)4-cos7sin9][cos^fl — cosip)+cosip] 
+  [coattcosj'(l— cosgj)— cos^slnq[>] 

[cos/3cosj'(l— cos<p)-|-cosKain?i] 
=;,(! — cosy)*[cosa^cos/3+ooso!cosj5'+costtcospcos)'^] 
H-(l-coscp)[2cost<cos^cos9)] 
—  CosacosiSsinqs^ 
=  cosß!co8j3 — costtcos^cosi)!^— eosccos^singi^ 
=  cos  ßcos  ßH  —  cos  (p^  —  sin  9^)  —  0, 

Zu   §-  1034.      Ich   erhalte    die  redueirte   Gleichung  für  —5- 

etwas  verschieden.    Es  wird  nämlich 
'Mps'mtpil—cos^)  (p'^-~\)'i-'2d  tj!{l—cos<p}(r-\'pqs\ng>) 

—Mr(\^co3^)(q—pr»m^)-:=2psinip(l—cos(p)[pdp-\-gdf/-]-rdr] 

— 2dps\Bq)  (1— cosqs)  +  2(1 — cos^))  (rdq — qdr) 

^—2dps\aqi{i—casrp)-i-2(l—cosip)(rdg—qdr). 

Im  Originalteste  steht  —idpBinip  statt  — 2dps in 95(1—0059»). 

Zu  §.  1037.    Es  wird 
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2qs,n(p.2ps]n<p  ^  4yy(l-eosg.') „.g,^  ,  ^^     ,_ 
2pq(l — QOR<p)  2pq(l—cosq)) 

während  im  Originaltext  4(l+.i08iy}  steht. 

Zu  g.  ]145.     Die  Kraft  F  kanu  nicht  negativ  werden,   ihr 
kleinster  Werth  ist  =0,  weno 

sin^— Öcos^^O  oder  tgt=S 
wird.     In  diesem  Falle  werden  die  Gleichungen  des  §.  1142. 

F..„,t-       ^-.mdZ-sint— ''^''- 


^(cogg4^8i 


/       1  ö^\ 


Üd+Ö*)       -  2(1+5*)  2V^I+Ö2 

Za  §.  1154.    Ist  Cß  abwärts  gerichtet,  so  ist  &>%'>,  also 
cos  6  negativ  und  daher 

^       ö(MiQ+Psme)—Pc<,se  ^  tgA— tjig 
tgS—     ^+Q+/'sine  +  ^Pcosö         l+tgitgl' 
mithin  £=;i-|  und  g<Ä. 

Süll  die  Berührung  im  untersten  Punkte  gesehehen,  so  muss 
tg?  =  0,  also 

6(M-l-Q+P.in6)  +  Pc..ö  =  0  und  P^-^^^^^ 
sein. 

iNaeh  §§.  1148.  und  1149.  wird 
W  —  ^i+Q+Psm6SPco^d  __  (M-^ Q+P sin e  —  dPcosd) cosP 
^-  3(l+d"^)cosJ  2cos(H|) 

_(Jiy+Ö)cosAcosfl_PcosAcosfl_PcosAcoag 


2cos(e+ö-A) 
Aus 


''^+e+Psine 

Pcose 


v(^+ej^+2p{^+ö)s"i"'>+p^ 

mithin         E=  V^  cos i  V  (Aif+e)H2P(^+e>mö+7*^ 

und  hiernach  jC  als  Function  von  ö  am  kleinsten,  wenn  sin9=;— 1, 

also  fl  =  — 90«'  ist. 

Zu  g.  111)6.  Ich  erhalte  die  in  diesem  §.  zur  Bestimmung 
von  F  aufgestellte  Gleichung  etwas  verschieden,  wesshalb  hier 
meine  Herleitung  ausführlich  folgt.     Es  ist 
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=  2(£H-F)~-j-g ^j;;^ (g.  Hör».,  Ol. 

2(.E+F)(sing— dcoag)      Jjy/i^sitii 


Aising 


Gl.  7.); 


sin?  "  2»;siiie 

4/c2i'siii  £  =2(£4-F)  [/^^  sin  S  -  Sk^cos  t  +  5fk  cos  9] 
-iJiA^sin 


Benutzt  man    nun  den  Werth  von  2(E+F)    aus   §.  1155., 
Gl.  10.,  und  reduciit,  so  erliält  man: 
2FA*j]{145=)sin2S-^'sine8in(p-'^sin£;cosg)J 

=MÄ«[sin?-5cos£+^'coS9.^ 

+  —  ,^~—  \jiti  (e— 9)— öcos(£— ly)^-  ji  J- 

Ist  tgC>ä  oder  siB£>öcosC,  ao  wird  der  Factor  von  Mk^ 
positiv;  femer  kommt,  weil  ^j  also  auch  sing;  sehr  klein  ist,  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  gar  nicht  in  Betracht,  In 
BcKug  auf  das  dritte  Glied  iat 

sin(e-^)  — dco8(e— 9i)  =  cos9(sinS-5cos9— sin(p(cose+ßsin£), 
da  nun  cosgi(sin?;— ^eos£)  positiv,  sln9(cos£+äsin£)  sehr  klein 
ist,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  positiv 
sein.    Was  den  Coüflicienten  von  2FÄ*  betrifft,    so  kommt  das 

Glied  -p-  sin  £sii)  qn  gar  nicht  in  Betracht,  ferner  ist 

(l+da}sin2e-^P^sin!rcos9.=üsinr[^cüs£+232^cos£-^^-aCoscp)j 

und  da  Ä>  h,  so  wie  in  hüherni  Grade  k'^f,  so  wird  y^  sehr 
klein  und  mithin,  selbst  wenn  casip  nahe  =1  ist,  doch 
cos?  >4äCosg3  sein.  Bei  dem  Ausdruck  im  Original,  von  des- 
sen Richtigkeit  ich  mich  aber  nicht  habe  überzeuge«  können, 
ist  diess  Eaisonneraent  weit  einfacher. 
Za  §.  1160.    Es  wird  ohne  Mühe 
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V%{ö-9)[BA(0+<p)  -  ^ASß 


Bhe—Aäf 


\f^Bgk '  4 /"   _  /Bh^  —  ASfyfi 
\  XBhe—Adf) 

-  _^_  /Bli<p-ASf  \ 

^V-2Bl^^"'-'"'\iih6~ABfJ 


Im  8.  540.  »var  die  Zeit  Einer  Schn-ingiing  = -^   ur 

}s? 
g.  538.  ;=-^,  mithin  dort 

wo  /■  (las  hiesige  A  bedeutet. 

Zn  gg.  1)63.  und  11G4.    Aus  der  GleicliuMs; 

>42ß2_2ß^A(^a_(p3)_4j5^y(ö— ?))    {§.  1160.) 
geht  hervor,  dass  nur  dann  ß^  positiv,  also  Sl  reell  wird,  ■ 

ist.     Da  nun  aber  Ö>9 

ist,  so  wird  um  so  raehr  2Bhd>2ASf  oder  ö>  -^-  Fü 
zweite  Schwingung  hat  man  nach  §.  1162.  statt  6  f.»  si 
e — pT-  ,  es  niiiss  al.so 


Zu  g.  1165.     Ich  erhalte  zwar  wie  im  Original    ^'^~Ä^iü' 
linde  aber  hieraus 

e  >  43,903  (2n  -  1)  Secunden; 
also  für  w  =  100,  0>8737"  oder  >2025'37". 

Ehen  so  finde  ich  für  6=S<>,  nur  w  =  205. 

Zu  §.  1171.    Mau  l;ann  wie  im  §.856-,  um  die  Bestimmung 
der  Momente  P,  Q  und  R  anschanllchet  zu  machen,  beide  Kräfte 
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TI  und  &n  sogleich  nach  den  lA,  IB  und  IC  parallelen  Rich- 
tungen zerlegen  und  erhält  so  statt  des  dortigen 
r/cos/  hier   JIcos/— azisin/co8(l+B) 
Ilcosm    „     Jlcosffi— 5iTsinjßCos(fi+M) 
JTcnsM    „     UcosM  — öJTsinMcos(»'+ca), 
worauf  man  hieraus  ganz  wie  dort  auf  die  Momente  schliesst. 

Zu  g.  1173.  Lage  der  Punkt  Tvon  0  um  90«  ab,  so  würde 
er  sich  auf  dem  Äequatot,  dessen  Pol  O  und  Radius  =f  ist, 
bewegen;  da  er  aber  um  den  Bogen  s  entfernt  ist,  so  ist  der 
Radius  des  von  ihm  beschriebenen  Parallelkreises  ^ /'sin  s,  mit- 
hin seine  lineare  Geschwindigkeit  :^f£lsins. 

ST  stellt  als  Tangente  die  Richtung  des  Bogens  TP  dar, 
mithin  muss  nach  vollzogener  Drehung  xST&=:PTt  werden. 

Weil  /ß#  TTund  /Q#  TF  ist,  wird  ^RIQ~  VTF;  allein 
da  TQ=TR--^<äO'>  ist,  offenbar  Z.RTQ^RIQ=VTF. 

Es  ist  PTQ-Viiy>  —  RTQ  =  '\8<y—  VTF,  mithin 


tg  PTQ  =  -tsrTF= 


film 
-fSls] 


und  ganz  ähnlich   ei^eben  sich  die  Wertbe  von    sin  P7'Q 
cüsPTQ. 


Zu  §.  1176.  Soll  u  =  Vv-''~2fSivsmss\a6+pSi^ains^=zO 
werden,   so  muss 

c=/'ÜsinssinO+/"ßsin«coseV'-i 
sein;  es  wird  also  nur  dann  «  — /3isiri.^sin9  reell,    wenn 

/■iisinscosÖ=:0 
ist.     Für  v=:0  wird  m^^O,  wenn 

fSlsins^O,  also  s=0 
ist,  mithin  wenn  0  in  T  fällt. 

Zu  g.  1181.  Wie  die  ersten  Wertbe  der  Momeote  P,  Q  und 
jK  erhalten  werden,  ersieht  man  sehr  leicht  aus  der  Figur  160., 
worin  die  Seitenkräfte  mit  ihren  Werthen  durch  Pfeile  bezeich- 
net, die  Hebelsarme  Ia  =  Ta'=feosAT,  Ib^Tb'—fcosBT  und 
lc  =  Tc'=fcosCT  sind. 

Allgemein  ist  (Fi^ur  159.) 

cos^e=cosZecosZ^  +  sinZQslnZ^cos^ZQ, 
mithin,  weil  ZQ^ÖO»,  ZA=l  und  AZQ  ^  ISO" -S-q>-l, 

casÄQ=^ — smlws{t-\-rp-\-i.) 
und  eben  so  erhält  man  die  Werthe  von  cos£Q  und  cobCQ. 
Hiernach  wird 
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cosm cos  CQ  —  cosKCOsßÖ 

=^cos(£+9>)[coswsinincos^— cosrnsinMCOsi/] 

—  sind+q:))  [cos  nsin  m  sin  (i— cosni  sin  H  sinv] 

und  wenn  mein  für  sinmcos^,  sinn  cos  v,  sinnt  sin  fi  und  sin»  sin  v 

ihre  Weithe  aus  §.  1172.  einliilirt  und  reducivt,  wobei  cosjb^+cosm* 

=  l-cos/2=siT,/2  ist, 

cosmcosCe  — cosMCos/?Ö  =  si";sin(A+g+ip). 
Zu  g.  1)83.     Multiplicirt  man  dJo   ersten  drei  Gleichungen 
dieses  §.  respective  mit   a^j;,  b^y  und  c^i ,    und  addirt  man  die 
Produkte,  so  erhält  man  unmittelbar 
ü^xdx + b^ydy + cHdi 

+2%[^sinfein(i+g.+|)+3fsinflisin(f(+y+g)+äsinBsin{i'+qi+|)z=0. 
Substituirt  man  in  den  Factor  von  ISfg,  welchen  wir  kurz  mit 
F  bezeichnen  wollen,  die  Werthe  von  x,  y  und  i,  so  wird 
/■=:  jo[sin /cos  ?sin(H-g>+?)  + sin»«  cos  wisln.(fA -1-9+1) 

-J-sinncosMsinCvH-qi+g)] 
-9[sln/2sin(i+9+Öc<'s(H-Ö+9')+sinm%in(fi-Fgi+|)cos((i-hÖ+?') 
-|-sia«aai„(„+y4.|)cos(r-|-9-|-<p)]. 
Der  Factor  von  p  wird  nach  dem  allgemeinen  Theorem  die- 
ses g,  für   A  =  <})-\1,  =0,  um  den  Factor  von  q  umzuformen, 
.  setzen  wir 

und  T-l-gj-H^v  +  e+y+g— 9 

und  erhalten 
JF=_9cos(£-Ö)[slnFsin(i+Ö4g')eos(i-^e^-9>) 

+sinni2sin((A+e+9i)cos((t-fö-h9)+sinw%in(v-K(+9i)cos()'-l- 6-1-9))] 
-ffsin(ä-e)[sin/acos(He+g.)Hsinni2cos((t-(-eH-g.)= 

+  sin»^eos  (v-FÖ-fgi)^]. 

Führen  «ir  nun  die  Werfhe  von  cos (fl-^ä-f-gl),  sin(fi+ö-|-g»), 

cos()'+ö-|-g))undsln(v-J-Ö-f-q?)  aus  dem  folgenden  g.  ein,  so  wird 

der  Factor  von  — 9eos(g--e)=0  und  der  von  — ysind-e)^) 

und  so  a^xdx-\-b'^gdy-\-c'^id-z—2äfgqiAü{X—e)dt. 

Zu  §,  1184.    Es  wild  nSmIich 
sio(ft+ß)co«(»'+C)  — sin(v+je)cos(fi+C) 

=  Va  sin{fi+-y-l-B-|-6')  +  Vasin  (ft-v-l-B-C) 
-  Vasin(f<+v-^B+Q-Vasin(l'-f*+ß~C) 
=  VaSin(ft~v)eo&(B-C)-f%cos{fi-v)sin(B-C) 
+  Vz8in(ft-i')cos(ß-0-yacos(ft-j.)sin(ß-0 
=  sin((t— vcos(ß— Q. 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man   die  zwei  übrigen  entspre- 
chenden Gleichungen. 
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Zu  §.  1185.    Allsemem  folgt  aus  )>sin|~/5cos{|— Ö)— 0 
_     II sing      _  ))siii(£— qi) 

Aus    ucosg3=e+2ä5ffcosg  und  vsinrp='i5gt»m^ 
folgt  aber  «sin(£— 9)  =  esm£, 

mithin  ivird  _     eaing 

Zu  §.1189.  (Fig.  161.)  Vermllge  <ler  ibr  inwohnendeti  Be- 
wegung würde  die  Kugel,  ohne  die  Reibung,  auf  der  die  Curve 
IG  in  /  berührenden  Tangente /ß  gleichfürmig  fortgeben,  wenn 
wir  also  Iß  als  Ahscissenaxe  ansehen,  wird  a:=Ct  sein.  Weil 
aber  i>/Q;r:J4-9>  eonstant  ist,  so  wird  sie  beständig  in  der  Rich- 
tung IS  duTch  die  constante  Kraft  =ö/lf  von  IR  abgezogen  und 
setze»  wir  daher  die /iS  parallelen  Ordinaten  =^,  so  bal>en  wir 

mithin  -'  — Const.,  welches  die  Gleichung  einer  Parabel  ist. 

Zu  g.  1190.  Nach  g.  1181.  ist  — /■üsin*^ose=Msin  |  und 
/"jßsinssinÖ— c— McosI,  wo  «  die  streifende  Geschwindigkeit 
bezeichnet.  Verschwindet  diese,  so  verschwindet  auch  die  Rei- 
bung und  wir  haben 

ß/'sinscos9  =  0    und    u  — J^/sinssine  =0; 
geschieht  diess  aber  im  Anfange,  wo  (  =  0,  Sl:rzs,  v^e,  s  =  f 
und  ö— I)  ist,  so  haben  wir 

E/'sinfcosft-O  und    e^E/'sinfsinff. 

Zu  §.  1191.     Kach  §.  1183.  ist 

^J=^sin{Hng')-9sln[A+£-(S-Ö)] 

=^sinaK)-^cosa+J)fg(^-9)  (g.llSS.) 
^=£sinfsin(l+W-^^os{m). 


i^sii 
und  weil  nach  g.  11S5. 


Nach  §.  1183.  ist  ferner 
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— TT-  =^psiril+qei>al  C08{i-f  ö+g>) 

=  £oosfsm(+^|l|^'[co.(l+S)cos(ä-fl)+siii(J+B"n(£-»)J 

=  "osf  sin;+ ^^ 00.«-»  + Sä "o  (1+E) 

=  .cosf.in(  +  cos([.»infeos(l  +  »)+?^'«in(E  +  l)]. 

Zu  §.  1192.    Für  üd<7(=^äX7^  *^"^ 

,  «.ins       _     «(«HD  Hing 

« « -  ecos £+2äj(  ~  e(o"+/'')cosao'i  ' 
während  im  Originale  stand 

.    ,       eitfi+ntgt 

Setzt  man,  um  den  Gleichungen 

ßsinscose^O  und  w^/Sisiiusiiiö 
jeniisezu  leisten^  eosö=0,  also  sinö=I,  so  wird  aus  der  zwei  tea 


Ü^  —  ,a  +  «'^ cos  f  _ -2  +  ^/_2  ,  ya,  +  ^a, _a  , /a^a  +  ^''«■■os f^. 


welcher  Werth  auch  später  gefunden  wordci 
Unmittelliar  wird 

__  ,  2ti^eAcos£  .  

-  ^,  +  .-  .o«  r  _^,  +  ^(„a^;.aj  +  ;^.(«'.-|./>aj2  - 

setzt  man  aber  nach  §.  1191. 

ÄcosS=£/sinfsinft  — e  und  Ä^-ßa— Sfe/sinfsin^-l-EY^sinf , 
so  ei^ibt  sich  nach  kurzer  ümlbrniung  der  im  Test  liir  Si^  auf- 
geführte Werth. 

Zu  g.  111)4.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  gelaugt  zur  Ruhe,  «eiio 

t,=0,  also  eH-^ä+^  +  (^ä+7^i=0 
oder  _      «^cos|     ß^Äslng  ^— ^ 

ist.  Es  wird  demnach  e  reell,  wenn  sinS^O,  und  positiv,  wenn 
cos£;  =  — 1  ist   und  so  in  diesem  Falle 
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Nach  der  in    der  Anmerkung  zu  §.  1192.   gel'niidenen  Glei- 
chung erhalten  wir  daher 

Ä=e  — s/sinfsinö    wnd   /r^^  «^-Sie/'smfsmlj  +  E^/^sinfäsm^* 
und  da  allgemein 

Ä2:=ea_2£e/-smfsinl)  +  sY^sinf2 
ist,  so  muss 

e~k__ef 
f     ~      «2 


sinD  =  I,  5  =  900,  /s— e-j/sinf  oder    £sinf= 


Zu  §.1105.  Aus  »=:V>+4%icos£+4ÖV'  (§.1191-)  folgt 
für  ^  =  180"  v=e~'2ßfft, 

ferner 

A  =  e(l+Qund«,=ft-2Ö5(l+5)i-(l+5)(e-25^0. 

Weil  für  f=0,  tg(|— e)  =  tg(e--lj),  alsol— e  =  ?-(),  so  wird 

^s~90''=90o  und  ^=180«; 

ferner  „  .  ^f  s 

Slcoss^s  cosf =—  "äTj— f  cos  f 


und  aus  der  allgemeinen  Gleichung 


M,  =  V  i>2— 2B/'ß  sin  s  + /^=ßäsin  ja 

Die  fibrigeii  Ausdrücke  ergeben  sich  ohne  Weiteres. 
Zu  5.  1196.    Nach  §.  1191.  ist  tg(ä-»-t"'^-mJ-^^ÖL' 
hieraus  und  weil  nach  §.  1192. 


sinl?      ^g.in;'     «/'V(,/'sinf-esinW.i.S     4a'/-yf 
Da  aber  nach  §.  1185.  sin f  =  =I^il^22i*  is,_  ,„  erhalten 

^»»'  =/aSRö 

=V^.«sinp-''-?*&fsit:ii2fii?f+MX¥l'. 

Zu  g.  1197.    Da   ti2  — ß3.j.45p(,(coae+4äfj2(a 
""''     „!-o»-i,.;'     Ife/glsinfCiAinf-csin»  ^  Wp^C ^ 
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so  wird 

A«s  Äcos£=-e+£/'smfsme  {§.1185.) 

folgt  aber 

eÄcos£— £'»/^sinf4-se/smfsin^=— e3f2£e^mfsiiie— £7^smf2=— /;3^ 
mithin  winl 

Nach  Verlauf  der  Zeit  (  — 
^a-ha%2=ü2H-^+ß''E'äcosf2  (g.  ]192,) 

Da  nun   Äcosg  und  k^  die   oben   erwähnten  Wertho  liaben, 
60  erhalten  wir  nach  deren  Substitution 

für  (=0,  Ji(««+«%«)  =  iH'' 

Zu  §.  1202.     Für  f=90o  wird  cosf=0  und  sinf^l 

also  stete  Z0  =  .=  90». 

Für  f>'JO»  wird  tgf  nnd  cosf  negativ,  also 

tg,=  -(tgf-,5*J,). 

Wird  aber  im  zweiten  Quadranten  die  Tangente  absolut  ge- 
DOinmen  kleiner,  so  wird  der  zugehörige  Winkel  grosser. 
Zu  g.  ¥m.    Aus  der  Gleichung 


tg{|-e)  =  tg(£~^)+ 


2Sf^f/t 


folgt  für  'i^im"  und  ft=ÖOo 

tg(s-Ö)  =  =c, 
mithin  wird      S-Ö=180'>— 0=60»  und  ( 


(^sitig 
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Es  wird,  weil  q)  =  0  ist,  ans  §.  11S2. 

Die  Beneguiig  wird  gleicKfiJrmig,  sobald  die  streifenile  Ge- 
^ehvviDÜigkeit 


^*»0+S)' 


=,-,/-äbf-2äs    l+'-Ji 


also  <■'(»— /eInO 

'-  2äs(«HC») 
ist.    In  diesem  Faile  wird 

»'(i'-'/'i»f)r  «'(»— Ainfl-l 
-*-»,,(»»+/')  L«  2(«H/''^  J 
_a'(.^./sinf)[«(aH2/')+»»y«»f1 

Im  Original  stellt  im  Nennet  ^äg  statt  4ä»7  und  dasselbe  fin- 
det bei  dem  Werthe  von  X  im  Fall  II.  statt. 

Zu  g.  1204.  Für  e  =  £/sinf  wird  nämlieh  in  beiden  Fällen 
h=0  und  daher  auch  i  =  0. 

Zu  §.  1207.  Aus  dem  Werthe  von  ß  im  g.  1203.,  Fall  I. 
folgt  für  f=9ü« 

und  weil  liier  i  negativ  ist, 

ii  =  5^^  «'1er  ß  ^  -  -^l^- 
Da  aber  im  Eingange  dieses  g.  bereits  gesagt  ist,    dass  im 
Anfange  der  Bewegung  s  die  räcItvTärts  gerichtete  Winkelge- 
schwindigkeit tiezeiübnen  soll,  so  wird  sein 

Zu  g.  1223.     Aus 

/V"2^c  —  ojcosM^— ÄlogtgVaO 

2c^ 
=  gj  cos  wH/'logcotg  Va  w 

ergibt  sich   i'iit  ki=:0. 
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